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III. Kapitel '••;■ 

Einteilung der Flächen zweiter Klasse. 

§ 101. Einteilung der Flächen zweiter Klasse nach dem Rang nnd 

dem Mittelpunkt. 

1. Einteilung der Flächen zweiter Klasse nach dem Bang. 

Auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem Oxye bezogen, sei die 
Oieichung der Fläche zweiter Klasse (§ 75, (1)): 

F{uy 17, w, s) = t^iM* + &„ V* + 658 w?* + 2b^^vw + 2631 M?U 
^ ^ + 26i,ui; + 2b^^us + 2b^vs + 2b^ws + b^s^ — 0. 

Die Determinante der Fläche ist (§ 75, 3): 
(2) B=\b„\, 

und es werde zur Abkürzung gesetzt (§ 79, (5)): 

iB' = Bji + B^ + B^ + B^, 
-B" = ßn + ßi2 + ß39+ ßu+ ßb5 + ßwy 

In Rücksicht auf die Anzahl ihrer Doppelebepien, bezüglidi ihres 
Banges, zerfallen die Flächen (1) na^h § 81, 8 in folgende Gruppen: 

I. B=^0: Eigentliche Flächen zweiter Klasse; 
n. B = 0, 5' + (B = 0, nicht alle ^4,-0): Eigentliche Kurven 

zweiter Klasse; 
m. £-0, jB' = 0, .B'VO (alle JB*, - 0, nicht aUe ßt^^O): 

Getrennte Punktepaare; 
4V. ^ == 0, J5' = 0, 5" = (aUe /3^, = 0): Doppelpunkte. 



(4) 



2. Einteilung in bezug auf die unendlich ferne Ebene. Die 
anendlich ferne Ebene w = 0, t; = 0, tc; = 0, s = 1 genügt der Glei- 
chung (1) immer dann und nur dann, wenn b^ = 0. Sie genügt 
femer den vier Bedingungen der Doppelebene § 76, (16) immer dann 
and nur dann, wenn b^^ = 0, b^^ = 0, 63^ = 0, b^^ 0. 

In bezug auf die unendlich ferne Ebene E« zerfallen daher die 
Flächen (1) in die drei Gnippen: 

Staude, Flächen zweiter Ordnung. IL 86 






550 . •/:•.'§ 101, 2—4. 



•- . • 



(5) 






• • 



• • 



1- ^44 + 0: £^ -gpliört der Fläche (1) nicht an (ist keine Tan- 

, •'. >gentialebene, § 75, 1); 
• . • * 

2- 'Pu "=• f^5 ^i4> ^24> ^u. JiicJi^ a^® 0: E«, gehört der Fläche als ein- 

« 

fache Ebene an; 

•*.*!^^- ^44*" 5 ^14°^ ö; ^24^ ^? ^84*^ ^- ^ ^^^ Doppelcbene der Fläche. 
;•** 3. Andere Form der Beding^ongen (5). Setzt man zur Ab- 
kürzung: 

(6) ^0^ ßu+ ßbb + ßesy 
so ist für 644= (I Anm. 1, III, (4)): 

(7) Bo » - (bl + bl + bl). 

Daher sind die Bedingungen (5) auch ersetzbar durch die folgenden: 

(8) 1. 6,4 + 0; 2. 644=^0, Bo+0; 3. 644=0, Bo=0. 

4. Der Mittelpunkt der Flächen zweiter Elasse. Transformiert 
man die Oleichung (1) auf ein neues recMwinkliges Koordinatensystem 
O'xyfZj so werden nach § 75, (15); (11) die in u', v', tv linearen 
Glieder der transformierten Gleichung immer dann und nur dann 
fehlen, wenn: 

(*u = F^i^ißiri^o) = ^14 «1 + hJi + KYi + &44< =- 0, 

(9) &;, = F^ia^ß^y^y^') - 61402 + hJ^ + b^^y^ + b^y^' = 0, 

'^34 = FJa^ß^y^g^') - 61403 + 604/53 + 6347/8 -f- 6^< = 0, 
oder mit Benutzung von § 75, (8); (11): 

(10) b^ia^x^ + ß^y^ + y^z^) = \^a^ -f- b^^ß^ -f- 63,^2, 

I 644 («33-0 + ßlVo + ys^o) = *14«8 + hiß6 + ^^3- 

Hieraus folgt durch Multiplikation mit cc^, cc^, a^ oder ß^y ß^yßi ^^^^ 
Yur^yYz ^nd Addition (§ 88, (7); (8)): 

(11) ^44^0 = ^4» *44yo = *24; ^44^0 = ^84; 

woraus auch umgekehrt wieder die Gleichungen (10) oder (9) hervorgehen. 
Die auf das neue Koordinatensystem O'xyz transfo)'mierte Glei- 
chung (1) erhäUy unabhäfigig von der Richtung der Achsen x\ y, /, 
immer dann und nur dann die Form: 

^ ^ + 2b'^^vtv + 2biyti + 2b[,jiv + 6;,s'« - 0, 

w^enn rfer Anfangspunkt 0' = x^^y^y z^ den Bedingungefi (11) genügt 

Er ist dann nach § 77, (7) der Pol der unendlich fernen Ebene 
14 = 0, t? = 0, w = 0, 6 = 1, der Mittdpunld der Fläche zweiter Klasse 
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5. Einteilung der Flächen nach dem Mittelpunkt. Ist nun 

h^ + 0, so gibt es nach (11) einen bestimmten etidlichen Mittelpunkt: 



(13) 






yo — fc j 



'44 



*'44 



Die Fläche (1) ist eine Mittelpunktsfläche und die Gleichung (12) 
ihre Mittelpunktsglekhung. Die Ebene E» ist^ da sie nicht mit ihrem 
Pol yereinigt liegt, wie in (5), keine Tangentialebene (§ 77, 4, I). 

Ist 6^4 = 0, aber ftj^, b^^, b^ nicht alle Null, so gibt es nach (11) 
einen unendlich fernen Mittelpunkt, Die Ebene E« liegt mit ihrem 
Pol vereinigt und ist, wie in (5), einfache Tangentialebene. 

Ist endlich b^ = 0, b^^ = 0, b^^ = 0, b^^ = 0, so ist nach (11) der 
Mittdpunkt unbestimmt und nach (9) ^j^ = 0, 6^^ = 0, 63^ = 0, sowie 
nach § 75, (16) V^ = 0. Die Fläche (1) hat dann in jedem Koordi- 
natensystem eine Gleichung von der Form: 

(14) F{uy t?, tCy s) = b^^u^+b^^v^+b^^w*+2b^^vw+2b^^wu+2bi^uv = 0. 

Sie ist eine in der unendlich fernen Ebene liegende Kurve zweiter 
Klasse (§ 80, (19')). 

In den Fällen (5) 1., 2. und 3. hat daher die Fläche einen be- 
stimmten endlichen, einen bestimmten unendlich fernen oder einen 
unbestimmten Mittelpunkt. 

6. Vorläufige Einteilung der Flächen zweiter Elasse. Hiemach 
zerfallen die Flächen zweiter Klasse nach ihrem Range einerseits und 
nach ihrem Mittelpunkt, bezüglich ihrem Verhalten gegen die Ebene 
E« andererseits in folgende Gruppen ^^): 



(16) 



^44 + 



best. endl. Mittel- 
punkt 

£30 keine Tang.- 
£bene 



B^O: ^=0,5'4.0:.B = 0, J?'=0 



Eigen tl. Fl. , Eigen tl. Kurv. 
2. Klasse ■ 2. Klasse 



Bo + 



best. 00 f. Mittel- 
punkt 

E3, einf. Tang.-E. 



1,1 



n, 1 



Punktepaare 







0, 
>0 



TuibeBt. Mittelp. 

E,^ Doppeltang.- 
Ebene 



1,2 



U,2 



111,2 



Doppelpunkt. 







II, 8 



m, 3 



IV, 3 
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552 § 101, 6. § 102, 1-2. 

Der Fall I, 3 ist unmöglich, da mit ^44 = 0, Bq = oder b^ = 0, 
K - 0, &g4 = 0, 6j4 =. stets B - 0; der Fall IV, 2 ist unmöglich, 
da mit allen ß^^ nach (6) auch Bo = (§ 27, 6). 

§ 102. Hanptachsenriclitnngen und Hanptachsenkoeffizienten der 

Mittelpunktsflächen. 

1. Hauptachsen der Mittelpunktsflächen. Hat die Fläche zweiter 
Klasse § 101, (1) einen bestimmten Mittelpunkt 0' == ic^, yo» ^0 ^^ 
§ 101, (13), so hat ihre Gleichung in jedem von diesem ausgehenden 
rechtwinkligen System 0' xy z die Form § 101, (12). Die neuen 
Koeffizienten sind dann nach § 75, (13); (14); (11) infolge der Bedin- 
gungen § 101, (9): 

(1) fe;, - F^(a^ß^y,y^')a, + F^(a,ß,y,yo')ß^ + F^{a^ß^y^y^)y^, 
U;3 - F,{a,ß,yX)(h + F,{a,ß,yX)ßs + F,{a,ß,y,z^)y,', 
[*is = Fii^ß^riVol^i + F^{a^ßiy^yo)ß^ + F^{a^ß^y^y^')y^, 

(2) 63, = F,{a,ß,y,z^)a, + F,(a,ß,yX)ßi + F,{a,ß,y,z^)y,, 
16;, =- F^{a^ß^y,x^^a^ + F^^^^ß^ViOßt + F^(<^ißiyX)y2- 

Wir nennen nun die vom Mittelpunkt 0' ausgehenden Achsen x\ y, z' 
die Hauptachsen der Fläche, wenn die Bedingungen: 

(3) 6„ = o, fe;, = o, 6;, = o 

erfüllt sind. Die Koeffizienten b[^y b'^^, b'^^ heißen alsdann Haupt- 
achsenkoeffizienten. 

Wie in § 88, 3 handelt es sich nunmehr um die Bestimmung 
der zwölf Unbekannten b[^, ft^g, fe^g; Oj, ß^, y^; «,, ß^, y^] a«; A» 7$ 
aus den sechs Gleichungen (Ij und (3) und den sechs Gleichungen 
§ 88, (3); (4), aus denen außerdem die sechs Gleichungen § 88, (7), (8) 
folgen. Wir fügen dazu noch drei weitere Unbekannte Xq, y^, Zq mit 
drei weiteren Gleichungen § 101, (9), so daß wir fünfzehn Unbekannte 
und fünfzehn Gleichungen haben. 

2. Notwendige Bedingungen. Die erste Gleichung (1) imd die 
beiden letzten (3): 

lFt{cc,ß,y,x^')a, + F,(a,ß,y,x,')ß, + F,{a,ß,yX)yi = Ki^ 
mF,(a,ß,y,Xo)a, + F,{a,ß,y,x^)ß, + F,{a,ß,y,x^)y, = 0, 

l^iKAyiO«8 + F,{a,ß,y,x,')ß, + F,{a,ß,y,x,')y, = 
geben, mit a^, cfg, «3 oder ß^j ß^, ß^ oder y^, y^, y., multipliziert und 
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addiert mit Hinblick auf § 88, (7); (8) und mit Hinzufügung je einer 
Gleichung von § 101, (9) und § 88, (3): 



(5) 






Man hat dalier für die fünf Unbekannten h\^j a^, ß^, y^y Xq die 
Gleichungen (5) und ebenso für die beiden anderen Gruppen von je 
fünf Unbekannten die Gleichungen: 



(6) 



■f4(«ifty«yo') = 0, 



(7) 



F^iHßinO = 0, 



(8) 



3. Hinreichende Bedingungen. Umgekehrt folgt aus den drei 
ersten Gleichungen (5) durch Multiplikation mit cc^, ßiy y^ und Addition 
mit Bücksicht auf die fünfte Gleichung (5) wieder die erste Glei- 
chung (1) und ebenso aus (6) und (7) die anderen Gleichungen (1). 

Multipliziert man femer die drei ersten Gleichungen (6) mit 

^} ßzj Vi ^^^ 0) ^^^ ^f ßi) y% ^^^ addiert, so ergibt sich mit 
Bücksicht auf (2): 

> 

^23 = ^«(«««8 + ßtßz + y%yi)' 

Hieraus folgt aber unter der Voraussetzung V^^ 4° ^337 ^^' 

(9) 6,3 = und (10) a2«8 + ^2^8 + y.ys = ^• 

Ist dagegen b'^ = 633, so muß zu (8) noch die Gleichung (10) hinzu- 
gefügt werden, um die Gleichung (9) zu folgern. Somit ergibt sich 
wie in § 88, 6: 

Die fünfzehn Gleichungen (5), (6), (7) sind hinreichende Bedingungen 
für die drei Gruppen der Unbekannten fcjj, a^, /J^, y^, Xq] 6,,, «,, ß^, 

y%7 Vo'-i ^83> ^ij ßi> ^8? ^of f^^^ ^^ ^^^ Hauptachsenkoeffizienten 6^^, b\^y 
V^ alle verschieden sind. Ist dagegen b'^^ = 633, so muß noch die Glei- 
chung (10), und sind b[^ = V^^ = 633, so müssen nodi die drei Glei- 
chungen § 88, (4) hinzugefügt icerden. 
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4, Die kubische Gleichung der Hauptachsenkoeffizienten. Aus- 
führlich geschrieben, lauten die Gleichungen (5): 

*21«1 + (^82 - ^'l)A + ^83^1 + ^24 V = 0, 
(11) I &81«1 + \%ßl + (^88 — KdYi + ^84 V = 0; 

«i*+A'+yi'=i, 

und entsprechend die Gleichungen (6) und (7). Damit folgt, wie in 
§88,7: 

Jeder der drei Hauptcuhsenkoeffizienten 6j,, feg,, 633 muß der in fi 
kubischen Gleichung genügen: 

i ^11 — f^ ^12 ^*« ^^ 



'18 



'14 



(12) 



E(/t) = 



'21 



'81 



'41 



&22-^ fe 



28 



'24 



'82 



'42 



*88 — 1^ k 



= 0. 



'48 



34 



'44 



Sie heißt die kubische Gleichung des Hauptadisenprchlems der 
Fläche zweiter Klasse § 101, (1).«^) 

5. Andere Form der kubischen Gleichung. Die Elimination 
von «1, ßi, y^, Xq, die von (11) zu (12) führt, kann auch auf andere 
Weise ausgeführt werden. Eliminiert man nämlich mit Rücksicht 
auf die Voraussetzung: 
(13) 6^ + 

Xq aus der ersten und vierten Gleichung (11), so ergibt sich: 

(14) { (b,, - b[,)b^ - 6!4 ) «1 + (^2^44 - 614642)^1 

+ (^8&U--^4&48)yi = 0, 

oder mit Hinzufügung der entsprechenden Gleichungen (§ 75, 3): 

ft««. + (fts - ^'u^'l) A + A«yi = o, 

ß^f^i +ß6sßi+ ißa - ^uKi) Yi = 0, 

Umgekehrt folgt aus der Gleichung (14) und der vierten Glei- 
chung (11) unter der Voraussetzung (13) auch wieder die erste 
Gleichung (11). Die Gleichungen (11) sind daher ersetzbar durch 
die Gleichungen (15), wenn man zu diesen noch die vierte Gleichung 
(11) hinzubehält. 



(15) 
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Die Bestimmung der ewolf Unbekannten : h[^ , «i , /^i » ^i ; ftis j^tjßtjYt't 
633, «3, /J3, ^3 kann dalier auch mittels der Gleichungen (15) und der 
acht entsprechenden geschehen. 

Die kubische Gleichung für })[^, i'^^y h'^ ergibt sich aber dann 
in der Form: 

(16) 6LE(^)= ft, ß^-b^ii ß,, =0. 

/^M ßdh ßw - &44f* • 

Sie unterscheidet sich (vgl. nachher unter 6) nur um den Faktor 6^ 
von der Gleichung (12). 

Damit ist aber das Hauptachsenproblem der Flächen zweiter 
Klasse 644 +0 auf die Form §88, (15); (17) zurückgeführt. Es er- 
gibt sich also wie dort in § 89, 3: 

Die hihische Gleichung E(/i) = in (12) oder (16) hat stets drei 
reelle Wurzeln n^, /Ltg, 03; und weiter wie in § 90, 7: 

Die Fläche zweiter Klasse 644 + ''^^ stets drei vom Mittelpunkt 
ausgehende Hauptachsen, in bezug auf welche die Gleichung der Fläche 
die Form erhält: 

(17) F{u, V, w, s) = (i^u'* + jUgt?'^ + (i^w'^ + 6445*. 

Die Hauptachsen sind eindeutig bestimmt, wenn die Wurzeln [i^, /itj? »"s 
aUe drei verschieden sind, dagegen einfach unbestimmt für zwei gleiche 
und dreifach unbestimmt für drei gleiche Wurzeln, 

6. Entwicklung der kubischen Gleichung. Die Differential- 
quotienten der Determinante (12) sind: 

642 643 644 I 

Es folgt daher: 

E{fi) = E(0) + E'(0) • .u + i E"(0) ■(,* + \ E"'(0) • ^» 

= B - {B,, + B„ + B„).tt + iß^ + ß,, + ßjii'- &«.a» 
oder: 

(18) ECu) = - 6«^»+ Boft«- Bo> + B, 

WO zur Abkürzung neben § 101, (6) gesetzt ist: 

(19) B,'=B,, + B,, + B,,. 

Aus (16) folgt dieselbe Entwicklung, da (§ 89, (7)): 
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(20) 



Bni 



Äs ßbB 

P66 Pee 

Es ist nämlich (I Anm. 1^ 111,(8)): 



ßu ßi5 


ßiß 






ßu ßbb 


ßbii 


-sb!,', 


ß%4. ßeb 


ßw i 


! ßw ßu 

ßiß ßu 


— B h - 


ßu ßiS 
ßbA ßbb 



^8* 



U • 



B 



11 



^12 ^13 



B^i B^2 -^23 
-^81 -"82 -^83 



ffb 



U 



und, wenn die Unterdeterminanten zweiten Grades der B^^ mit B^^^ 
bezeichnet werden (§ 66, 6), wiederum (I Anm. 1, II, (4)) : 



B., B 



'11 



12 



B.. B 



'21 



22 



B«i B« 



B 
B 
B. 



IS 



M 



= (B'bJ*, 



'81 •^82 "83 

woraus alsdann (I Anm. 1, III, (11)) die erste Formel (20) folgt (die 
andern nach I Anm. 1, IE, (5), auf B^^, B^^^ ^88 angewendet). 

7. Hauptaohsexigleiohiingen der Mittelpxinktsfläohen. Da nun 

für die drei Wurzeln der Gleichung E([i) =»0 nach (18): 

B B ' B 



'44 



'44 



'44 



SO ergibt sich: 

Die Gleichung der Fläche zweiter Klasse mit einem Mittelpunkt 
Q)^^ 0) Icann stets auf eine der folgenden Formen gebracht werden: 

jB + : ftiU* + figv'* + /tgw;'^ + \^s^ == 0; 
.B = 0, Bo'+ : iL^v^+ii^ w^ + \,s^ = 0; 
B=0, Bo'=0, Bo + 0:|it3u;'« + 6^s*=0; 
B = 0, Bo'=0, Bo=0, 6^4=0:6^5'»=0. 



(22) 



Sie ist daher entsprechend ein EUipsoid oder Hyperboloid (§ 70, (10)); 
eine Ellipse oder Hyperbel (§ 53, (35)); ein endliches Punktepaar (I § 72, 
(20')); ein endlicher Doppelpunkt (I § 47, (10)). 

8. Andere Form der Bedingungen (22). Wenn B = und 
B'=0, so verschwinden (§ 79; (11)) alle Unterdeterminanten jB^^, und 
damit auch Bq in (19). 

Ist umgekehrt: ^ = 0, Bo'=0, so ist zunächst nach § 101,(3) 
und nach (19): 



B'^B 



w 
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Nach § 79, (8) ist nun für 5 = 0: 

und daher für Bq' = auch B^^ = 0, B^^ = 0, B^^ = und damit in- 
folge der fiir 5 = gültigen Gleichungen {k = 1, 2, 3, 4): 

auch h^B^ = 0, also wenn nicht alle b^^ verschwinden, B^ = oder 
B'^0. 

Fdtts &J4, 6,4, 634, 644 nicht alle verschwinden, sind die Bedingungen: 

(23) B = 0, Bo' = 

in (22) ersetzbar durch: 

(24) 5=0, ir = o. 

Überdies haben für JB = nach § 79, (9) B' und Bq', ' wenn sie 
nicht Null sind, dasselbe Vorzeichen. 

Wenn 5 = 0, 5'=0, 5"=0, so verschwinden (§81,(18)) alle 
ünterdeterminanten ß^^ und damit auch B^ in § 101, (6). 

Sei dagegen vorausgesetzt: 

644+0, 5 = 0, 5' = 0, Bo==0, 
so wird zuerst nach § 101, (3) und (6): 

Da nun mit 5 = 0, 5' = alle Bj^^ und damit alle ünterdetermi* 
nanten zweiten Grades der ß^^ verschwinden (I Anm. 1, III, (22)), 
so ist: 

(25) (^u + fe + ft«)(/5u + ß^+ ßJ = ßh + ßh + ßh + ßl 

' . + ßh + ßk + ßL + ßh + ßh> 

also mit B^—* 0: 

ßu-0, /3,5 = 0, ^,e=0, ^,4=0, A,= 0, ^,e=0, ^4=0, 

ßsb = 0, ftß = 0. 
Damit folgt aber aus den unbedingt gültigen Gleichungen: 

^ss = Kißsb — hißsi + hißsi 
zunächst: 

^ußn = 0, 644/322 = 0, 644/333 = 0, 
und da 644 + ist: 

ßn = 0, /322 = 0, /333 = 0; also: 5" = 0. 
Die Bedingungen: 

(26) 644 + 0, 5 = 0, 5'= 0, Bo= 
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(29) 



: 6^s'* = 0. 



sind ersefjsbar durch: 

(27) b^^ + 0, B^O, B' = 0, B" = 0. 
Da überdies fttr B-0, B'-O nach (25): 

(28) B" Bo = /JA + ßl + ßi, + ß*, + ßh + ßi, + ßh +ßk+ßh+ Bo», 

SO haben alsdann B'' and B^, wenn sie nicht Null sind^ dasselbe 
Vorzeichen. 

Die TabeUe (22) kann nach (23), (24); (26), (27) auch durch die 
folgende ersetzt werden (644+0): 

B + : ii,u'' + II, v' + ii,w''+ b^s' « 0; 

B^O, B'+0:n,v^+ iL^w^ + b^s^ = 0; 

5 = 0, B'= 0, JB"+ : /i8M^'^+ 6445'*- 0; 

IJ5=:0,JB'=0,B". 

9. Die zu einer verschwindenden Wurzel gehörige Hauptachse. 
Im zweiten Fall (29) gibt die Auflösung der Gleichungen (11) mit 

(29') «, : /3, : y, : < = B,, : B,, : B,, : B,,, 

ik = 1, 2, 3 oder 4 (I Anm. 2, III, (12)). 

Die Ebene x' = a^x + ß^y + y^z + Xq =^ des neuen Koordinaten- 
systems (I § 37, (19)) ist daher die Doppelebene der Fläche, deren 
Koordinaten Wq, Vq, m'^, Sq nach § 79, (4') sich ebenfalls wie die Größen 
der rechten Seite (29') verhalten. 

10. Die kubische Gleichung des Hauptachsenproblems der 
Fläche zweiter Ordnung und zweiter Blasse. Die Gleichungen (11) 
können für B=^0 in der Form geschrieben werden (I Anm. 2, III, (1); (2)): 

Bß, = {B,,a, + B,,ß, + B,,y,)b[„ 
Sn = {B,,a, + B,,ß, + B,,y,)b[„ 
^0= (^u«i + ^24^1 + B,,y,)b[,, 
oder mit Weglassung der letzten Gleichung: 

Ä,«. + (-B« - ^l/'i + -»28^1 = 0. 
^31 «1 + J^iißi + (^33-^) J'i = 0. 

Die Hauptachsenkoeffizienten (i ==b[^, b^, 6^, genügen daher auch 
der Gleichung: 



(30) 



(31) 
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(32) 



11 fl 


^12 


^18 


i 


^21 


*" ^ 


^23 


-0. 


^81 


^32 




1 

1 



Nun ist für J? 4=0 nach §78, (7') die Gleichung der Fläche 
§ 101, (1) in Punktkoordinaten: 

(33) B,,x' + B^y^ + B^^ + 2B^yz + . . . + 5^ = 0. 

Die kubische Gleichung der Hauptachsenkoeffizienten A = a{^, 
a^, a^ der Fläche (33) ist aber nach § 88, (17) ebenfalls die Glei- 

chung (32) nur mit X für — • In diesem Sinne sind also die kubischen 

Gleichimgen § 88, (17) und § 102, (12) nicht wesentlich verschieden. 

§ 103. Die Flächen zweiter Klasse ohne Mittelpunkt. 

1 • Bestimmiing der Aohsenriohtong x\ Die Flächen ohne endlichen 
Mittelpunkt § 101, (16) zweite Zeile sind durch die Voraussetzungen: 

(1) 6^= 0, Bo= - {hl + hl + 6i) + 

bezeichnet. Bei der Transformation der Gleichung § 101, (1) auf ein 
neues System Oxife' werden die Koeffizienten § 101,(9) nach (1): 

(2) 6;^ = F^ifhßtny^) = h^^t + Kßt + h^r^^ 

'*M == ^aMsYs^o) = ^4«8 + ^24 A + ^34^8 • 

Sie können nach (1) nicht aUe drei verschwinden (I Anm. 2, U, 
(9)). Sollen jedoch awei von ihnen verschwinden, etwa: 

Ka = Fii^ißtr^Vo) = ^4«2 + ^24/^2 + ^84^2 •= 0, 

< 

*W = -^4 («3/53^3^0') = ^14«8 + ^4^ + *34y8 = 0, 

80 folgt daraus unbedingt, daß: 

^4 • ^24 : *84 = ß^n - ßzn ' n^i" n^h - «2 A - «3 A = ^i'ßi'ri 

(I§37, (12)) oder: 

(4) Q^i=Ky Qßi'^hiJ Qn^h^y 

wo wir willkürlich das positive Vorzeichen der Wurzel: 

(5) . p = vsfT+hi, '+hi^ = V-X 

wählen. Danach wird dann: 

C6) hl = F, {a,ß, YrXo) = ^ (PI + hl + hl) = p. 

Den Bedingungen (3) ivird durch die Bestimmung (4) de7' Richtung 
der x'-Achse genügt, worauf der Koeffizient h[^ den Wert (6) erhält. 



(3) 
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3. Die Koeffizienten der quadratisohen Glieder. Infolge von 
(1), (3) und (6) wird nach § 75, (13); (14); (15); (11): 

b^ = F{a,ß,yX) = H(<^ß,Y,) + 2b;,y,' = H{a,ß,Yi), 
fts's = Fi'hß>yX) = Ä(«,/S,y.) + 26^V = H{a,ß,Y,), 

K =/^i(«»Ay»yo')a8 + ^»KftysyoOA + ^si^ißiriyolrs 

(7) { = i?i (a, /}, y,) «j + ITg («jj /J^ y,) /S, + Hg (a, /J, y,) y,, 

= iri(a,/J,y,)ai + H^(agßgy;)ß^ + Hg{ttgßgyg)y^ + p^. 

^'ij = ■f'i(««fty»yo')ai + -f»(asfty»yo')ft + -fjCaj/s^ysyoOyi 

- Hi{atßiyt)ai + Hi{aißiy^)ßi + Jrs(a,/Jäy2)yi + (ty«'- 

3. Der Scheitelpunkt der Fläche. Wir bestimmen nunmehr den 
Punkt 0' = «Q, y^, ;?<,, für den nach § 75, (9) die Gleichungen: 

I«o — — <«i*o' — a«yo' — «8 V> 
yo /*! V - ßtV^ - ßi^ö, 
^0 — Yi ^o' - yjyo' - y» V 

gelten, aus den drei Bedingungen: 

(9) 6i, = 0, 6;,-0, 6„ = 0, 

die nach (7) geschrieben werden können (§ 66, (12)): 

- pV = H,{aJ,y,)tt, + H^{a,ß,y,)ß, + H,(a,ß,y,)y, - \ H{ix,ß,y,), 

- Qyo = -ffi(«i^iyi)a» + J?»(ai/'iyi)A + ^ai«ißiYi)Y», 

- Qgo = Hi{aißiYi)tCt + -^(oiftyOft + ^j(aiAyi)y»- 

Multipliziert man diese Gleichungen mit aj,a.,a, oder ßi, ß^, ßs oder 
yi, y,, y, und addiert, so folgt nach (8): 

I PJ'o= Hii^^ißiYi) - jS{aißiyi)ai, 

(10) Qyo-H, (er, ^, y,) - i S(a, ft y,) ft , 

Qe^=Hg («, ft yi) - i if («, ft n) ^i , 

wo p den nicht verschwindenden Wert (5) und «j, ßi, y^ die Werte 
(4) haben (§29, (11)).^) 

Der hierdurch bestimmte Punkt 0' =» x^y y^, Zq soll der Scheitel- 
punkt dei' Fläche genannt werden. 

4. Bestimmung der Achsenrichtungen y und z und der Eoeffi- 
sienten V^^ und 633. Wir fügen nun zu den Forderimgen (3) und (9) 
die weitere hinzu: 

(11) K_, = 0, 



(12) 
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um aus ihr die Richtung der Achsen y und z zu bestimmen, zugleich 
aber die davon abhängigen Koeffizienten h'^^ und V^^ in (7). 

Die Gleichungen 6,^ = 0, 6^^ == ^('^ißi^iVo)} Kz '^ ^ können nun 
nach (7) und (3) in der Form geschrieben werden: 

^i(«jft;'2yo')«s + Fi{^%ßir%yo^ßz + F^i^^ß^nyo)?^ = o. 

Hieraus folgen aber mit Rücksicht auf (3) wieder die Gleichungen 
§ 102, (6) und entsprechend die Gleichungen § 102, (7). Auch gehen 
umgekehrt, wie § 102, 3, wieder die Gleichungen § 102, (9) und (10) her- 
vor, falls 6^ + &33, während für fc^j =- 633 die Gleichung § 102, (10) 
hinzuzufügen ist. 

Die Gleichungen § 102, (6) lauten nun im Falle (1) ausführlich: 

(^1 -^m)«2 + ^isA + ^«^2 + \iyo = 0, 
6,1«^ + (f>n - *m)/^2 + hzy% + hAyo = 0, 
*««2 + hißf + (*M - ^'a)ri + b^AVo = 0, 

^41 «2 + Kißi + Kn = 0, 

«2' + A' + y2' = i, 

und entsprechend die Gleichungen § 102, (7). 

Die Koeffizienten 6^^, 633 sind daher die Wurzeln der in fi qua- 
dratischen Gleichung^^): 

! K — l^ \t *i« ^4 : 



(13) 



*21 *22— ^ \t \ 



I 



I hl hi «>M — f^ ^4 

^41 *42 *4S 

die aus § 102, (12) mit b^^ = hervorgeht, so daß nach § 102, (18): 

(15) Eo(/i) = Bo/i^ - Bo> + B. 

Daß diese Gleichung stets zwei reeUe Wurzeln hat, und daß es stets 
zwei ihnen entsprechende Hauptachsenrichtungen cc^, ß^, y^ und cc^, ß^, y^ 
gibt, wird in § 109, 6; § 110, 3; 4 bewiesen werden (vgl. auch § 51, (18)). 

5. Kanonische Gleichungen der Flächen zweiter Elasse ohne 
Mittelpunkt. Da nun für die Wurzeln fi^ und ^ nach (15): 

(16) f*2 + ^3 = 1^ 7 f*2/*S = B ' 

80 ergibt sich mit Rücksicht auf (9), (11), (6) und (3): 

Die Gleichung der Flädie zweiter Klasse ohne endlichen Mittelpunkt 
(644 = 0, Bq + 0) hinn stets auf eine der folgenden Formen gebracht werden : 
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(17) 






5 = 0, Bo' = 0: 2V^^^us = 0. 

Die Bedingungen der beiden letzten Fälle (17) sind nach § 102, (23); 
(24) auch ersetzbar durch: 

(18) J?=0, J?' + und 5-0, jB' = 0. 

Dabei liegt der Anfangspunkt G des KoordinOftensystems im Scheitel- 
punkt (10); hat die x -Achse die Richtungskosinus (4), (5); sind (i^ = ij* 
und /[tj = 633 die Wurzeln der Gleichung (14) und bestimmen sich als- 
dann diey- und /-Achse aus den Gleichungen (13) und den entsprechenden, 
Sie sind für fi2 4= Ms eindeutig bestimmt, für [1^ = ^ in der yz-Ebene drehbar. 

6« Die Kurven in der unendlich fernen Ebene. Der noch 
übrige Fall § 101, (16) dritte Zeile ist durch die Voraussetzungen: 

(19) 6^, = 0, 6,, = 0, 6„ = 0, 6^ = (6,, = 0, B« = 0) 

bezeichnet. Er ist schon in § 93, 2 erledigt. Danach ergibt sich: 
Di^ Fläche zweiter Klasse: 

F{uj V, M-, s) = 6ii?(* + fcjjV* + 633 w?' 

+ 2b^^vw + 2b^^ivu + 2b^2^v =- 

kann bei unverändertem Anfangspunkt des Systems Oxyz durch 
Einführung neuer Achsen x, y', z' stets auf eine der folgenden Formen 
gebracht werden: 

^44 4=0: i/jU « + VgV'^ + 1/3 «<;'» = 0; 

(21) { i^u = 0, 5;, + 0: v^v'^ + v,w'' - 0; 



(20) 



^44 = 0; ^44 = 0, ^'+0: v,w 



2 



0. 



Hier ist: 

(22) K-ßn + ßn + ßs», ■»« = «'ii + »„ + 63,, 

und sind Vj, v^, 1/3 die Wurzeln der kubischen Gleichung §93, (7'): 



(23) 



also: 



*ii-^ 



'11 



'81 



*22 —^ 



'32 






(24) Vj + », + Vj = JB^, VjVj + rjVi + VjV, = B^^, ViVjV, = B^^. 
Mit (19) ist auch B^^ = 0, B„ = 0. B^ = 0, also (§ 101, (3)): 

(25) B' - B^, 
und /J44 = 0, /J55 =- 0, /J„ - 0, also: 



(26) 



B" =. Ä 



u> 



§ 103, 6. § 104, 1. 
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B^. 



endlich: 

(27) 5'" « 

Daher können die Bedingungen der drei Zeilen (21) auch in der Form: 

(28) JB' + O; jB' = 0, £" + 0; jB' - 0, jB" - 0, B'"+0 
g^eben werden. 



(1) 



§ 104. Unterscheidung nach den Vorzeichen der Koeffizienten. 

1. Kanonische Gleichungen. Das Ergebnis der voi-stehenden Ent- 
wicklung isfc dieSy daß die auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem 
Oxyz bezogene Gleichung der Fläche zweiter Klasse: 

F{Uj v, w, s) = b^^ii^ + b^^v^ + b^w^ + 2b^^vw + 2b^iWU 

+ 2b^^uv + 2bi^us + 2624^5 + 2634 m;5 + b^s^ = 

darch Einfahrung eines neuen rechtwinkligen Koordinatensystems 
ö xy z auf eine kanonische Form gebracht werden kann. 

Nach ihrem Bange einerseits und nach ihrer Beziehung zur un- 
endlich fernen Ebene E» andererseits gehört jede Fläche (1) in ein 
(ausgefälltes) Feld der folgenden Tabelle (§ 101, (16)) und hat dann 
die dort angegebene kanonische Gleichungsform (§ 102, (29); § 103, 
(17), (18); (21), (28)). Die Tabelle muß also alle Flächen zweiter Klasse 
enthalten. 



(2J 



L B + 0: II.5 = 0,5'=4=0:m.B=-0,J5'=0,I7.JB = 0,JB'=0, 



Eigenil. Fläch. Eigentl. Kurven 

I 

2. Klasse < 2. Klasse 



5" 4=0: JB"=:0, ^"'=1=0: 
Eigentl . Ponktep. | Doppelpunkte 



1. ^44 + 0: Ij ^tt'»+/i,t;'« 

Eflo nicht +f*8tt''*+&44«'* 
Tang.-Ebene = 



' '9 1 '• 



2. b 



0, 



Bo + 0: 

jinf.Tw 
Ebene 



|iijU;'*+6^^«'*=0 



fe^^«* = 



N^ 



Eooeilif.Tang.- |'+ ^^^ ^^'^'^ ;+2>^uV=.0 



8. 6,, = 0, 

Bo==0: 

EoD Doppel- 
tang.- Ebene 



= 



2>^— BoU'fi' = 0[ 







i v,u'* + v,v'' 



+ ir,t(;'« = 



\ViV*-}-v^w*=:0 



Vj jc'* = 



Innerhalb eines Teils der kanonischen Gleichimgen sind nun weiter 
noch die Vorzeichen der Koeffizienten zu unterscheiden. 
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2. Die eigentliohen Flächen mit Mittelpunkt. Die Gleichung I, 1 
der Tabelle (2) kann mit den Abkärzungen: 

*'44 *'44 *'44 

und s' = 1 in der Form: 

(4) au^ + ßv^ + yw^ +1=0 

gesehrieben werden. Da alsdann nach § 102^ (21)' 

^U *'44 

80 sind die Vorzeichen der Koeffizienten a, /5, y: 

für B > : + + + oder + 

-B<0: — + + oder . 

Andererseits sind wie in § 89, (41) die Koeffizienten a, ß, y, be- 
züglich ft^y fi^, ^ alle von einerlei Vorzeichen, wenn gleichzeitig: 

<7) Bo'6«>0, BBo>0. 

Die Verbindung beider Angaben (6) und (7) gibt für die Vor- 
zeichen Ton a, ß, y (§ 89, (42)): 
(8) j B>0 : J8<0 



(6) 



Bo'6«>0, BB,>0 '■ + + + 



B^'b^t, BBo nicht beide >0 I' 1- 



+ + 



Nun folgt ans der nach § 81, (23) unbedingt gültigen Gleichung: 

4aß unter der Bedingung JB > 0, jBBq > stets jB'" und b^ gleiches 
Vorzeichen haben. Man kann daher die Tabelle (8) in folgende Form 
bringen, wobei wir zugleich die Größen a, /3, y je nach ihrem Vor- 
zeichen als positive oder negative Quadrate bezeichnen: 

I jB>o J9<0 

(^) B/B'">0, B\B-\ BB, 

BBo>o nicht beide >0 



^4 + 



RR ^n +y«u"''+l = +y«ti;'«-l=0 

^ -^ I Imag. Ellipsoid , Reelles Ellipsoid 



nicht beide I —y^w'*—l=0 \ — y«?r'*— 1=0 

>0 Einschal. Hyperbol. Zweiachal.Hyperbol. 



Die eingefügten Namen der Flächen ergeben sich aus § 70, (10). 
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3. Die eigentlichen Flächen ohne Mittelpunkt. Die Gleichung 
I, 2 der Tabelle (2) kann mit den Abkürzungen: 

^1 ^8 



y-B. 



(10) /3 = r7^^, y- 

in der Form ($ = 1) : 

(11) ßv* + yu/^+2u ^0 

geschrieben werden. Da alsdann nach § 103, (16): 
(12) 



f^»^ 



B. 






B. 



so sind die Vorzeichen der Koeffizienten a und ß: 

fürJB>0 oder BBq<0:T^ 

B<0 oder BBo>0:±±. 

Nach § 103; (1) ist nämlich hier stets B^ < 0. Demnach ist im 
Anschluß an die Tabelle (9): 



(13) 







B>0 


5<0 


(14) 


Bo'-B"'>0, 
5Bo>0 


Bo'^'", J5Bo 
nicht beide > 




h 


^Bo>0 








+ 2m' = 
Ellipt. Paraboloid 


O44 u 


BBo<0 





Hyperb. Paraboloid 






Die eingefügten Namen gehen aus § 70, (32) hervor. 

4. Eigentliche Flächen zweiter Ordnung ujid Klasse« Wenn 

allgemein {A + 0): 
(15) 



^1 = Ai 



genommen wird, so wird die Fläche zweiter Klasse (1) mit der Fläche 
zweiter Ordnung § 99, (1) identisch. Gleichzeitig ist (§ 78, 8): 



(16) 



= ^*(a„ + a„ + Oj,) = ^*Ä^, 

Bo = /'u + As +/*««- ^ («11 + «M + «m) =- -^^44» 

und damit: 

(17) e^b-^a^aa;;,, bb^^a^a^, b^i^^ a^a^ä:,. 

Die Bedingungen der Tabelle (9) und (14) kommen daher mit 
denen der Tabelle § 99, (8) und (14) überein. 

Stande, FlAchen sweiter Ordnung. II. 37 
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5. Eügentliohe Kurven zweiter Elasse im Endlichen. Die 

Gleichung II, 1 der Tabelle (2) kann mit den Abkürzungen: 



^ = ^ 






(18) 

und «' = 1 in der Form : 

(19) ßv'^i-yw'^+ 1 =0 

geBchrieben werden. Da hier nach § 102, (21) mit jit^ = 0: 

(20) 



ß + r = h ßy = ^' 



h » ' 



SO ergibt sich für die Vorzeichen von ß und y: 



(21) 



+ + 



± q:. 



*44Bo'>0, Bo>0 

«^44Bo'>0, Bo<0 

644Bo'<0 

In diesen drei FäUen ist die Fläche (19) nach § 53, (35) eine imagi- 
näre Ellipse oder eine reelle Ellipse oder eine Hyperbd?^) 

Die Bedingungen der zweiten Zeile (21) sind aber auch gleich- 
wertig mit: 

(22) &44Bo'>0, 6^Bo' und Bo nicht beide >0. 

Denn die Bedingungen (22) lassen nur die Möglichkeiten Bq < 
oder Bo = zu. Da aber nach § 81, (3) unbedingt: 



B.* 



(^u + As + ßuY = ßL + /J55 + ß 
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(23) 

SO ist Bq=0 nicht mit 644B0' > verträglich. 

Wir können daher die Bedingungen (21) in folgende Tabelle 
bringen, der wir noch den Fall II, 2 aus (2) anfügen: 



/C%A\ 




i 




B — O, 


J5'4=0 


(24) 


Bc 


>o, 


\, Bo' > 


B01 ^44^0' Jiiclit beide >0 


^1+0 


: 6«B,'>o 

i t44B.'<0 


ß^v 


Imag. 


'm?'*+1 — 
Ellipse 


Beeile Ellipse 


i 

1 
1 







(j«t?'* — y*w'* — 1 — 
Hyperbel 


b,,-0 


B. + 





Parabel 



Bei der Parabel ist nach § 103, (17) Bo<0, Bo' + O. 
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6. Unendlich ferne eigentliche Kurven zweiter Elasse. Für 
die Gleichung U^ 3 der Tabelle (2) ist nur zu unterscheiden, ob v^y v^, v^ 
alle drei gleiches Vorzeichen haben oder nicht. Es folgt daher, wie 
in § 93, (8): 

Die eigenäidie unendlich ferne Kurve: 

(25) v,u^ + v^v^ + v^w^=^0 

ist ein im(tginärer oder reeller Kegelschnitt, je nachdem: 

(26) B^B'^ > 0, 1^^ > oder ^44^44, ^44 nicht beide > 
oder nach § 103, (25); (26); (27), je nachdem: 

(27) B'B'" > 0, B" > oder B'B'", B" nicht beide > 0. 

7. Pnnktepaare. Das Punktepaar III, 1 ist im Endlichen ge- 
legen und ist, da nach § 102, (21) /ij = B^^ : 644 ist, imaginär oder 
reell, je nachdem: 

(28) Bo>0 oder Bo < 
oder nach § 102, (28), je nachdem: 

(29) £">0 oder B" <0. 

Das Punktepaar UI, 2 besteht aus einem endlichen und einem 
nnendlich fernen Punkte. Es ist B^j < und daher B"< 0. 

Das aus zwei unendlich fernen Punkten bestehende Punktepaar 
III, 3 ist nach § 103, (24); (26) imaginär oder reell, je nachdem: 

(30) 1/,!/, = ^4; = JB">0 oder <0. 
Man hat daher die folgende Tabelle: 



(31) 



5 = 0, B'«0, J5" + 



jB">o ; B"<o 



644+0 



&44 = 0, Bo + 



y«M;'»+l = y«ii?'* — 1=0 

Imag. endl. Punktepaar Reell, endl. Punktepaar 







U8' = 
Ein endl. u. ein 3C f. Punkt 



^4 = 0, Bo = 



Imag. cx)f. Punktepaar Reell. 00 f Punktepaar 

I 
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§ 105. Invarianten der Fläche zweiter Klasse. 

1. Die Determinante als Invariante. Erhält die auf ein recht- 
winkliges System Oxyz bezogene Gleichung der Fläche zweiter Klasse: 

(1) F{u, V, w, s) =» b^^u^ + 6,2 1;* + b^w^ + 2b2^vw + 2b^^wu + 2b^^uv 

+ 2b^^us + 2b2iVS + 2b^ws + b^s* = 

durch die Substitution § 75, (7) in bezug auf ein schiefwinkliges 
System öx'y z die Form: 

(2) S»F(w, V, w, s) = b;^u' + K^'^ + Kz^^'' + 2b;^vw' + 2b;yu 

+ 2b;^uv + 2b;ys + 2b;^vs + 2b^ws' + 6;,5'* - 0, 

so haben die neuen Koeffizienten die Werte § 75, (13) — (16). Zu- 
gleich gelten neben § 75, (10) die Formeln § 91, (11) für die Achsen- 
winkel von O'xygj sowie neben § 91, (5) die Gleichung (I Anm. 1, 
m, (7)): 

I ^1 ^1 ''l ^'^O 



(3) 



S 



8 



Aj B, rj Syä \ 



2 

u 



A, Bj 

s , 

Nach dem Maltip likationstbeorem der Determinanten (I Anm. 1, 
V, 3) wird nun mit dem Werte (3) und mit Bücksicht auf § 75, 
(13)-(16): 



S^'S 



K hi ^8 ^4 

Ojl Ogg Ogg ©24 

^81 ^82 ^88 ^84 

^41 ^42 ^48 ^44 



S 



8 



F,{^, B, r, sx,') 

F,i\ B, r, Sx,') 
F,i\ B, r. Sx,') 



F, (A, B, r, Syo') F, (A3 B, T, Se^') 

i^,(Aj B, r, Sy,') F,(A, B, f, Se,') 

F, (A, B, r, Syo') F, (A, B, T, S^ 

F^{^, B, r, Sy,') F,{\ B, r, ÄO 



huS 



und wiederum nach dem Multiplikationstheorem: 



(4) 



S 



Ks *u 



g "n *M "33 "ii 

' "81 '*S2 "38 "s* 
I ^« ^8 *« ^U 



^ ^'i ^1» ^i's ^14 ; 

f>ii f^ii f>i3 "ti I . 

"81 ''ss ''ss "34 

K ^48 ^3 K 



Seim Übergang von einem rechtivinkligen System Oxye eu einem 
schirfwinUigen O'x'y'ss' besteht zwischen den Koeffizienten der beider- 
seitigen Gleichungen (1) und (2) die Beziehung (4). 



§ 106, 2—8. 569 

2. Der Eugelkreis im recht- und schiefwinkligen System. 
Durch die Substitution § 75, (7) verwandelt sich die Gleichung des 
Kugelkreises § 84, (9') in der Weise: 

(5) S\u^+v* + w^)^lu^ + mv^ + nw^ + 2pvw' + 2qwu+2ruv, 
wo: 

(6) w == V + B,*+ ^,^ (7) g =» A3A, + B3B, + rj, , 

Nach der Bedeutung der Größen Aj, B^, . . ., fj (§ 75, zu (10)) 
ist neben: 

«1 ^1 ri A, B, r,' 

(8) S^ a, ß, y, , S«=|a, B, T, 

«8 ßz y» A3 Bg Tg 

mit Rücksicht auf das Multiplikationstheorem (I Anm. 1, V, 2): 

l r q \ B, r,^ 

(9) r m p ^ K^ B^ V^ = S*. 

q p n JAj B3 Tj 

Ferner drücken sich die Größen (6) und (7) durch die Achsen- 
tvinkdkosiniis § 91, (11) in der Weise aus (I § 35, (2)): 

(10) M=l-«*, «» = 1-/3«, n = l-y«, 

\p = ßy — a, q=ya — ß, r = aß — y. 

Zugleich wird auch (I § 37, (8)): 

mw — j)« = nZ - 2» = im - r* = 1 - «« - /3* - y» + 2«/3y = S'; 
qr — Ip^ S^a, rp — mq = S^ß, pq — nr => S^y. 

Ist das neue System 0' x'y z ebenfalls rechtwinklig, so wird: 

(12) w> + v« + w^ = w * + I?'* + xv^. 

Der imaginäre Kugelkreis hat in jedem rechtwinkligen System dieselbe 
Gleichung (bleibt bei jeder Euklidschen Bewegung des Raumes fest).^^) 

3. Engelkreis und Fläche zweiter Klasse. Da vermöge der 
Substitution § 75, (7) nach (2) und (5) die Gleichung: 

(13) F(Uy r, tv, s) - ii{u^ + v^ + w^) - 
übergeht in: 

(14) S^F^(i(u' + v'+ tv')} = b[,u' + . . . + b',,s' 

- !i{lu' + • • • + 2ru'v') = 0, 
so gibt die Anwendung des Satzes (4) identisch in /it: 



(11) 
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6n - f* ^12 



'18 



'14 



(15) S' 



'21 



'81 



^22 - /* & 



23 



'24 



'82 



&88 — /^ k 



84 



^U-^f^ ^l2~^/^ ^is-fff^ Ka 
Kl—i^ *82— JP^ ^i8-*»f^ ^li 



6; 



41 



&: 



42 



6: 



43 



b\ 



44 



^41 ^^42 ^48 ^44 

Die Entwicklung der Determinante reclits gibt, wenn JB', J?^, 
/J^'j die Determinanten vierten, dritten, zweiten Grades aus den 6^, be- 
deuten (§ 66, 6): 

+ { ß^uirnn ^p^ + ß,,{nl - q') + ß',,{lm - r«) + 2ß',,(qr - Ip) 

+ 2ßr,,{rp^mq) + 2ß,,(pq^nr)](i' 
-6;^SV' (nach (9)); 
die Determinante links wurde bereits § 102, (18) entwickelt. 

Durch Gleichsetzen der Koeffizienten der beiderseitigen Potenzen 
von fi ergibt sich dann unter Benutzung von (10) und (11): 

+ 2B,,{ßr -a) + 2B;,iya -ß) + 2B;,{aß-y\ 

SHßu + ^56 + ßs,) - A4 + ß^,, + ß'^ + 2^;,« + 2ß:^ß + 2ß'^r, 

Aus (15) folgt zugleich die Form der leubischen Gleichung des 
Hauptachsenprdblems in schiefwinkligen Koordinaten (§ 102, (12)). 

4. Invarianten des gemeinen Eoordmatensystems. Unter Weg- 
lassung der Akzente in (2) kann man dann die Sätze (4); (16) auch 
so aussprechen (§ 91, 4): 

Die Koefßjsientenverbindungen^): 



(16) 



(17) 



fci + ft5+fe6+ 2^6« + 2^4^ + 3^45/ 

der Gleidiung der Fläche zweiter Klasse: 

(18) F{u, V, w, s) = b,y + 6„r^ + h 6445« = 

haben in jedem schief- und rechtwinMigen Koordinatensystem Oxyz den- 
selben Wert, falls a, ß, y die jedesmaligen Achsenudnkdkosinus (beim 
recMwinMigen a = /3 = }/ = 0, S = 1) bedeuten. 

Wird die Fläche zweiter Klasse (18) durch die Voraussetzung 
(§78, (8); (9); ^ + 0): 
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mit der Fläche zweiter Ordnung § 91^ (18) zusammengelegt, so ist 
die erste Invariante (17) hier die dritte Potenz der ersten (17) dort, 
die zweite hier direkt die zweite dort, die dritte und vierte hier 
gleich der mit dem invarianten Faktor Ä^ : S*, bezüglich Ä: S^ multi- 
plizierten dritten und vierten dort. Bei den eigentlichen Flachen sind 
also die Invarianten (17) von denen in § 91, (17) nicht verschieden. 

5. Invarianten der unendlich fernen Kurve. Ist in (1) hi^^^b^i 
= ^4 = *44 = 0, SO wird auch in (2) nach § 75, (15); (16) b[, -6;^ 
= 6^ = ^44 '^ ö- Danach folgt aber mit den reduzierten Werten 
§ 75, (13); (14) durch zweimalige Multiplikation mit der Deter- 
minante S* in (8), ebenso wie in § 91, (8): 



(19) S' 



Durch Anwendung dieses Satzes auf die unendlich ferne Kurve 
zweiter Klasse: 
(20)6,iMH6jjt'H&3sM*+2623Vi«;+2ft3i«(;w + 26i,Mi;-.a(MHv*+w^*)=-0 

ergibt sich dann wie in (15): 



^1 


6„ 


hz. 


K. 


K. 


«>;, 


K 


hn 


hi \ = 


- K 


Ki 


Vn 


K 


hi 


K i 


K 


*« 


K 





h^^-tt 


hi 


6» 


1 


b\, - rii 


&u — «M 


(21) S* 


K 


h„-(i 


K» 


j.' 


Ki - »»;* 


b'n —Pl^ 




hl 


hi 


*JS-f» 


*si «f» 


K. Pf^ 


6„ n/t 



(23) 



Die Entwicklung der Determinante rechts gibt wie bei (15): 

Bi-{ßnl + ß;,fn + ß;,n + 2^,> + 2^,;« + 2/3„r}.u 

+ { b[,{mn - p») + b',,inl - r/) + b'„{lm - r») + 26;, («r - Ip) 

+ '^Kiin^ - ""i) + '^KiiPi - w) } .«* 

- S*/t'. 

Durch Oleichsetzen der Koeffizienten ergibt sich daher unter Benutzung 
von (10) und (11): 

lS*(ß^^+ß», + ßs,)='ßn{l-^') + ß'«il-ß') + fi,,{l-f) 
(22) +2ß„ißy-a) + 2ß,,{ya-ß)+2ß[,iaß-y), 

1 S\b,, + b„ + 6„) = 6;, + b,, + fe„ + 26;,a + 2b',,ß + 2b\,y. 

Unter Weglassung der Akzente in der mit h\^ =— fe^ =. 6^^ = J^^ = 
reduziei'ten Gleichung (2) folgt daher: 
Die Koeffigientenverhindungen: 

ft,(i TL?') + '^"(^ - ^*) + Ml -/!).+ ^fes(^y -«)+2fe»(r«~^)+'^ft.(«P-y) 
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der Gleichung der unendlich fernen Kurve zweiter Klasse: 

(24) 6iiM« + ftjgt;» + b^w^ + 2b^^vw + 2i^iWu + 2biinv = 

liaben in jedem sdiief- oder rechtwinkligem Koordinatensystem Oxyz 
denselben Wert, falls a, ß, y die jedesmalufen Achsenwinkelkosinus (beim 
redit winkligen a = /3 = y = 0, S=l) hedeuten. 

6. GleichuDg einer Botationsfläche in Ebenenkoordinaten. Für 
den Übergang von einem rechtwinkligen System Oxyz zu einem parallelen 
O'xyz mit dem Anfangspunkt 0' ^ x^jy^, Zq wird aus § 75, (7): 

(25) u = Uy V => v\ w =^ w\ s =- — x^u — y^v — z^w' + s. 
Dadurch wird allgemein: 

(26) Au-\-Bv-\r Cw + Ds = (^ - D^oV + {B- By^) v'+ {C- Dzq)w'+ Bs, 
Sind nun: 

^ ' \U^^A^u + B^v+C.w-\-B^s^O 

die Gleichungen zweier Punkte, von denen wenigstens der erste end- 
lich ist (Dj 4= 0), und nimmt man für 0' diesen ersten Punkt: 

(28) x, = A,:D„ y, = B,:D„ s, =^ C, : D,, 
so wird nach (26): 

(29) U^ - B^s, B^ U^ = 2au + 2bv + 2cw' - es, 
wo zur Abkürzung gesetzt ist: 

(30)2tt=i)iA-A^u 2b=B,B.-B^B„ 2c==B,a-B^C,, -e=B^B^. 
Die Fläche zweiter Klasse ^^): 

(31) F(u, V, w, s) = {u^ + v' + w^) -l\V^ = 
wird dadurch transformiert in: 

(32) F{u, V, w, s) = (w * + r'- + w^) - (2rt //' + 2bv + 2cw - es)s = 

oder mit: 

(33) r^==a' + ¥ + c^ - e: 

(34) F{u, V, w, s) = {xi - asy + (v - bsf + (w' - csj - r-s'^ = 0. 

Dies ist aber nach § 82, (45) eine Rotationsfläche mit dem Brenn- 
punkt 0' = iCQ, ^0, Zq oder Ui = 0. In der Tat zeigt schon die Form 
der Gleichung (31), daß jede gemeinsame Tangentialebene m, v, w, s 
der Fläche i^ «= und des Kugelkreises auch durch einen der Punkte 

(27) geht, oder der von einem solchen Punkte an die Fläche gelegte 
Berühruügskegel ein Kugelkegel ist (ij 70, 6). 

Bie Gleichung (31) stellt also eine Rotationsjläche mit den Brom- 
punkten (27), die auch konjugiert komplex sein könneyi, dar. 



IV. Abschnitt. 

Die ebenen Schnitte der Flächen zweiter Ordnnng. 

I. Kapitel. 

Ä.llg6m6ine Theorie der ebenen Schnitte. 
§ 106. Beziehung des ebenen Schnittes zu einer Geraden. 

1. Allgemeine DarsteUung der Sohnittkurve. Die Schnittkurve 
der Fläche zweiter Ordnung mit einer Ebene wird in gemeinen 
Koordinaten x, y, e durch die beiden Gleichungeti: 

(1) g{x,y,e)=^0, (2) ux + vy + wz + $ '^ 

und in homogenen gemeinen Koordinaten x, y, e, t durch die beiden 
Gleichungen: 

(3) f{Xf y, Zy t) == 0, (4) %ix + vy + wz-\-st^O 

dargestellt. Hier haben ^ und /" die Bedeutung § 66, (1) und (3) 
und sind u, v, Wj s die homogenen Koordinaten der schneidenden 
Ebene. 

2. Schnittpunkte der Schnittkurve mit einer Geraden. Liegt 
eine gerade Linie in der schneidenden Ebene^ so sind ihre Schnitt- 
punkte mit der Fläche zugleich auch ihre Schnittpunkte mit der 
Schnittkurve der Fläche und der Ebene. 

Ist nun die Gerade in der Form (§67, (2)): 

(5) x^x^+aö, y==yo+ß(f, z^z^+yö 
gegeben, so liegt sie in der Ebene (2), wenn: 

(6) uXq + vyQ +wZq + s-=0, (7) ua+ vß + wy = 0. 

Ihre Schnittpunkte mit der Kurve (1), (2) sind dann, wie § 67, (4), 
durch die quadratische Gleichung: 

(8) h{a, ß, y)ö'+2{g,'a + g,^ß + gly)6 + (/«= 

bestimmt. 

Ist die Gerade dagegen in der Parameterstellung (§ 67, (6)): 

(9) x^Xi + xx^, y=^yi+^y%y z-=-z^ + kz^, t-^t^+xt^ 

gegeben, so liegt sie in der Ebene (4), wenn: 

(10) ux^+vy^ + wz^ + st^^O, (11) ux^+ vy^i-wz^+ st^^-O, 
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und ihre Schnittpunkte mit der Kurve (3), (4) sind, wie § 67, (7), 
durch die Gleichung: 

(12) /ii + ax/i. + AY^-o 

bestimmt. 

3. Tangente in einem Funkte der Schnittkurve. Wenn der 

Punkt Po°= ^0? yo> ^0 ^^ (P) ^^^^^ ^^^ der Gleichung (6), sondern 
auch der Gleichung (§ 66, (9)): 

(13) g' - g,'x, + g,\ + g,^z, + (/,«= 

entspricht, so liegt er auf der Schnittkurve (1), (2) selbst. Ist dann 
außerdem in (8): 

(14) <7i«»a + 9t' ß + 9i'r = 0, 

80 fallen die beiden Schnittpunkte der Geraden (5) mit der Kurve 
(1), (2) im Punkte Pq zusammen. 

Eine durch den Punkt Xq, y^, ^q der Schnütkurve (1), (2) in der 
Richtung a, /}, y laufende Gerade ist Tangente der Kurve in thm, wenn 
neben (6) und (13) die Bedingungen (7) und (14) erfüllt sind. 

Liegt der Punkt Pi = ^i, t/i, ^i, ^, indem neben (10) auch: 

(15) fn = n^'^^i + Ü''y. + /i^''^. + U'\ 

ist, auf der Kurve (3), (4) selbst und ist neben (11) noch: 

(16) h, = fx^'^x, + U'^y^ + U'^h + n^% = 0, 

so fallen die beiden Schnittpunkte der Geraden (9) mit der Kurve 
(3), (4) im Punkte P^ zusammen. 

Eine den Punkt x^, f/^, z^y t^ der Schnittkurve (3), (4) mit dem 
Punkte x^y y^, z^, t^ verbindende Gerade ist Tangente der Kurve in 
x^y y^y Ziy t^y wcnn neben (10) und (15) die Bedingungen (11) und 
(16) erfüllt sind. 

4. Normale der Schnittkurve. Für die ßichtungskosinus a, /), y 
der Tangente der Kurve (1), (2) im Punkte x^y y^y Zq gelten die 
Gleichungen (7) und (14). Für die Jlichtungskosinus «', ß', y der 
Normale der Kurve in diesem Punkte ist dann: 

aa + ß'ß + yy^Oy 
ua + vß' + wy' = 0, 

oder wenn man mittels (7) und (14) a, /3, y eliminiert: 

(17) 



a 


ß 7 


= 0, 


ua + vß + wy — 0. 


u 


V w 


1 




9^" 


9,' 9," 
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5. Doppelpunkte der Sohnittkurve. Die Bedingung (14) ist für 
alle in der Ebene (2) durch den Punkt Xq, y^j z^ gehenden Rich- 
tungen a, ß, y erfüllt^ wenn sie eine Folge der Bedingung (7) ist, also: 

(18) V:^2':^3'=":^-w; 
oder mit einem Proporti onalifötsfaktor q: 

(19) ^^o+^„_0, g^^'+QV^O, ^3^+()U' = 0. 

Ein solcher Punkt der Schnittkurve (1), (2), der die Eigenschaft 
haty daß alle durch ihn gehenden Geraden der Ebene (2) Tangenten 
der Kurve in üim sind, ist ein Doppelpunkt der Sdinittkurve. 

Die Gleichung (13) wird infolge von (19): 

— q(XqU + y^v + g^tv) + V == 
oder nach (6): ^ . ^ 

Ein Doppelpunkt Xq, y^j Zq der Schnittkurve (1), (2) ist daher durch 
die Gleidmngen: 

1 uxQ + 'vyQ+wzQ+ s^O 

gekennzeichnet, welche die Gleichung (13) schon zur Folge haben. 

Die Bedingung (16) ist für alle der Gleichung (11) entsprechenden 
Punkte x^, y^, z^j t^ erfüllt, wenn (I § 51, (3)): 

(21) /i(^) : /i^ : /;(i) : f^^) ^ u : v : iv : s 
oder: 

Ein Doppelpunkt x^, y^, z^, t^ der Schnittkurve (3), (4) ist durch 
die Gleichungen: 

f^W + pu == 0, /i(i) + Qv = 0, /i(^) +Qu; = 0, /;0) +QS==0, 

ux^ + ^^1 + tvz^ + 5^1 = 
gekennzeichnet, welche die Gleichung (15") zur Folge haben/^) 

6. Tangentialebene als schneidende Ebene. Wenn zwischen 
den Koordinaten x^^ y^, z^y t^ eines Punktes und den Koordinaten u, 
V, w, s einer Ebene die Gleichungen (22) bestehen, so liegt der 
Punkt nach (15) auf der Fläche (3) und kann die Gleichung (4) der 
Ebene in der Form: 

(23) f,Wx + f^Wy + f^Wg + ^^(1)^ = 

geschrieben werden. Sie ist nach § 67, (17) die Tangentialebene der 
Fläche im Punkte ar^, y^, z^, t^. 

Ist umgekehrt x^, y^, z^^, ty ein Punkt der Fläche, so sind für die 
Koordinaten ti, t?, w, s seiner Tangentialebene (23) die Bedingungen 

(22) erföUt. 



(22) { 
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Die Schnitikurve der Fläche zweiter Ordnung mit einer Ebene JuU 
daher immer dann und nur dann einen Doppelpunkt^ wenn die Ebene 
Tangentialebene der Fläche ist Der Doppelpunkt der Sdmittkurve ist 
dann der Berührungspunkt der Tangentialebene}'^^) 

7. Mittelpunkt der Sohnittkurve. Der Punkt Xq, i/q, Zq der ge- 
raden Linie (5) ist der Mittelpunkt der beiden Schnittpunkte der 
Linie mit der Kurve (1), (2), wenn in (8): 

(24) g.^a + V^ + 9^Y = 0. 

Diese Bedingung ist nach (7) insbesondere für alle in der Ebene 
(2) durch x^j y^, Zq gehenden Geraden erfüllt, wenn: 

(25) g^^ : g^^ : g^^ = u : v : w . 

Ein solcher Punkt, der alle durch ihn gehenden Sehnen der 
Schnittkurve halbiert, ist Mittelpunkt der Kurve (§ 11, 4). 

Der Mittelpunkt der Kurve (1), (2) ist somit durch die Gleichungen: 

9i+ 9U=^0y g^^+Qv^O, g^^+Qiv^O, 

- 

UXq + Vt/Q + WZq +s = 

gelcennzeichnet.^) 



(26) 



a) I 



§ 107. Einteilung der ebenen Schnitte nach dem Rang. 

1. Allgemeine Gleichungen der Doppelelemente. Die Schnitt- 
kurve der Fläche zweiter Ordnung § lOG, (3) mit der Ebene u, v, w, s 
hat nach § 106, (22) einen Doppelpunkt x, y, z, t, wenn die fünf Be- 
dingungen: 

ux + vy -{- WZ + s^ = 0, 
oder ausführlich geschrieben'***'): 

a^^x + a^^y + a.^z + a^^t + qv =0, 

a^^x + a^^y + a^^z + a^^t + (),s = 0, 

ux + vy + WZ + st =0 

unter Elimination von q erfüllt sind. Sie werden aber bei Elimina- 
tion von Q in der Form: 

/gN ' 1 = A = A =s f* 

^ ^ UV IV s ' 

(4) UX + vy + WZ + st ^ 



(2) 
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in X, y, js, t linear und homogen. Sie können also dann als Glei- 
chungen von vier Ebenen betrachtet werden, denen der Punkt x, y, Zj t 
augehören muß. Je nachdem diese vier Ebenen keinen oder einen 
Punkt oder eine Achse gemein haben oder alle vier zusammenfallen, 
wird die Schnittkurve Iceinen oder einen Doppelpunkt oder eine Doppd- 
cuHise oder eine Doppelebene haben. Sie wird danach ein eigentlicher 
Kegelschnitt, ein Strahlenpaa/r oder ein Doppelstrahl sein, oder die 
schneidende Ebene u, r, w, s wird alle ihre Punkte mit der Fläche 
gemein haben, also selbst ein Bestandteil der I lache sein (§18, 1; 
§ 19, 9). 

2. Sohnittkorven ohne Doppelpunkt. Die in x, y, z^ t, q line- 
aren homogenen Gleichungen (2) können nur bestehen, wenn „die mit 
den Koordinaten u, v, w, s der Ebene geränderte Determinante A der 
Flächt' ^^^): 



(5) Ä- - 



«11 »12 «18 «14 «* 
«21 «22 «28 «24 ^ 



«31 «32 «38 «84 ^ 
«41 «42 «48 «44 ^ 



U V W S 

verschwindet. Es folgt daher: 

Die Schnittkurve § 106, (3), (4) hat keinen Doppdpunkt, ist ein 
eigentlicher Kegelschnitt, wenn: 

(6) ^"4=0- 

3. Sohnittknrven mit Doppelelementen überhaupt. Die not- 
wendige Bedingung für das Vorhandensein eines oder mehrerer 
Doppelpunkte ist dagegen: 

(7) ^"==0. 

Sie ist nach § 106, 6 zugleich die Bedingung dafür, daß u, v, w, s 
eine Tangentialebene der Fläche ist.^'®) 

Die Entwicklung der Determinante (5) nach der letzen Zeile und 
Kolonne gibt für die Gleichung (7): 

(8) — ^"= A^^u^ -\- A^^v^+ A^w^+ 2A^^vw + 2A^^wu + 2AijWt; 

+ 2A^^us + 2A^^vs -f- 2A^ws + A^s^^ 0. 

Alle Ebenen u, v, w, s, welche die Fläche § 106, (3) in einem nicht 
eigentlichen Kegelschnitt schneiden und daher Ta/ngentialebenen sind, ge- 
nügen der Bedingung (8). 

Sie wurde unter der Voraussetzung ^ + schon in § 78, (7) 
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als Gleichung der eigentlichen Fläche in laufenden Ebenenkoordinaten 
erhalten 

Die Bedingung (8) ist identisch in u, v, w, s erfüllt^ wenn alle 
Al^^ verschwinden, also die Fläche zweiter Ordnung ein Ebenenpaar 
oder eine Doppelebene ist (§81, (27)). 

4. Die Unterdeterminanten vierten Grades von Ä**. Wir be- 
zeichnen mit ^^,(Ä; i= 1, 2, 3, 4, 5) die Unterdeterminanten vierten 
Grades der Determinante fünften Grades Ä"*. Sie zerfallen in drei 
Arten: erstens die Sechszehn Ä^^^(k, 1=^1,2, 3, 4), die durch Bänderung 
der A^j (§ 66, 6) entstehen, z. B.: 



^31 ^28 ^U ^ 
«81 «88 «M ^ 



«21 «28 «24 



(12) 



00 ^?2 = - I " neben A,,^ -- a«, a^ a^ 

I «41 «48 «44 ^^ ' 

A , «41 «48 «44 

U W S ^ 

zweitens die acht (A* = 1, 2, 3, 4); 

(10) A"5 = Ai = - (Ai» + A,,v + A,,w + A,^s) ; 
drittens die eine: 

(11) Al=^A. 

Falls die Determinante A"* verschwindet, ist für /r =» 1, 2, 3, 4, 5: 

«iiA"i + «12 A"2 + «18^% + «i4<4 + ^^n - 0, 

«21 ^U + «22 ^r2 + «28 ^^8 + «24 ^^4 + «^A^ = 0, 

«81 ^M + «82-^*2 + «88 ^rs + «84 ^"4 +W^^*5= 0, 

^ «41 A"l + «42 A2 + «43-^*8 + «44-^*4 + ^ ^6 "^ ^ ' 

Ist jetzt: 

(13) A", = 0, A% = 0, A:, = 0, A"4 = 0, ä=1,2,3,4, 
so folgt aus (12), da m, v, w, s nicht alle verschwinden können: 

(14) A',, = AI = 0, A: = l, 2, 3,4; 

damit aber wieder aus (12) mit ä: = 5: 

(15) ■ a:, = a^o. 

I. Wenn also neben Ä' sdbst die sedisjsehn ünterdeterminanten 
(13) sämtlich verschmnde7iy so verschivinden auch die neun Unterdeter- 
minanteti (14) und (15) (§ 44, 10). 

5. Sohnittkurve mit einem bestimmten Doppelpunkt. Unter 
der Voraussetzung (7) ergibt die Auflösung der Gleichungen (2): 

(16) X'.y.zitiQ^Al.iA'',^: ^,"3 : A^^ : A^^ , 
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t = 1, 2, 3, 4 oder 5, und daher unter Elimination von q (§ 79, (4)): 

(17) x:y :e :t^ A^^ : Ä^^ : A^^ : A^^, 

Ä = 1, 2, 3, 4 oder 5. Die Verhältnisse (17) sind bestimmt, wenn A^^, 
A^^y J."j, A^^ {k = 1, 2, 3, 4, 5) nicht sämtlich verschwinden; dazu 
dürfen aber nach 4, I schon A^^, -4"^, A^^y J."^ {k == 1, 2, 3, 4) nicht 
sämtlich verschwinden. 

Die SchnütJcurve hat daher immer dann und nur dann einen be- 
stimmten Doppelpunkt, mit den Koordinaten (17), wenn'^^): 

(18) ^" - 0, aber ^;, (*, i - 1, 2, 3, 4) nicht alle . 

Sind dabei die Bedingungen (14) und (15) erfüllt, so wird nach 
(16) p = 0, und die Gleichungen (2) stimmen mit den Gleichungen 
§ 67, (32) für den Doppelpunkt der Fläche selbst überein. 

6. Andere Form der Bedingungen eines bestimmten Doppel- 
punktes. Für die Determinante fünften Grades (5) ist unbedingt (ent- 
sprechend wie I Anm. 1, III, (9)): 



(19) 



A^ A^ 

-^22 -^28 
^82 -^ 



^Ä 



«41 «44 ^ 



AU u 

^A ß^, 



w 







wo wir allgemein mit a^, (Ä, J = 1, 2, 3, 4, 5, 6) die mit den Koor- 
dinaten der Ebene ti, v, w, s geränderten Unterdet^rminanten a^^ be- 
zeichnen, z. B.: 



(20) 



a 



18 



«21 ^1 ^ 

«81 «82 ^ 
U V 



neben «jj = 



«21 « 



99 



«81 «82 



(21) 



Mit Hinzufügung der entsprechenden Formeln ist: 

^^i -^88 ~" i^z) ^ ^ ^Uf -^38 ^11 "" (-^l)* ^ ^ ^66 » 

Al -^2 ~ (^12) = -^ «66 ^ 

^n ^44 ~ (^14)* ^ -^^ «11 > ^n ^44 "" (-^m)* ^ ^ «22 ; 



^33 -^44 ~" (Au) ^ ^ «88 • 

Setzt man daher zur Abkürzung (§ 79, (5); (6)): 
(22) A"'^A'^,+ä"„ + A^ + A:„ 

(23) ^ = «11 + «22 + «83 + «44 + «55 + «66 7 

80 folgt ebenso wie in § 79, (9) zunächst: 

Ä" a:, -. (A';,y+ (A-;,y+ {Ai,y+ (^-j»+ ^-«, + <, + <,), 

(24) 



[ A'-Ai - (^::.)*+ (^:,)»+ i^:,)^ {a"j'+ ^-w» + <. + «») 
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und danach die identische Gleidmng^): 

(25) (A'y = (Ät^y + {A^y + {j^,y + {A^y + 2(^-,)» + 2^,)» 

+ 2iA';,y + 2iA';,y + 2«^» + 2(^)» + 2^-^"-. 

Wenn nun -4**=0 und ^'"=0, verschwinden nach (25) alle 
A^^j (k, I = 1, 2, 3, 4). Wenn dagegen aUe Ä*^^ = (ä « 1, 2, 3, 4), 
verschwindet nach (22) Ä'*" und, da für die Determinante fünften 
Grades : 

Ät, I = (A-y 

ist (entsprechend wie I Anm. 1, III, (7)), auch A". 
Datier sind die Bedingungen: 

(26) A*"^ 0, aUe A^^, = (A- = 1, 2, 3, 4) 

gleichbedeutend mit: 

(27) ^"-0, ^"•==0; 

fertwr die Bedingungen (18) eines bestimmten Doppelpunktes gleich- 
bedeutend mit: 

(28) ^"-0, ^'"+0. 

7. Schnittkurve mit bestinimter Doppelachse. Der Doppelpunkt 

(17) wird unbestimmt, wenn die Bedingungen (26) oder (27) erfüllt 
-sind. In diesem Falle gehen also die vier Ebenen (3), (4), falls sie 
nicht alle vier zusammenfallen (vgl. 9), durch eine gemeinsame Achse. 
Diese wird schon durch zwei von den Gleichungen (3), etwa durch: 

(29) f^w — f^v = Ü, ux + vy + ivz + s< = 

in laufenden Koordinaten x, 1/, z, t dargestellt oder, was dasselbe ist, 
durch die zweite, dritte und fünfte Gleichung (2) unter ElimincUion 
von Q. 

Die gleichzeitige Elimination von x und q aus den drei genannten 
Gleichungen gibt aber in: 

I «21 ^22!/ + %8^ + (^2^ V \ 

u vy + WZ + st Ol 
oder: 

(30) a",,y - a;,z + a^t = 

die Projektion der Achse (29) auf die yz-Ehene. Ebenso gibt die 
Elimination von y und q oder z und q: 

(30') a'l,z-a'l,x + a';,t = 0, <,x - <,y + <e^ = 0. 

Wie hier die zweite und dritte, könnte man aber auch irgend zwei 
hindere der vier ersten Gleichungen (2) mit der fünften verbinden* 
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Damit ergibt sich aber (I §48, (11)): 

Die Schnittkurve ist unter den Voraussetzungen (26) oder {21) eine 
Doppelgerade mit den Achsenkoordinaten (§ 81, (2))"^*): 



(31) 



* = 1, 2, 3, 4, 5 oder 6. 



U U , tt u u u 



:34) 



Die Dqppdgerade ist bestimmt, wenn nodh die weitere Voraus- 
setzung hinzugefügt unrd, daß: 

(32) «,", (Ä-, « « 1, 2, 3, 4, 5, 6) nicht aUe . 

Da aus (26) nach 4, I die Gleichung (15) folgt, so ergibt sich: 
Eine eigentliche Fläche zweiter Ordnung (Ä + 0) kann von einer 

Ebene niemals in einer Doppelgeraden gesdmitten werden, sondern nur 

in einem eigentlichen Kegdsdmitt oder einem getrennten Linienpaar. 
Beim Kegd {A = 0, -4' + 0) muß jede in einer Doßpellinie 

schneidende Ebene nach (14) und (10) durch die Spitze gehen 

(§ 79, (4)). 

8. Andere Form der Bedingungen einer Doppellinie. Durch 
Multiplikation der Entwicklungen: 

— Äl^ = a^v^ + a^^w^ + «ijS* — 2a^r,ws + 2a^^vs — 2a^^vw^ 

— A^ — «44^*+ «w«** + «22«*— äa^ßWÄ + 2a^^ws — 2a^wUy 

— ^33 = «55^*+ «44^*+ «SS«*— 2a3^t?5 + 2a^^us — 2a^uv , 

— Al^^ aiit*^+ «82^*+ «8s*^**+ 2^si^'^ + 2a^iWU + 2ai^uv 

mit ti*, t?*, w*, s* und Addition folgt: 

— (Aiy+ A:^y+A'^,w^+ A^s^) = 2a,,MV+ 2a,,t;^5« 

+ 2a33w;V+ 2a^v^w^ + 2a^u''u^+2a^u^v^ 

— 2aj5W^M^s + 2flfißtt*t;s — 2a5ßU*i;MJ ~ 2ajßt?^tti- + 2a^^v^ws — 2a6^t?*M7M 

— 2a^w^vs + 2a^w^us — 2u^^w^uv + 2a23V«^«^+ 2c3C3if<?M5*4-2aj2Wi;5*. 

Andererseits ist: 



(33) 



(35) 



— a 



11 



— a 



33 



(36) 



«22^^*+ «38«^*— 2rt28t;w;, — a;^ = 

— «M = «88«**+ »11^^*- 2a^^WU, — «55 « 

«11^*+ «22«*^- 2a,jjttt;, - a^g = 

«14 "^ 0^81^'« — «12^« + fl»4W?'* — 

' a^^us — a^^vs + cfi^t'/r — 



l « 



25 
36 



ttiiS^+a^^u*- 


2a^^uSj 


a2,Ä* + a44i;^- 


-2a^^vsy 


«38«* + «44««^*- 


2a^^n'S, 


-aj^wr, 




a^^viv, 




a^^ivu, 





Stande, Fl&ohen «weiter Ordnong. IL 
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Daher sind die Bedingungen: 

(44) ^«=0, J['"=0, oHe a;,= (t, i = 1, 2, 3, 4, 5, 6) 

gleichbedeutend mit: 

(45) ^-=0, ^'"=.0, ^"-=0; 

/erner rfie Bedingungen (21) und (32) <?iwer Doppdlinie gleichbedeutend 
mit: 

(46) ^"=0, ^'"=0, ^"VO. 

9. Die schneidende Ebene gehört der Fläche an. Die Doppel- 
linie (31 j wird unbestimmt, wenn die Bedingungen (44) oder (45) 
erfüllt sind. Dann fallen die beiden Ebenen (29) zusammen. Die 
aus der Matrix ihrer Koeffizienten: 

(47) wtf» — rojj wa^ — va^i w;a,3 — vo^, wa^^— va^^ 
u V w s 

gebildeten Determinanten sind in der Tat die ünterdeterminanten 

"u> ^i%j ^i*s; "i4> ^1*57 ^\%f ^^® ^^^ (^) verschwinden. Ebenso fallen 
alle Ebenen (3), (4) in eine zusammen. Jeder Punkt der schneidenden 
Ebene ist daher Doppelpunkt der Schnittkurve. 

Unter den Bedingungen (44) oder (45) gekört die schrieidende 
Ebene in ihrer ganzen Ausdehnung der Fläche an. 

Die Fläche muß daher selbst ein Ebenenpaar oder eine Doppd- 
d^ene sein. Aus diesem Grunde sind nach § 81, (1) die Unterdeter- 
minanten ^4, (i= 1, 2, 3, 4) alle 0. 

Die schneidende Ebene muß im Falle des Ebenenpaares durch 
dessen Achse gehen, so daß nach § 81,(2) (I § 48, (12')) die Gleichungen 
bestehen: 



(48) («»"-«»«' 



45W- «44 ^ + «A3« = 0, «M u + a^^v + a^jS = 0; 



im Falle der Doppelebene sind schon alle «^1= (§ 81, (20)). 

Die linken Seiten von (48) sind aber die 48 ünterdeterminanten 
dritten Grades, welche A** neben den 36 a^**, (k, i = 1, 2, 3, 4, 5, 6) 
und den 16 A^^ noch besitzt, z. B.: 

öj» «M «U I = ^2 ^SS *^ i = «16^ — «16«'' + «11«- 

(49; a„ o,, a^ lo,, a^^ w 
V w s ■ \ \a^ 043 « 
IL Wenn also neben J.** und A"* die 36 Unterdeterminanten 
^ki 0^9^ ^ 1> 2, 3, 4, 5, 6) sämtlich verschwinden^ so verschtvinden au<:h 
die 16 Aj^^ (i, i = 1, 2, 3, 4) und die 48 übrigen Unterdeterminanten 
dritten Grades von A^ in (5) (vgl. 4, 1). 
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Die Gleichung der Fläche (1) lautet in dem neuen System: 

(10) gix, y, z) = a;,r + a„i2»+ a:,^%^+2a:,,rii+ «^SS +2a;,|i? 

+ 2a;,| + 2<i? + 2a;,e + a;,= 0, 

wo die Koeffizienten die Werte § 66, (19) — (21) haben^ und die Glei- 
chung der Ebene (2) wird nach (3), (6), (9): 

(11) S = 0. 

In hezug auf das e&ene System A|ij ist daher die Gleitkung der 
SdmUtkurve (1), (2)"»): 

(12) a;j»+ 2a;,|ij + a;,,« + 2a; J + 2a,,fi + a;, = 0. 

3. Hauptachsenriehtangen und HauptaohsenkoefQsienten. Der 

Punkt Sii und die Achsen i, ri waren vorerst in der Ebene (2) beliebig 
gewählt. 

Die Koeffizienten a\^ , a\^y a^^, a^j, a^j in (10) hängen nach § 66, (19) 
nur von der Richtung der Achsen S; ^, aber nicht von Ä ab. Wir 
nennen nun die Richtungen der Achsen § und ri zwei Hauptttchsen- 
ricktungen der Kurve (12), wenn sie senkrecht sind und^): 

(13) «12== Ai(aiAyi)«» + h{^ißiYi)ß- + K{^ßiYi)ri 

= \{^ßtn)^i + h(^ß2r2)ßi + hifHß%y%)Yi = O- 

Die entsprechenden Koeffizienten: 

(14) a'ii = h{a^ß^y^), a^ = h{a^ß^y^) 

heißen alsdann Hauptachsenkoeffizienten. 

Die Werte der Koeffizienten a[^, a^j sind: 

(15) Pi3= *l(«l/'iy0«8+ *2<'«l/5iyi)A+ Ä8(«l/5i?'i)y8, 

^»is- *l(««Äy2)«8+ *2(«2ft7'2)ft+ ^(«»ft^'s)/»; 

und außerdem bestehen die Formeln: 

(16) a,'+ßi' + 7,'-h «2*+ AH ^2^=1, 

(17) «3«! + ßißi + nri = 0, «^«2 + ß^ß, + a^y^ = 0, 

(18) ^i<h+ßtß,+ 7x72-0. 

^ Die zehn Gleidtungen (13) — (18) enÜMlten somit die vollständige 
Erklärung der zelm Unbekannten «i, ß^, y^; a^, ß^, y^; a\^, a\^'^ a\^y a^^ 
des Hauptachsenproblems. 

Die beiden Gruppen «i, /Sj, y^, a[^, a[^ und «„ /3j, y^, a^o, ^j 
von je fünf Unbekannten sind vertatischbar (§ 88, 4). 
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Die Gleichungen (16) bis (18), neben denen noch (ö*)* besteht, 
haben (§ 88, (7); (8)) zur Folge, daß: 

(19) «,«+«,^+«3^ = 1, ß^' + ß,' + ß^ = h yi'+n"+y,*=i; 

(20) ß,r^+^y,+ ß,yz=0, y^a,+y,a^+y,a,=^0, «i A+cf,/S,+ «,/»,= 0. 

4. Notwendige Bedingungen für einzelne Qruppen. Aus den 

drei Gleichungen ans (14), (13), (15): 

Ki^ißiyi)^ + hi^ißiyi)ßi+ h{^ißiYi)Yi - <»u, 

(21) K{^,ß,y^)(h+ K(o^,ß,y,)ß, + K{^,ß,y,)y^^O, 

M^ißiYi)^ + \{^ißiri)ßfi + h{fhßxyi)yi »- «li 

folgt durch Multiplikation mit a^, «j, a^ oder ß^y /S^, ß^ oder y^ y,, y^ 
und Addition mit Rücksicht auf (19); (20): 

Die beiden Gruppeti von fünf Unbekannten genügen daher jeweils 
den fünf Gleichungen: 



(23) 



^'«(«lAn) - «'11/51 + «isA» 

*s(ai^iyi) = Onyi + «'isJ'8' 

«»«i+z^sA + ysyi-o, 
«1* + /Ji* + n' = 1 ; 



(23') 



^'« («8 A y»). = Oif /*» + «M ß, , 

*s(asftys) = ««y» + o;,y„ 



5. Hinreichende Gleichungen für die zehn Unbekannten. Um* 

gekehrt folgt aus den drei ersten Gleichimgen (23) durch Multipli- 
kation mit «1, ßi, y^ und Addition mit Rücksicht auf die vierte und 
fünfte (23) wieder die erste (21) oder (14), und ebenso aus (23*) 
wieder die zweite (14). Multipliziert man ferner die drei ersten 
Gleichungen (23) mit a^j /3,, y^ und (23^) mit «j, /5^, y^ und addiert, 
so folgt mit Rücksicht auf den Wert (13) von a[^ und die vierte (23') 
und (23): 

«'u == öii(«i«2 + ßißi+ Yi y%), 

«12 =" «'22 (^«1^2 + ßißi+ yiYi), 

und daraus für a[^ ^ d^^\ 

(24) a;,-0, (25) «i^s + /Ji^,+ y,y,= 0, 

übereinstimmend mit (13) und (18). Für aj^ = a\^ folgt dagegen (24) 
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erst anter Hinzufiigung von (25). Auch die Gleichungen (15) gehen 
mit Rücksicht auf (5') aus (23), (23') wieder hervor. 

Die zehn Gleidiungen (23) und (23^) sind für die Unbekannten 

^11 ; **i7 ßiy Tu ^13 ^^^ ^22' ^; Ai ^8? ^23 ^^ ^^ hinreichend, wenn 
^11 T" ^22 > ^^^^^ ^^ *w Verbindung mit (25), u;en» «jj = a« (§ 88, 6). 

6. Die quadratische Gleiohnng der Hauptachsenkoeffizienteii. 

Die vier ersten Gleichungen (23) lauten mit Rücksicht auf (5) aus- 
führlich : 



(26) 



e 

V 



«21 «1 + («22 - ^n)ßi + <hiri - e ^13 = ^y 

«81«! + ^9%ßi + («33 — ^n)yi - 7 «13 = ^y 

ua^+ vß^ + W'Ti = 0, 

und ebenso die Gleichungen (23') mit a^^, «j, /^j, ^^j, a^j, für a\^, a^, 

/'i^ yi, a[y Da «i, /!J,, y^, -^ nach (16) nicht alle verschwinden 
können, muß die Determinante der in ihnen linearen und homogenen 
Gleichungen (26) verschwinden. Es folgt daher (§ 88, 7) : 

Jeder der beiden Hauptdchsenkoeffkienteti a'^j, a^^ muß der in l 
quadratischen Gleichung^^^): 



(27) 



HU) =i 



«11-^ 


«12 


«13 


U 


«21 


Ojg— A 


«28 


V 


«81 


«32 


«33—^ 


W 


21 


V 


W 






= 



genügen, Sie heißt die quadratische Gleichung des Hauptachsenproblems 
der Schnittkurve der Fläche (1) 7nit der Ebene (2). 



§ 109. Die Wurzeln der quadratischen Gleichung. 

!• Die Determinante und ihre XJnterdeterminanten. Die Unter - 
determinanten dritten Grades der Determinante: 



(1) 



H(A) = 



«11 ^ 


«12 




«13 




u 


«21 


a^ 


A 


«23 




V 


«31 


«32 




«33- 


X 


w 



U V w 

sollen in folgender Weise bezeichnet werden: 







588 



§ 109, 1—2. 



(2) 



HnW 



(h% «38—-^ w^.7 H„(A)= a^s aji 



— X 



V 



tv 



oi 



a^j — X 



w 



u 



tv 
u 




a 



u 



12 






u 



Vi; 







«11—^ 



a 



12 



H28W=— ^ 



81 



a 



82 



u 



V 



u 
w 





H8ia) = ~ 



at,-l 


«« 


» 


«11 


«IS 


u 


t; 


tr 






Äo« — A a 



Hu« = - 



(3) 



H12W 



«12 — -^ «28 



"88 



81 



a 



28 



a 



21 



w 



ti 



W ! 





a 



a. 



82 



t; 



^88 — 



21 
^ «81' 7 H24W 

a^^ — l ai2 



Ojj — A a. 



•— a 



18 



31 



a.. — 



'11 



«8« 

X a 



ij 9 



w 



a 



u 



V 



H,,(-l) = - 



a 



21 



ttoo — X 



"22 



U 



V 



18 
«28 



«11 — -^ «12 



a 



13 



(4) H^W = ^(A) = I a 



21 



^22 ^ «23 



(§ 88, (17)). 



a 



81 



er 



32 



«33— ^ 



2. Entwicklung der Determinante. Die Differentialquotienten 
von H(A) nach A sind: 

(5) H'(A) = - H,^(A) - H,,(A) - H,3(X), 

(6 ) H"(A) 2(jr + v' + «•*) 2e' (§108, (4)). 

Nach der Maclaurinschen Keihe ist dann: 

(7) H (A) =. H (0) + H'(0) X+l H"(0) A». 
Nach § 107,(9); (20) ist nun: 



a 



11 



(8) 



H (0) = 



a 



21 



«12 
«22 



a 



13 



a, 



a 



81 



a 



82 



u 



V 



28 
«38 



U 

V 

w 




4 ^ 
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= <„ H„(0) = <„H„(0) = a 



89 



(9) H,,(0)=|a„ a,3 ic; 

' t? ti; 

Setzen wir daher zur Abkürzung (§ 89, (5)): 

(10) ^'ü= <+<+<. 

so wird die quadratische Gleichung § 108, (27) des Haupiaehsenproblems 
der SchniÜkurve: 

(11) H(X) = - eH^-'AZ^ + ^11 = 0. 

3. Die Diskriminante der qua- ^^ 
dratisohen Gleiohimg. Nach (11) ist 
der Differentialquotient von H(>1) auch: 

(12) H'(;i)--2eU-^;;. 

Die Wurzel der Gleichung H'(A) = 

ist daher (Fig. 182): Fig. ist. 




(13) 



A = Ao = - 



-^44 



2e 



j; 



C* = M* +V^ + w\ 



worauf identisch: 

(14) H'(Ao) = 0. 
Mit (13) wird nun nach (11): 

(15) 4e-'H(X,)^iA':)*+4e'Al. 

Die Diskriminante der Gleichung (11), welche zunächst den Wert: 

(16) ©=(^;:)^+4e»^- 
hat, ist in der Form darstellbar: 

(17) & = 4e*H(Ao). 

4. Identische Gleichung zwischen H(A) und H'(A). Für die 
Determinante vierten Grades (1) ist (I Anm. 1, III, (9)): 

H„(X) H,,{1) ^^[u Ol 

oder entwickelt und die beiden entsprechenden Gleichungen hinzu- 
gefügt: 

(H„(A)H„(A) - Hi,{X) = - ««H(A), 

(18) H„(A) H„(>1) - H,\(A) = - v'Hil) , 

Hu(^)H«(Ä) - H»,(A) = - «;*H(-l). 

Multipliziert man jetzt die Gleichung (5) mit — Hii(A) und benutzt 
die beiden letzten Gleichungen (18), so folgt: 
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(- H„«H'(A) = H»(i) + H«,a) + H«,a) - („«+ ,,.»)H(A), 

(19) - H^(A)H'(A) - H*a) + H«,C>1) + KW- K+ «•)H(X), 

l- H„(A) H'a) = H,\a) + H3*(X) + H,VA) - («»+ v')H(X)- 

Durch Addition dieser drei Formeln folgt nach (5) und (13) (§ 44, (40)): 
Zimsclien H{X), H'(X) und den seclis ünterdeterminanten (2) be- 
steht identisch in X die Gleidiumj: 

H'\k) = HA(A) + KiX) + H|,a) + 2H|,(A) 

+ 2H|,(i) + 2Hf,(X)-2e«H(i). 



(20) 



5. Bealität der Wurzeln der qaadratisohen Gleiohnng. Setzt 
man in (20) insbesondere A = Aq, so wird nach (14): 

= KiK) + KiK) + Ki^o) + 2H«,(A„) 

+ 2H|,(Xo) + 2Hf,(Ao)-2e»H(^), 

und folgt nach (17): 

Die Diskriminanfe S der quadratischen Gleichung (11) ist als 
Summe von Quadrateyi in der Form darstellbar: 

l & = H* (Ao) + »U'-o) + KM + ^K(h) 



(21) 

I +2H|,(Ao) + 2H,VU 

WO Xq den Werf (1;\) hat und in (1*^J Ä'^^ aus (10) und (9) zu ent- 
nehmen ist. 

Da somit die Diskriminante & nicht negativ sein kann, so folgt: 
Die Wurzeln der quadratischen Gleichung des Hauptachsenproblenis 
der ebetien Schnitte sind stets reell}^^) 

6. Bedingungen einer Doppelwurzel. Da die Diskriminante & 
nur verschwinden kann, wenn die sechs Quadrate in (21) einzeln 
verschwinden, so folgt: 

I. Die beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung (11) sind 
immer dann und nur dann eitmyider gleich, wenn zwischen den Koeffi- 
zienten Oj^^ uml Uy t\ w die sechs Bedingungen erfüllt sind: 

JH„(X„) = 0, H„(A,) = 0, H„Uo) = 0, 

.H„(Ao) = o, K{K)-o, H,,a,) = o, 

in denen k^ den Wert (13) hat. 

Wenn die Gleichung (11) eine Doppelwurzel hat, so muß diese, 
da sie als solche auch der Gleichung (12) genügt, selbst den Wert 
(13) haben. Aber schon daraus, daß für eine Doppelwurzel k\ 

(23) H(;i) = und H'(A) = 0, 



(22) 



(24) 
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folgt nach (20), daß für sie auch: 

jHi,(A) = 0, H„(X) = 0, H^(A) = 0, 
lH„(2) = 0, H„a) = 0, H,,(A) = 0. 

II. Für eine Doppdwurzd X der Gleichung (11) versctitoinden da- 
her stets die sechs ünterdeterminanten (2). 

Setzt man umgekehrt von einer Größe A voraus, daß sie den 
sechs Gleichungen (24) genügt, so folgen für sie nach (18), wo m*, 
v^, tv^ nicht alle drei verschwinden können, und aus (5) die Glei- 
chungen (23), welche X als Doppelwurzel kennzeichnen. 

in. Wenn für eine Größe k die sedis Unterdeterminante^i (2) 
verschwinden, so ist sie eine Doppdtvureel der Gleichung (11). 

Statt daher die Gleichungen (22) mit dem hestimnden Werte (13) 
als Bedingungen der Doppelwurzel zu nehmen, kann man auch die 
Gleichungen (24) mit uYibestimmtem Werte von l benutzen und sagen: 

IV. lyie Gleichung (11) hat immer dann und nur dann eine 
Doppdwurzelj wenn die sechs Gleichungen (24) durch ein und denr 
selben Wert X befriedigt werden Icönnenj der dann zugleich die Dappet- 
Wurzel ist. 

Kommt es auf dessen Kenqtnis nicht an, so geben die Glei- 
chungen (24) unter Elimination von k die Bedingungen einer Doppel- 
wurzel. Sie sind zwar nicht unabhängig voneinander, sollen aber 
der Symmetrie wegen als „überzählige Bedingungen^^ alle beibehalten 
werden. 

7. Verschwindende Wnnseln. Für die beiden Wurzeln l^, k^ 
der Gleichung (11) ist: 

(25) k, + k,^-^}, ^i^2==-t"'' e' = u'+i-+wl 
Daher sind für: 

[ ^"^ + : beide Wurzeln von Null verschieden; 

(26) \äI^ = 0,A\1 + 0: eine Wurzel k^ = 0, die andere Xj = - ^{^ ; 
\a''^^0,ä^ = 0: beide Wurzeln ;i^ = /, = 0. 

8. Positive und negative Wurzeln. Aus (25) folgt für die Vor- 
zeichen der Wurzeln (§ 21, (25)): 



(27) i^:4<0, ^'n>0 



+ + 



it «j_. 
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§ 110. Bestimmniig der Hauptaclisenkoef&zieiiteii nnd 

HanptaclisenriclLtiiiigen. 

1. Die SU einer Wurzel gehörige Hauptachsenrichtuiig. Jeder 

Hauptachsenkoeffizient a^^^ {k == 1, 2) ist nach § 108, (27) eine Wurzel 
Xj^ der Gleichung H(>1) « 0. Die zu ihm und damit au der Wursd 
Xj^ gehörige Hauptachsenrichtung muß nach § 108, (26) den Gleichungen: 

(»11 - ^*)«* + f^iißk + «isn - r «w = 0, 



(1) 



f? 



«21«* + («22 - ^l)ßk + Ö28y* - - «M = 0, 



W 



«81«* + «32/5* + (a^s - Aa)^— -.- «M = 0, 



die eben w c^ew H {k^ = miteinander verträglich sind, genügen. 

2. Die zu einer einfachen Wurzel gehörige Hauptachsenrioh- 
tung. Ist nun Xj^ eine einfache Wurzel, für die nach § 109, 6, HI 
niemals alle Unterdeterminanten § 109, (2) verschwinden, so geben 
die Gleichungen (1) für die Verhältnisse der Unbekannten ein einziges 
bestimmtes Wertsystem: 



(2) 



^k'ßk'7k'- 



HZ 



= Hi,(i,):Hi,(A):H„(V):H,,(i,), 
= H,i(A,):H„(Aj:H,3(A,):H„(U 
= »3iiK) ■■ ».2iK) ■■ H^a,) : H,,(A,), 

Damit ist aber die Richtung Uj^y ßj^, y^^ bis auf die Pfeilspitze bestimmt. 

Zu einer einfa<:hen Wurzel Xj^ gehört stets eine und nur eine den 
Gleidiungen (Ij entsprechende Hinqüachsenrichtung. 

Wie in § 90, (4), (5) folgt aus (2) auch^^i^^. 

Q^k = Hj^aj, Qß^' = H2j(Xt), Qy^- = H33(AJ, 

QYk^k- H3,(Aj), QCij^ßk= Hi2(A^), 



(3) 

(4) 
(5) 

(6) 



.9ßkYk= H,3(At), 



- ?"*:*' = H,,(A,), 



-p 



a,.« 



— — = nn\*-k), — p - - 






3. Fall von zwei einfachen Wurzeln. Sind nun die beiden 
Wurzeln Xj^ verschieden, so gehört zu jeder von ihnen eine bestimmte 
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Hauptachsenrichtung Uj^, ß^y y^, die in Verbindung mit dem Koeffi- 
zienten a'k» den Gleichungen (1) genügt. Die beiden Gruppen a'kk^^k, 
^kj ßkf Yv ^*8 (^ ^ 1> 2) von fünf Größen genügen also den Glei- 
chungen § 108, (23) und (23'), die für X^ + A, nach § 108, 5 für ein 
System von Hauptachsenrichtungen hinreichend sind. 

Hat die Gleichung H(X) = gwei verschiedene Wurzeln l^ und X^, 
so gibt es stets ein und nur ein System von zwei zueinander senkrechten 
Hauptachsenrichtungen a^, ß^, y^ und (^^ ß%, y% mit zugehörigen Haupt- 
achsenkoeffizienten a]i = >ti, a^^ = A,. 

Wie die beiden Wurzeln X^, Xj, so sind auch die beiden Gruppen 
^ii; ^19 ßi) Yiy ^13 ^D^ ö^jj, Oj, ß^, y^y a^j vertanschbar und können etwa 
nach der algebraischen GröBenfolge von X^<C.X^ auf die Achsen | und 
nq verteilt werden. 

4. Fall einer Doppelwursel. Durch Elimination von at^ folgt 
aus der zweiten und dritten Gleichung (1): 



(7) 



a 



91 



V 



»81 ^ 



«*+ «S2-^* ^ ßk+ <^ 



»8J ^ 



28 vly^^O. 

«83 - ^* m; ; 



Ist nun Xj^ Doppel Wurzel, so ist nach § 109, 6, II auch: 

oder mit Rücksicht auf §»109, (2) nach der letzten Zeile entwickelt 



va^^ Vi 

;ö88-^* ^ 
oder: 



u; a^g — >lj t; = 0, w a^^ v —u,a 



a 



82 



w 



«81 ^ 



28 



t;; = 



«88 — ^* ^ 



(8) 



«21 «^ 
«81 «<^ 



:|a»2-^* t; 

i«32 ' ^ 



: a, 



28 



V 



«88—'^* «^ 



= w:t;:«7. 



Danach kommt die Gleichung (7) mit der vierten Gleichung (1) überein. 

Im FaUe einer Doppelwurzel A^ geben je zwei der drei ersten 
Gleichungen (1) bei Elimination von a'ki die vierte. 'Die Gleichungen 
(1) legen also den Richtungen a^, /Jj, y^ und o^, ß^, y^ keine andere 
Bedingung auf, als daß sie auf der Normale der Ebene u, v, w, s 
senkrecht stehen. Jede beliebige in der Ebene liegende Achse erfüllt 
diese Bedingung, so daß | und rj (§ 108, (7)) irgend zwei solche 
Achsen sein können, die zueinander senkrecht sind (§ 108, (25)). 

Hat die Gleichung H(>L) = zwei gleiche Wurzein >li=- >lj, so be- 
stimmt jedes in der schneidenden Ebene liegende rechtwinUige Achsen- 
System ftji^ zwei Hauptachsenrichtungen, und die zugehörigen Haupt- 
achsenkoeffizienten sind immer X^ =» X^, 



(9) 
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5. Gesamtergebnis der Hauptaohsentransformatdon. Aus den 

Entwicklungen von § 108 — 110 geht nun hervor: 

Sind in einem rechtmnkligen System Oxye im Baume eine Fläche 
js weiter Ordnung: 

g(x,y,z) =. ai^x^+ 0^22^'+ «8s^*+ ^o^y^er + 2c^iex + 2a^^xy 

< 

+ 2a^^x + 2a^^y + 2a^z -\-a^^0 
und eine Ebene: 

(10) • ux + vy + WZ + s^O 

gegeben y so nimmt die Schnittkurve beider in einem rechtwinkligen 
System Sl^rj in der Ebene (10), dessen Achsen bei bduingem Anfangs- 
punkt Sl die stets vorhandenen Hawptachsenrichtungen der Kurve haben, 
die folgenden Fortnen an: 

1. für ^^4=0: 

(11) AJ« + l,ri^ + 2a;j + 2a,^ri + a^, = 0, 

wo X^ und A3 die nicht verschwindenden Wurzeln der Gleichung 
H(A) - sind (A^ A^ = - ^44 : e*); 

a) Die Hauptachsenrichtungen ^ und r^ sind für A^ + A^ eindeutig 
bestimmt und zwar ist: 

|«i:^i:yi=H,i(A,):H„(lO:H,3a,), 

< 

b) Sie sind für A^ = Aj zwei beliebige rechtwinklige Richtungen 
in der Ebene (10). 

2. /t^< = 0, ^;: + 0: 

(13) X,ri' + 2a; J + 2a,,ri + a\, = 0, 

wo A, = — A'^[ : e\ 

Die Hauptachsenrichtungen | und r^ >sind eindeutig bestimmt und 

zwar ist: 

I «1 : /^i : T'i = an : aii : atz (§ 109, (9)), 

3. für Al^ = 0, ^^4 = : 

(15) 2a;45 + 2a;,7; + a,, - 0. 

Die Hauptachsenrichtungen S und rj sind zwei beliebige recht- 
winklige Richtungen in (10). 

6. Hauptaohsenrichtungen und Hauptachsenkoeffisienten par- 
alleler Schnitte. Da zur Bestimmung der Koeffizienten A^ und A^ und 
der Richtungen ^ und rj nur die Determinante H(A) in § 109, (1) 
und ihre Unterdeterminanten gebraucht werden und diese von s in 
§ 108, (2) unabhängig sind, so folgt: 



(12) 
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ParaUde Sdmüte einer Fläche zweiter Ordnung hohen dieselben 
Hauptdchsenrichtungen und Hauptadisenhorffizi^nten.^^) 

7. Schnitte parallel einer Tangentialebene. Für die Tangen- 
tialebene der Fläche g(afy y, xr) = im Punkte x, y, e sind die Stel- 
lungskoeffizienten Uy v, w nach § 67, (18): 

(16) «=^1, v-9%, w-Ozy 
während zugleich (§ 67, (12)): 

(17) g^x + g^y + giß + g^^g^O, 

Dabei sollen g^, g^y g^ nicht alle verschwinden. 
Indem man nun in der Unterdeterminante: 

(18) ^44= «11 «18 «18 ^i! 

«81 «28 «28 9i\ 
«81 «82 «38 9s 

\9i 9% 9i ^ \ 

die bezüglich mit x^ y, z multiplizierten Elemente der drei ersten 
Kolonnen von denen der vierten abzieht und hernach ebenso mit den 
ZeUen verfährt (I Anm. 1, IV, 4), ergibt sich (§ 66, (8)): 



I 



»u 


«12 


«18 «14 ;«ii 


«18 


«18 


«u; 


A' ^ '^ 
"»1 

1 


«88 
«88 


«88 «84 _ «81 
«88 «84 «81 


«88 
«88 


«88 
«88 


«84 
«84 


9i 


^8 


9i 94. , «41 


«48 


«48 


«44 



(19) 

Isi die schneidende Ebene u, v, w, s einer Tangentialebene der 
Fläche paraUel, so ist das Produkt der HauptachsenJcoeffizienten des 
d>enen Schnittes (§ 109, (25)): 

(20) A,A, = -^, G'^g,'+g,'+g,K 

Die Hauptachsenkoef&zienten A^, X^ selbst sind die Wurzeln der 
Gleichung: 

«11 -- ^ «18 «18 9i , 

«81 «M ^ «*S 99 

(21) H(A)= '' *' ^' , ^' =0. 

«81 «32 «88 - -^ ^8 



9i 9t 99 

8. Die Hauptkrümmungsradien in einem Funkte der Fläche. 
Die Hauptkrümmungsradien q^ und pg der Fläche zweiter Ordnung 
y = im Punkte x, y, z sind durch die Gleichung bestimmt:^®^) 
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«11 + 



G 



a 



19 



a 



13 



(22) H(-f) = 



G 



ÖM+7 «8« 



a 



81 



a 



82 



««3 + 7 



9i 



9i 

9% 

9i 




0. 



9i 9z 

Die beiden Hauptkrümmungsradien q^ und q^ der Flädie 
g{x, y, a) = im Punkte x, y, z stehen mit den Ha/uptctchsenkoeffi- 
zienteti k^ und k^ der der Tangentialebene dieses Punktes parallelen 
Schnitte in der Beziehung: 

(23) (>i=-|, P«=-^; G = Vg,* + 9,' + g*. 

Das Produlä der reziproken Hauptkrümmungsradien (Gau^sches Krüm- 
miingsmaß) ist datier: 

(24) 



1 

QiQt 



G' 



Die Krümmungsmittelpunkte der Fläche werden erhalten, indem 
die relativen Längen q^ und q^ in (23) auf der Normale mit den 
Richtungskosinus (§ 67, (19)): 

(25) %, %, ^:; G = V^,} +^M^» 



abgetragen werden, und zwar je nach ihrem Vorzeichen nach der 
positiven oder negativen Seite. 

ni. Kapitel. 

Zurüokföhrung auf kanonische Gleichungsfomxen. 

§ 111. Einteilung der Schnittkurven nach dem Mittelpunkt 

1. BeBtimmiingsgleichungen des Mittelpunktes. Die Gleichungen 
§ 106, (26) für den Mittelpunkt der Schnittkurve der Fläche zweiter 
Ordnung mit einer Ebene lauten in homogener Schreibweise (mit 
X : ty y : t, z :t, q : t für x, ?/, z, q): 

ux + i-y + ^('^ i- st '^ 
oder ausführlich geschrieben: 

(a^^x + a^^y + a^^z + a^^t + pw =- 0, 

«81^ + ^s%y + 0^8^ + <hJ + Q^^ 0, 
ux + vy + WZ + st = 0. 



(1) 



(2) 
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Jedep' Punkt, der diesen Gleichungen unter Elimination von q genügt, 
soll Mittelpunkt der Schnittkurve heißen (§ 23, (2); § 94, (2)). 

Aus den vier Gleichnngen (1) gehen durch Elimination von q die 
drei Gleichungen hervor: 



(3) 



ux + vy + tve + s^ = 0. 

Diese aber können als Gleichungen von drei Ebenen betrachtet werden, 
denen ein Mittelpunkt angehören muß. Je nachdem diese drei Ebenen 
einen Punkt oder eine Achse gemein haben oder alle zusammenfallen, 
wird es einen Mittelpunkt oder eine Mittelpunktsachse oder keine be- 
stimmten Mütdpunkte geben.**) 

2. Ein bestimmter Mittelpunkt. Durch Auflösung der Glei- 
chungen (2) folgt zunächst: 

(4) xiy : z it: Q ^ A^^ : A^^ : A^ : A^^ : A^^, 

wo Al^ wie in § 107, (9); (10) die ünterdeterminanten der Elemente 
vierter Zeile oder Kolonne in der Determinante A^ in § 107, (5) bedeuten: 



(5) ^l-- 



«21 


«»2 


«28 


V 


. 


«11 


«12 


«18 


U 


«81 
«41 


«8S 
«42 


«83 
«43 


w 
s 


>l" — 


«21 

«81 


«M 
«82 


«28 
«88 


V 

w 


u 


V 


W 







U 


V 


W 






(6) A'^^ == - (Ai^u + A^^v + A^^w -f A^s). 

Sind daher: 

(7) A'l^, A^, AI, AI nicht alle 0, 

so liat die Schnittkurve einen einzigen bestimmten Mittelpunkt mit den 
Koordinaten: 

^0 ' tfo ' ^0 ' *0 ^^ -^14 • -^24 • -^34 " -^44* 



Die Bedisgang: 



^r. = o 



(8) 

(9) 

bedeutet nach (6), falls die Fläche /" = einen bestimmten Mittel- 
punkt § 94, (4) hat, daß die Ebene u, v, w, s durch ihn hindurch- 
geht; dagegen ist sie andernfalls nach § 94, (5) identisch in u, v, w, s 
erfüllt Aus (9) folgt aber nach (4) p = 0. Der Mittelpunkt (2) der 
Schnittkurve ist dann nach § 94, (2) zugleich auch der Mittelpunkt 
der Fläche. 

Wenn die Flädie zweiter Ordnung mehr als einen Mittelpunkt 
hat, ist ein bestimmter Mittelpunkt der Schniühurve unbedingt audi 
Mittelpunkt der Flocke; wenn aber die Flädie nur einen Mittelpunkt 

Stande, Vliohen sweiter Ordnung, ü. 39 
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hat, gut dies nur unter der Bedingung, daß die schneidende Ebene 
durch ihn geht, 

3. Ein bestimmter endlicher Mittelpunkt. Ist nun: 

(10) Äl + 0, 

80 hat die Schnittkurve nach (8) einen bestimmten endlichen Mittel- 
punkt mit den gemeinen Koordinaten (§ 23, (12); § 94, (16)): 

A** A^ A*^ 

^44 -^44 -^44 

4. Ort der Mittelpunkte paralleler Schnitte. Nach (5) ist die 
Bedingung (10) von 5^ unabhängig, während die Koordinaten (11) 
lineare Funktionen von s sind. Daher folgt (I § 43, (2)): 

Hat die Schnittkurve der Fläche zweiter Ordnung mit einer Ebene 
u, Vy w, s einen bestimmten endlichen Mittdpunkt, so gilt dasselbe von 
der Schnittkurve mit jeder parallelen Ebene, und der Ort der Mittd- 
punkte der parallelen Schnitte ist eine gerade Linie. 

Man kann sie die der SteUung u, v, w konjugierte Gerade nennen 
(vgl. 68, 2). ^®) Ihre Richtungskosinus a, ß, y verhalten sich wie die 
Koeffizienten von s in (11), also nach (5): 

(12) a:/3:y==04i«+ai2^ + ai8W':«2iM+a22t; + a,3«;:a3iU+cf52t?+a88i^^ 

so daß umgekehrt (§ 66, (11)): 

(13) u\v\w^ \{a, ft y) : h^{a, ß, y) : h^(a, ft y\ 

Nach § 68, (3) hat daher die der Richtung a, ß, y konjugierte Ebene 
wieder die Stellung m, t;, tv (vgL die Spezialfälle § 55, 8; §58, 4; § 72, 9). 

5. Ein bestimmter unendlich femer Mittelpunkt. Wenn im 

Gegensatz zu (10) jetzt: 

(14) AI ^ 0, AI, A;,, A^ nicht alle 0, 

so ist der Mittelpunkt (8) unendlich fem in der Richtung: 

(15) «1 'ßi-ri- ^u ' ^"4 • ^S4- 

Die direkte Auflösung der mit t = reduzierten Gleichungen (2) 
gibt aber für «1, ß^, y^ auch (§ 94, 19)): 

(16) ^0 • % • ^0 = «1 • /^i • ^1 == <! • «r2 • ^k3 (^" = 1; 2 oder 3). 

Mit A*^ = folgt nun aus den drei letzten Gleichungen § 107, (21): 

-(A"j«=^"<i, -(^,"J*=A"«;'„ -{A-^y^Ä-a:;, 

and daher mit der Bezeichnung § 109, (10) (§ 94, (29))»»): 

(17) Ä'Az — (^D* - (^.y - «y- 
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Die Bedingungen eines unendlich fernen MittdpunkUs sind somit 
statt (14) auch: 

(18) Äi^O, A-AZ^O. 

6. Bedeutung der Bedingung A""^ = 0. Nach § 80, (190; (20) ist: 

(19) — A^^ = «11*** + c^v^ + a^^w^ + 2a^^vw + 2a^^wu + 2a^^uv = Q 
die Gleichuug der Schnittkurve § 66, (23) der* Hache mit der un- 
endlich fernen Ebene in laufenden Ebenenkoordinaten u, v, w, s. 

Die Bedingung (19) bedeutet daher, daß die Ebene u, v, w, s durch 
eine Tangente der unendlich fernen Kurve der Fläche zweiter Ord- 
nung geht. 

7. Bedingungen einer Mittelpunktsachse. Die drei Verhält- 
nisse (8) werden unbestimmt, wenn: 

(20) a:,^o, j^,-o, ^^=0, ^::.-o. 

Nun ist för die Determinante A^ in § 107, (5) unbedingt: 

^llAu + «21^24 + «31^34 + ^Al-^U + ^^54 *= 0, 
Oij^j-^ + «22^4 + «32-^4 + ^42-^U + ^^64 " 0, 
«la A^ + «23^4 + «83^M + ^4»^U + ^^U =" 0, 
«U^U + «24 ^M + »34^34 + ^U^U + «-^M = ^"f 

und daher im Falle (20): 

uAl^O, vAl = 0, w.4,", = 0, sAl^A\ 

Da aber u, v, w nicht alle verschwinden, so folgt zunächst A*^^ = 
und danach J.** = 0. 

Die Bedingungen (20) haben daher stets zur Folge, daß auch: 

(21) a:, = 0, A'=0. 

Andererseits gilt unter der Voraussetzung A^^ = die Gleichung (17) 
ans der dann mit -4" = die drei ersten Gleichungen (20) folgen. 
Die Bedingungen (20) sind daher ersetzbar durdi: 

(22) ^^4 = 0. ^"==0. 

Mit (20) werden femer nicht nur die drei Verhältnisse (8), sondern 
nach (21) auch die vier Verhältnisse (4) unbestimmt. Die Glei- 
chungen (2) zählen daher nur mehr filr drei, die Gleichungen (3) nur 
mehr für zwei unabhängige. 

Unter den Bedingungen (20) oder (22) bilden die den Gleidiungen 
(2) unter Elimination von q getiügenden Punkte x, y, z, t im allgemeinen 
(vgl. (25)) eine gerade Linie, die Mittelpunktsachse der Schnittkurve. 

Infolge der ersten Gleichung (21) muß die, schneidende Ebene im 
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vorliegenden Falle mit Rücksicht auf (6) durch den Mittelpunkt der 
Fläche gehen, falls diese einen bestimmten Mittelpunkt hat. 

8. Eine bestimmte Mittelpunktsachse. Die Mittelpunktsachse 
wird schon durch drei von den Gleichungen (2) bestimmt, etwa die 
drei letzten. Eliminiert man aus diesen x und q oder y und q oder 
z und p, so erhält n^an wie in § 107, (30): 

(23) <3y-<2iP+<4^-0, a'l^z-al^x+al^t^O, <,a?~ar,y+<e^ = 0. 

Wie die erste, könnte man auch die zweite oder dritte Gleichimg (2) 
ausschalten. Damit aber folgt (I §48, (11)): 

Die Ach senkoord waten der Mütdpunktsachse der SchniUkurve sind 
(Ä'= 1,2 oder 3): 

Die Mittelpunklsachse ist bestimmt, wenn: 

(25) al^, al^, <g, a"^, «"5, a"g (Ä;=l,2,3) nicht aUe 0. 

Die Bedingungen (20) und (25) oder (22) und (25) sind also für eine 
bestimmte Mittelpunktsachse der Schnittkurve notwendig und hin- 
reichend. 

9. Eine bestimmte endliehe Mittelpunktsaehse. Die Mittel- 
punktsachse (24) ist endlich (I § 48, (19)), wenn: 

(26) cc]^,, «;,, ^3 (Ä = l,2,3) nicht alle 0, 
und hat dann die RichtungsJiosintis : 

(27) «1 'ßi'yi= (hl ' ^k2 • «rs- 

Die Identität § 109, (20) gibt nach § 109, (8)5 (9) mit A - und 
der bereits § lOD, (10) eingeführten Abkürzung: 

(28) A^i = «;\ + «gg + «33, 

wie schon § 44, (40) die Identität :«<^) 

(29) (AZY^ (<)*+(4)^+(<3)^+2(<3)H2(<)^+2(<,)^-2e«^::,, 

e^ = u^ + v^ + w^. 
Ist jetzt: 

(30) ai, = 0, «22 - 0, «33 = 0, «;; = o, «;; = o, «"g = o, 

so folgt aus (28): Ä'^'^^^O und dann aus (29): ^^^«=0. Ist um- 
gekehrt: 
(31) ^- = 0, Al^O, 

SO gehen aus (29) die Gleichungen (30) hervor. 

Die Gleichungen (30 J und (31) bedingen sich also gegenseitig. 
Innerhalb der Voraussetzungen ^^^^^' ^2ö) oder (22); (25) der 
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Mittelpunktsacfase überhaupt sind daher die Bedingungen (26) , die 
auch (25) einschließen, ersetzbar durch A'^ -4= O7 ^^o: 

Die Bedingungen einer endlichen MittdpunJäsachse sind: 

(32) ^'=0, ^:,=o, .di;:+o. 

10. Eine bestimmte unendlich ferne MittelpnnktBachse. Die 

Mittelpunktsachse (24) ist unendlich fern, wenn die Bedingungen (30) 
oder (31), also mit Hinzunahme von (22) die Bedingungen: 

(33) ^- = 0, Al^O, AZ = 

erfüllt sind, dagegen mit Rucksieht auf (25) für Ä;^' 1,2,3: 

(34) a"^, «"5, a"g nicht alle 0. 

Infolge von (30) geben nun die Formeln § 107, (40): 

und die Formel § 107, (38) mit gleichzeitiger Rücksicht auf (33): 

u*A:, + v*A'„ + w'A'„ = (alY + «)» + {ul,y. 
Darch AddKiou (§ 107, (22)) folgt, daß intierludb der Voraussetzungen (33): 

(35) e'A- = «)* + «5)* + «s)* + (««)* + «y + «y 

+ (««)* + «5)* + «y, 

also a^^, aj^5, a^^ (A:= 1,2,3) nicht alle oder alle sind, je nachdem 
^'- 4. oder = ist. 

Die Bedingungen einer bestimmten unendlich fernen MittelpunMs- 
ochse der Schnittkurve sind daher an Stelle von (33), (34) auch: 

(36) ^«=0, ^:,=o, ^;:-o, ^'"+0. 

11. Keine bestinmiten Mittelpunkte der Sohnittkurve. Sind 
nunmehr neben (33) im Gegensatz zu (34), bezüglich (25): 

(37) a^j, a^g, a^^^, <^, a"^, a^^ (/;«1,2,3) alle 0, 

so wird die Mittelpunktsachse (24) unbestimmt. Die sechs ünter- 
determinanten fc = 1 in (37) sind zugleich die Unterdeterminanten 
zweiteu Grades der Matrix: 

w 0,1 — i; «31 wa^ — v «32 w a^^ — v a^^ wa^^ — v a^^ 

U V w s I ' 

ihr Verschwinden bedeutet den Zusammenfall der Ebenen: 

wf^ — vf^ = 0, ux -\- vy 4- tv^ + st ==0. 

So fallen infolge von (37) die drei Ebenen (3) alle zusammen, so daß 
jeder Punkt der schneidenden Ebene u, v, u\ s als Mittelpunkt zu 
gelten hat 
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Die Bedingungm dieses Falles sind nach (35) statt (33) und (37) 
auch: 

(38) ^" = 0, ^"4-0, ^;; = 0, ^'"-0. 

12. (Jesamtübersicht. Die Schnittkurve § 110, (9); (10) hat 
unter der Bedingung (§ 23, S; § 94, 10): 

fÄ^^ 4= 0: einen endlichen Mittelpunkt; 

J^"^ «= 0, Ä'*Ä'^ + 0: einen unendl. f. Mittelpunkt; 

(39) \äI^ = 0, ^^ = 0, ^;^ + 0: eine endl. Mittelpunktsachse; 
A'l^ = 0, ^^ = 0, A\^ - 0, Ä'^ + O: eine u. f. Mittelpunktsachse; 

^A'l^ = 0, A" = 0, Ä'^ = 0, Ä*^ = 0: keine best. Mittelpunkte. 

§ 112. Mittelpunktsgleichnng der Schnittkurven mit endliolien 

Mittelpunkten. 

1. Allgemeine Form der Mittelpunktsgleiohung. In der Glei- 
chung § 108, (12) der Schnittkurve der Fläche g{x,y,sf)^0 mit der 
Ebene w, v, w, 5 fehlen die linearen Glieder, wenn: 

oder auch: 

oder (I § 37, (12)) nach § 108, (5): 

oder mit einem Proportionalitätsfaktor q\ 

(2) g^^ + QU^O, g^^ + ^v^i), /7,« + ()w; = 0. 

Dies sind aber, da i^ = x^, y^, Zq auch der Gleichung § 108, (6) 
genügt, die Bedingungen § 106, (26) des Mittelpunktes. Auch um- 
gekehrt folgt mit Rücksicht auf § 108, (7) das Verschwinden der 
Koeffizienten (1), wenn man für g^^, g^, g^ die Werte (2) einsetzt. 

Die Gleidiung der Schnittkurve erhält daher in einem Koordinaten- 
system H^r^ ihrer Ebene immer dann und nur dann die Form: 

(3) <! I« + 2 a;, S r, + a,; r;* + «..', - 0, 

wenn der Anfangspunkt Sl ohfhe Rücksicht auf die Richtung der Adisen 
5. 1/ ein (endlidier) Mittelpunkt der Kurve ist.^^) 

Sie heißt dann die Mittelpunktsgleichung der Kurve und ist da- 
durch gekennzeichnet, daß die linearen Glieder 2al^^ + 202'^-»^ fehlen. 
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2, Das konstante Glied d6r Mittelpunktsgleichting. Das kon- 
stante Glied der Gleichung (3) wird nach § 66, (21) und nach (2): 



a 



44 



^ =• 9i^^o + ffi^Vo + ffs^^o + ^4^ = ^4^ - Qi^^o + ^Vo + ^^o) 



und nach § 108, (6): 

(4) < = 5^4^ + QSl 

wo für x^y y^j Zq die Koordinaten des Mittelpunktes Sl zu setzen sind. 

Man kann daher a^ bestimmen, indem man Xq, y^, B^ und q aus den 

folgenden Gleichungen eliminiert (§ 111, (2)): 

«11^0 + «If yo + «15^0 + «14 + pw = 0, 

öfji^o + «»«yo + «»«^0 + ^24 + pr = 0, 

«81^0 + «83% + «88^0 + «84 + QW^ 0, 

«41^0 + «42^0 -^ «48^0 + («44 - O +9^ =0, 

3, Das konstante Glied bei bestimmtem Mittelpunkt. Durch 
Elimination von x^, y^, Zq, 1 und p aus (5) folgt: 



(5) 



a 



11 



a 



21 



«12 
«12 



a 



18 



a 



14 



a 



28 



«24 



I 



a 



81 



a 



82 



a 



88 



a 



a 



41 



a 



42 



a 



V 



'48 



84 



«U — «44 

5 



U 

V 

IV I =-0, 




oder entwickelt: 

(6) 

Im FaUe eines bestimmten endlidien Mittdpunlies (§ 111, (10)) 
ist daher (§ 95, (7)): 
(7) ai = ^. {Ä"^ + 0). 

44 

4. Das konstante Glied bei bestimmter Mittelpunktsaohse. Im 
FaUe einer Mittelpunktsachse ist nach § 111, (20) und (21): 



A" - A:,ai =- 0. 



(8) 



A" 



0, < = 0, 



^l-O, Al = 0, A'^O, 



so daß die Gleichung (6) unbrauchbar wird. Jedoch gibt dann die 
Elimination von yo, ^o, i, Q aus den vier letzten Gleichungen [5): 



a 



22 



«28 



a 



S2 



a 



88 



a 



42 



a 



48 



V 

w 
s 



0, 



«21^0 > ^24 
«81^0 + «84 

«41^0 + («44 — «^4) 

! uXq + s V w 

oder da der Eoef&zient — ^"^ von Xq nach (8) verschwindet: 

(9) ^ri-«=o. 
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Auf gleiche Weise folgt bei Unterdrückung der zweiten oder 
dritten Gleichung (5): 

(9) ^22 ~ «g^a;^ = 0, Ä^- al^a^^ - 0. 

Durch Addition der Gleichungen (9) erhält man sodann mit Rück- 
sicht auf § 107, (22) und § 109, (10): 

(10) ^'«-^>;,«o. 

Ln Falle einer bestimmten endlidien Mittdpunktsachse (§ 111, (:»2)) 
ist daher: 

(11) <. = 2>" (^« + 0). 

44 

5. Das konstante Olied bei unbestimmtem Mittelpunkt. Ist der 

Mittelpunkt ganz unbestimmt, so ist nach § 111| (37): 

(12) ^1 = 0, a"s = 0, «", = 0, «,"4 = 0, «"5 = 0, «;e = 0, 

* = 1,2, 3, 

SO daß die Gleichungen (9) unbrauchbar werden. Jedoch gibt dann 
die Elimination x^, 1, q aus der ersten, vierten und fünften Glei- 
chung (5): 

I «11 «122/0 + «la^o + «14 " , 

«41 «42^0 + «43^0 + «44 - «44 ^ = 0, 

u vyQ + ivZq + s Ü 

oder da die Koeffizienten a^j und — a^^ von y^ und z^ nach (12) ver- 
schwinden: 

(13) a'^ + u^a[^ = 0, 
und entsprechend: 

(13) <5 + ^'-<. = o, «; + «X4 = o, 

und durch Addition mit Rücksicht auf (12) und § 107, (23); § 108, (4): 

(14) A"" + e'a.;, = 0. 

Im Falk eines unhesiimmten MittelpunJdes (§ 111, (;i8)) ist daher: 



(1») "u ,* 



I '/ M 



6. Die Hauptachsengleichung der Sohnittkurve. Die Herstellung 
der Gleichung (3) erfolgte durch Verlegung des Anfangspunktes £1 nach 
einem Mittelpunkt ohne Rücksicht auf die Richtung der Achsen 5, iy. 
Andererseits entstand die Gleichung § 110, (11) durch Annahme der 
Hauptachsenrichtungen für die Achsen |, ri ohne Rücksicht auf die 
Wahl von i^. 

Legt man daher gleidizeitig die AcJisen |, r^ nadi den Haupfachsen- 
richtungen und den Anfangspunkt Sl in einen (endlichen) Mittdpmikty 
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so muß die Gleichung der Schnittkurve die Form erhalten: 

(16) A,g« + A,iy* + ai^O. 

Die alsdann nach Lage und Richtung bestimmten Achsen sind die 
HauptcLchsen der Kurve und (16) ist die Hawptachsengleiclmng. 

7. Hanptachsengleiohung der Kurven mit Hittelpunkt. Nach 
§ 110, (11) und § 111, (10) ist: ' 

(17) ^::,+o 

die gemeinsame Voraussetzung dafür, daß keine der Größen k^ und k^ 
in (16) verschwindet, und dafür, daß ein bestimmter endlicher Mittel- 
punkt vorliegt. 

Unter der Voraussetzung (17) Jcann also die Gleichung der Schnitt- 
kurve auf die Form: 

(18) AJ« + W+ 5 = 

gebracht uerdeny wo weder k^ noch i, verschwindet. 

Die Hauptachsen |, ri sind nach § 110, 5 eindeutig bestimmt^ 
wenn k^ und k^ verschieden, dagegen beliebig drehbar, wenn k^ = k^- 

8. Hauptaohsengleioliung der Kurven mit Mittelpunktsachse. Die 

Bedingungen einer endlichen Mittelpunktsachse § 111, (32): 

(19) ^" = 0, ^:, = 0, AZ + O, 

haben nach § 110, (13) gleichzeitig zur Folge, daß eine der Wurzeln 
k^j Aj verschwindet. 

Unter der Voraussetzung (19) kann die Gleichung der Sdmittkurve 
auf die Form: 

(20) ^,v' + il-0 

gebrecht werden, wo k^ nicht verschwindet. 

Der Anfangspunkt Sl des Systems i^gij ist dann einfach unbestimmt, 
ein beliebiger Punkt der Mittelpunktsachse; die Achsen |, i^ sind ein- 
deutig bestimmt 

Die Hauptachse g, deren Richtungskosinus nach § 110, (14): 

(21) a,:ß,:n = H,.(0) : H„(0) : H,,(0) = «;. : <, : <, 

sind, kommt nach § 111, (27) in die MiUdpunktsadise selbst zu liegen, 

9. Hauptachsengleichung der Kurven mit unbestimmtem Mittel- 
punkt. Die Bedingungen eines unbestimmten Mittelpunktes § 111, (38;: 

(22) . ^" = 0, Al^^a, ^',4 = 0, ^"' = 
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haben nach § 110^ (15) gleichzeitig zur Folge, daß die Wurzeln l^y l^ 
beide verschwinden. 

Unter der Voraussetzung (22) hat die Gleichung in jedem System Sl^ri 
in homogenen Koordinaten g, r^, r die Form: 

(23) _^j;\.»o. 

10. Bedeatong der Hauptaehsengleiohiing. Nach ihrer Form 
stellt die Gleichung (18) eine eigentliche Mittelpunktskurve zweiter 
Ordnung, eine Ellipse oder Hyperbel dar, wenn: 

(24) A' + 0, 

ein eigentliches Strahlenpaar mit endlichem Mittelpunkt, wenn: 

(25) ^^ = 0. 

Im letzteren Falle, wo der Mittelpunkt 5 = 0> iy — auf der Kurve 
liegt und zugleich ihr Doppelpunkt ist, muß mit (17) nach § 107, (28): 

(25') .4'" + 

sein. 

Da 5 in (18) nur in Ä"* § 107, (5) vorkommt, folgt nach § 110, 6: 

Elliptische oder hyperbolische Schnitte paralleler Ebenen sind ähnlich 
(im weiteren Sinne § 14, 10) und ähnlich liegend.^^) 

Nach ihrer Form stellt die Gleichung (20) ein Pa^aUelstrahlen- 
paar dar, wenn: 
r26) ^'" + 0, 

einen endlichen Doppelst rahL wenn: 

(27) .'!'" = 0. 

Im letzteren Falle, wo die Mittelpimktsachse >y = auf der Kurve liegt 
und zugleich die Doppellinie und die Kurve selbst darstellt, muß mit 
(19) nach § 107, (46): 

(28) A"" + 
sein. 

Parallellinien- und Doppellinienschnitts paralleler Ebenen sind 
parallel. 

Die Gleichung (23) stellt eine loiendlich ferne Doppellinie dar. 

11. Übersicht der Hauptachsengleichungen. Nach dem Range 
geordnet (§ 107, (6); <,28); (46;), zerfallen die Schnittkurven mit end- 
lichen Mittelpunkten in die folgenden Formen (§ 24, 9): 



(29) 



^'' + 0; Al + 
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^V+^V*'^ jü'^^^' Ellipsen und Hyperbeln; 



A 



44 



44 

paare 

linienpaare; 

^"-0, ^'" = 0, ^"" + 0-, ^;, = 0, AZ + 0:X^rj^ = 0: Endliche 
Doppelgerade; 



^!4 + 0:Aj* + A,i2« = 0: Gekreuzte Strahlen- 



A'^^O, A'^^0:k^ri^ + ^l « 0: ParaUel- 

44 



endlich ferne Doppelgerade. 



^"=»0, ^'"-0, ^'"' + 0; Al,^0, ^;; = 0:-^t« = Oj Un- 



§ 113. Sclmittknrven oline endlichen Mittelpunkt. 

1. Einführung der Hauptaohsenrichtangen. Die gemeinsame 
Bedingung der Schnittkurven ohne endlichen Mittelpunkt ist nach 
§ 111, (18) und (33): 

(1) ^::,=o. 

Führt man daher in der schneidenden Ebene ein Koordinatensystem 
Sl^rj ein, dessen Achsen | und 17, bei verfügbar bleibendem Anfangs- 
punkt Sl =« Xq, y^, Zq, die Hauptadisenriehtungen haben, so wird die 
Gleichung der Schnittkurve nach § 110, (13) und (15): 

(2) W + 2<45 + 2<,iy + a^ = 0. 

Je nachdem dann ein unendlich ferner Mittelpunkt oder eine solche 
Mittelpunktsachse vorliegt, ist: 

(3) X^ AZie' oder (3^ ;i, = 0. 

2, Besiehiing der Hauptaohsenrichtangen zu dem unendlich 
fernen Mittelpunkt. Die Schnittkurve hat nach § 111, (17); (18) 
einen bestimmten unendlich fernen MittdpunTct, wenn neben (1): 

(4) {A\,r + (^-,)» + {Ä^y — a'ä:, + 0. 

Er liegt nach § 111, (15); (16) in der Richtung: 

(5) a^'ßi'Yi- <4 • ^24 • ^34 = «M ' <2 • «u^ Ä = 1, 2 oder 3, 

und gehört der Schnittkurve selbst an. Diese Richtung hat aber 
nach § 110, (14) auch die Hauptachse g. 

Die Hauptachsenrichtung | ist dieselbe, wie die Richtung nuch dem 
unendlich fernen Mittelpunkt (§ 25, 2). 
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Wir verfügen über ihre Pfeilspitze, indem wir mit Rücksicht 
auf (4) in: 

(6) T«, = ^r.. rß,=Al, ty.^Al; r^V^^^, 

die positive Wurzel nehmen. 

Die Schnittkurve hat nach § 111, (35), (36) eine iestimmte un- 
endlich ferne Mittdpunktsachse, wenn neben (1): 

-4**«0 -4"* — 

^'^ e^A" = «J» + ( <,)« + (4)» +"«/+ • • • + («S,)' + 0. 

In diesem Falle sind die Hauptachsennchtungen nach § 110, (15) un- 
hestimmt 

3« Verschwinden eines linearen Gliedes. Die beiden Koefß- 
zienten : 

(g) («u^^iV + ^Vi + Vyi, 

können mangels eines endlichen Mittelpunktes nach § 112, 1 niemals 
beide gliichzeitig versrhtvinden, Wohl aber kann über den Punkt 
Sl = j'q, //o, Zq innerhall) der schneidenden Ebene: 

(9; uxq + vt/Q + iva^ + s = 

derart verfügt werden, daß einer der Koeffizienten a/^, a^^ und außer- 
dem (l^^ verschwindet, also: 

(10) «o, = i/x% + i///i,+ <7sV, = 0; (11) a;, = /=0. 

4. Der Scheitelpunkt der Kurven mit einem unendlich fernen 
Mittelpunkt. Im Falle (4) sind die Hauptachsen rieh tungeu cc^yß^^yi 
und (i^,ß:i,y2 niit (5) bekannt. Die drei Gleichungen (9); (10); (11) 
bestimmen dann nach § lOG, (G); (13); (14) den Punkt x^, j/q, Zq der 
Schnittkurve derart, daß deren Tangente in ihm die Richtung 

«ä ß^y y^ ^^»^*- 

Wir nennen diesen Punkt, in dem Normale und Tangente der 
Kurve die Hauptachsenrichtungen g und i; haben, den Scheitelpunkt 
(irr Kurve (§ 25, 4). 

Da neben (10) auch: 

(12) uUj^+vß^+wyj^^O, ua^+vßi+iry.=^0, ic^cCi + ßiß.+ yiy^^O, 
so folgt durch Elimination von «j, /3g, y,^: 

' ^i' ü,' .%' 

(13) ' w V w ' ^0 

«1 ßi ßi 



(16) 
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/ 

(§ 106, (17)). Es können dann zwei Größen q und 6 so bestimmt 

werden, daß: 

(14) g.^' + QU + öa.^O, g.^' + Qv + öß.^O, g^'^ + QW + öy.^O. 

Auch folgt hieraus umgekehrt durch Multiplikation mit cc^y ß^, y^ 
und Addition mit Rücksicht auf (12) wieder (10). 

Der ScheUdpunM hat daher den fünf Gleichungen (9); (11); (14) 
unter Elimination von q und 6 zu genügen; wir beweisen im Folgen- 
den, daß unter den Voraussetzungen (1) und (4) ein einziger endlicher 
Scheitelpunkt vorhanden ist. 

Aus (14) folgt überdies mit Hinblick auf (12) und (8): 

(15) a;, = -<y. 

5, Gleichungen und Koordinaten der Hauptachse. Abgesehen 
von der Gleichung (11) liegen für den Scheitelpunkt die folgenden 
vier Gleichungen vor: 

^2 = <hl^O + ««2^0 + «28^0 + «24 + 9^ + ^ft ^ 0| 
^8 = «81^0 + «82^0 + «88^0 + «8i + Q^ + ^7x^0, 

X^'^uXq + vy^ +wZq +s =0. 

Da nun für die Determinante A*^ in § 107, (5) infolge von (1) 
die Gleichungen: 

«11^4 + «21^4 + «31^M + **^54 = 0, 
a^^Ä^^ + «22^"| + «82^ + ^^54 = 0, 
«18^U + «28^4 + ^^SS'^U + ^^Ia = Ö > 
«14-^4 "1" «24-^24 "^" ^84-^34 + ^^54 '^ ^ 9 

uAl+ vä;, + wai =0 

gelten, so folgt aus (16) durch Multiplikation mit A^^y A^^, -4J^, A^^ 

und Addition: 

A^ + ö{Ala, + ^-,^, + Air,) - 0, 

oder nach (6) und § 108, (16): 

^-+(yr«0, 
oder da ^" + 0: 

A»6 At l/_ A^ /T'" 

Setzt man diesen Wert von 6 in die Gleichungen (16) ein, so 
besteht zwischen deren linken Seiten die Identität: 

-^14^1 + ^A ^ + -^84^8 + -^54-^4 = ^ • 
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Daher ist der Scheitelpunkt schließlich (mit Rücksicht auf (6) und (17)) 
atAS den Gleichungen zu bestimmen: 



(21) 



'44 

A^ 



0,1^0 + «222/0 + «28^0 + «U + (>«^ + :i " = , 
«81^0 + Ö82y0 + »38^0 + «84 + 9^^' + 4 't = ; 
(»41 - 2t«)^0 + («42 ~ j[Vu)yo + (<^48 -- 3]^) ^^ 

WO Q ßu diminieren ist (§ 97, (21)). 

Bezeichnet mau nun mit X, F, Z, T, U, S die mit abwechselnden 
Vorzeichen zu versehenden Unterdeterminanten fünften Grades, die 

aus der Matrix der Koeffizienten von Xq, y^, e^, 1, p, -ttü entstehen, 

-^44 

indem man je eine der sechs Kolonnen wegläßt, so folgt: 



^0 • J^o • ^0 • ^ • (^ • 



Hier ist insbesondere: 



l/U 
^44 



X: Y:Z:T:R:S. 



8 



«u 




«1« 




«18 




«14 


U 


<hl 




«22 




«28 




«24 


V 


«81 




«82 




«88 




«34 


w 


«41- 


A^ 

-^44 


«42- 


A*^ 

-^44 


«48- 


A^ 

-^44 


«44 


s 


u 




V 




W 




S 






-^"+ 





«11 «12 «18 «14 


u 


«21 «2» «28 «24 


V 


\ «81 «8« «88 «84 

-^44 

-^14 A4 ^4 ^ 


w 





U V w s 






oder, nach den Elementen der vierten Zeile entwickelt: 

und nach (4): S = — 2A^ 

Unter den Bedingungen (1), (4) gibt es einen bestimmten endlichen 
Scheitelpunkt mit den Koordinaten (§ 25, (26)):^) 



(22) 
wo: 



iPA« — 



Y 



2^''^;-' 



yo=-^ 



2^"^;?/ 



^0" 2^1**^;?' 



a 



12 



(23) 



a 



22 



X = 



a 



82 



«18 
«23 
«88 



«14 «* ^14 ' 



a 



14 
u 



24 



. ^ 



«84 «^ ^Ia 



A*^ 



«42 J' K «43 

-^44 



-^S4 

^'u 0^44 ^ 







'44 



V 



w 



s 
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7. Kanonische Gleichung der Schnittkurve. Mit Rücksicht 

auf (10), (11) und (15) folgt nun aus (2): 

Unter den Voraussetzungen (1), (4) Tcann die Gleichung der St^nüt- 
kurve stets auf die Form: 

(24) X,i?«-2<y5 = 

gebracht werden, wo k^ und ts die Werte (3) und (17) haben. 

Die Kurve ist eine Parabel (§ 2b, (27;) mit dem Scheitelpunkt 
(22) und der Hauptachse (20). 

8, Schnitte paralleler Ebenen. Die Bedingung (1) ist Yon .<? 
unabhängig, ebenso die Richtung (5) und der Ausdruck A'^ nach 
§ 107, (20) und § 109, (10). Sind daher die Bedingungen (1): (4) 
für eine Ebene u, v, w, s erfüllt, so sind sie fiir alle parallelen 
Ebenen auch erfüllt, mit Ausnahme einer, für die -4** = 0. Diese in s 
quadratische Gleichung hat nämlich die Diskriminante — AA*^^ = 0.**®) 

Ist die Schnittkurve der Fläche zweiter Ordnung mit einer Ebene 
Uy Vy IV, s eine Parabel, so gilt dasselbe von der Schnittkurve mit jeder 
parallelen Ebene, die nicht Tangentialebene ist (§ 107, (7)) 
Die Parabeln paralleler Schnitte sind ahnlicih liegend.^^) 
Die homogenen Koordinaten Xq, y^, Zq, t^ des Scheitelpunktes 
(22) sind ganze Funktionen zweiten Grades von s, etwa: 

tXq==Aq + A^s + A^s^, Tyo = J5o + -B,5 + J?,s*, rz^^^CQ + C^s+C^s^y 

rtQ= Dq+ D^s + D^s\ 

Durch Elimination von t, 1,5, s* folgt die Gleichung einer Ebene; 
also folgt nach § 66, 8: 

Der Ort der Scheitelpunkte eines Systems paralleler Parabelschnitte 
ist ein Kegelschnitt (§ 74, 2). 

9. Gleichung der Sohnittkurve bei unendlich femer Mittel- 
punktsachse. Unter den Bedingungen (1); (7) wird die Gleichung 
(2) infolge von (3'): 

(25) 2a;j + 2a;,rj + a;,= 0(2a;jr + 2a;,7?T + <, t^= 0), 

wo nach 3 die Koeffizienten a/^ und aj^ nicht beide verschwinden. 

Die Schnittkurve mit einer unendlich fernen Mittelpunktsadise be- 
steht daher aus einer endlichen wid einer unendlich fernen Geraden, 

10, Die Biohtung der endlichen Geraden (25). Da jetzt nach 

§ 111,(20); (22): 

Äl « 0, .4-, = 0, .43", = 0, Äl = 0; ^" = 0, 
SO ist für die Determinante A'* mit k = 1, 2, 3, 4: 
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M ^l^j + V A1^^ + w ^"3 = . 

Aus den yier ersten dieser Gleichungen folgt durch Multiplikation 
mit x^y y^y e^y 1 und Addition: 

gi^'^li + V^r« + ft'^*3 + A's ("^0 + t^yo + «;iro + s) = . 

Für einen bdiebigen Punkt Xq, y^, z^ der Ebene (9) ist daher die 
Gleichung (10) erfüllt, wenn man für die jetzt völlig verfügbare 
Hauptachsenrichtnng er,; ßa ?% ^^^ Richtung: 

(26) a,:ß,:y, = Ä',,:Äl,:Äl, (* - 1, 2 oder 3) 

nimmt, die nach (7) stets bestimmt ist (-4."* + 0). Es ist die Rich- 
tung nach dem unendlich fernen Doppelpunkt § 107, (17). 

Wählt man dann noch für x^y y^, z^ einen endlichen Punkt der 
Linie (25), so nimmt die Gleichung (25) mit (10) und (11) die 
Form an: 

(27) gr^O. 

Die endliche Gerade der Sdinittkurve (die rj- Achse) hat dabei die 
Bichtuv^ (26). 

§ 114. Unterscheidung nach den Vorzeichen der Koeffizienten. 

1. Kanonische Gleichungen der Schnittknrve. Nach den vor- 
stehenden Entwicklungen kann die Schnittkurve der Fläclie zweiter 
Ordnung: 

(1) g{Xy y, z) — a^iX^ + a^^y^ + a^^z^ + 2a^^yz + 2a^^zx 

+ 2a^^xy + 2a^^x + 2a^^y + 2a^z + a^ = 
mit der Ebene: 

(2) ux + vy + WZ + s = 

in bezug auf ein in der Ebene (2) selbst gelegenes rechtwinkliges 
System Äg^ durch eine kanonische Gleichungsform dargestellt werden. 
Diese ist abhängig einerseits von dem Range der Kurve sdbst und 
andererseits von dem Range des unendlidi fernen Punktepaares der 
Kurve (§ 26, 1) und gehört dementsprechend in ein bestimmtes Feld 
der folgenden Tabelle (§ 112, (29); § 113, (24); (27)): 

Stande, FlAchen swaitar Ordnung. IL 40 
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(3) 



1. ^;4+ö- 

Getrennt. Pnnktep. 



Eigentl. Eegelschn. 



Getrennt. Linienp. 



m. Jl« = 0, I 
Doppellin. I 






l^V + l^r,*^0 



■-44 



2.^f, = 0,^;!{+0: 
Doppelpunkt. 



3.^;4=o,^;;=o: 

Unbestimmt 



-^44 



1,»3« = 





Dazu käme noch eine Kolonne mit der Überschrift (§ 107, (45)): 

IV. ^^'-O, ^'"=0, ^"-=0: Unbestimmt, 

die in der 3. Zeile die Bemerkung enthält: Ebene (2) Bestandteil der 
Fläche (1). 

In dem freibleibenden Felde * widersprechen sich nach § 107, 
(26); (27) Zeilen- und Kolonnenbedingungen; ebenso in dem Felde **, 
weü ^^[^-O, ^4;=-0 nach §111,(17) die Gleichungen § 111,(20) 
und danach § 111, (21) zur Folge haben. 

2. Übergang von einer beliebigen Ebene zur xy-Ebene. Nimmt 
man mit: 

(4) «4-0, V = 0, IV =^1, 5 = 

die xy-^hene als schneidende Ebene (2), so erhält man direkt aus 
(1) mit z = die Gleichung der Schnittkurve in der Form § 26, (1), 
falls man nachher a^^, a^^, a^^ mit a^g, 0,3, a^, bezeichnet. 
Gleichzeitig wird nach § 107, (5); (9); (20): 
( A**— ^ A- A** ^ — A A** =. ^ A >!**=. A^ =^ -^ A • 

«^n = - «M> «M = — «lU «83 = 0, «"4 = 0, «55 = 0, «gg -= - (»58, 

und damit nach § 107, (22); (23) und § 109, (10): 

(6) A-^-^A\ ^'-=-^"; AZ^-A-, 
sowie nach § 109, (25): 

(7) ^1 H~ ^2 ^ -^33; ^i'^a ^^ -^88» 

wo nunmehr A, A^j, A', Ä\ Ä^^ die Bedeutung von § ^^y (2) haben. 
Die Tabelle (3) für die Schnittkurve (1), (2) geht daher mit allen ihren 
Bestandteilen in die Tabelle § 26, (2) für den Kegelsdinitt über. Der 
Vorzeichenunterschied in den Feldern I, 2 rührt daher, daß die Pfeil- 
spitze der S -Achse in § 25, (8) und § 113, (6), weil im Sinne von (5) 
auch J.j^== — ^j3, ^2^ = — ^8, -4^ — wird, die entgegengesetzte ist 



(5) 
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Es ist nun wie dort^ auch in (3) noch nach den Vorzeichen der 
Koeffizienten zu unterscheiden. 

3. Die Arten der eigentUchen Kegesohnitte. Schreibt man die 
Gleichung I^ 1 der Tabelle (3) mit den Abkürzungen: 

-4" . A** 



a = 



(8) 

in der Form: 

(9) 

so wird nach § 109, (25): 



-^44 S 



^ = 



-^44^2 



^ + "'+1 



0, 



(1^) «^-Cä^^ 



««(^•0' 






^•'^"* 



44 



Die Yoizeichen der Koeffizienten a, ß sind daher (§ 26, (7)) für: 



-A'>0 Ä'A^X) 



(11) 






44 



A'A?. < 



44 



++ 



±=F- 



Die Bedingungen der zweiten Zeile (11) sind aber ersetzbar durch 
die beiden Angaben: 

(12) - A^^^ > 0, -Al^ und ^•'^21 i"cht beide > 0. 

Denn diese lassen nur die Möglichkeiten offen: — -4J[^>0, J.**J.^<0 
oder - ^^4 > 0, Ä'AZ = 0. Nun ist aber für I, 1 ^"^ und nach 
§111, (29) für — Al^>0 stets A^ + 0, so daß die zweite Möglich- 
keit wegfällt. Für die dritte Zeile (11) sind ebenfalls — A*l^ und 
J.**J.2[ nicht beide > 0. 

Wir können daher die Angaben (11) auch in folgende Tabelle 
ordnen, indem wir zugleich die Bezeichnung von § 26, (9) einführen 



(13) 



^"=1=0 

A'i^ > 0, ^" ^;; > — ^;. , ^" ^;!| nicht beide > 



-^r«>o 



^J« + o 






— A-— 1 

a« ^ )8* 



-A-,<0 







-f ' 1 = 



In dem frei bleibenden Felde widersprechen sich Zeilen- und Kolonnen- 
bedingungen. Hier schließt sich die Parabel I, 2 an die zweite 
Kolonne an: 



(14) 



A" 



44 



0, ^;-+o 




n 



L + 2| = 



40* 
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da für sie nicht nur A^^^O, sondern nach § 111, (17) auch 
A'^AZ < ist. 

4. Die Arten der Linienpaare. Die Gleichung 11^ 1: 



(15) 



A,r + A,i,»==0, l,Ji,^- 



Ä 



44 



stellt, je nachdem — A^^ > oder < ein imaginäres oder reelles 
Linienpaa/r dar. Da aber für ^^ = 0, ^^^^ + nach § 107, (24) A"" 
und A^^ stets dasselbe Vorzeichen haben, können wir die doppelte 
Form der Bedingungen in folgender Tabelle ausdrücken: 



(16) 



^» = 0, ^'"=1=0 

— ^'">0 — ^'"<0 



^». + 



-^«>o 



-^«<o 




Die Gleichung II, 2: 

(17) x.n* + f^ = 0, X, - - ^" 



'44 



e' 



(§ 109, (26)) 



stellt, je nachdem — A > oder < 0, ein imaginäres oder reelles 
ParaUeMinienpaar dar. Es ergibt sich also im AnschluB an die 
Tabelle (16): 



(18) 



^if4 = o. äT. + o 



n' 



+ 1 = 



f— « 



Für den Fall II, 3 ist nach § 111, (35) stets - A"* < 0, so daß 
er sich an die zweite Kolonne von (16) und (18) anreiht: 



(19) 



^^4 = 0, ^:«==o 







T3T = 



6. Allgemeine Übersicht der Arten der Schnittkurve. Indem 

man die Tabellen (13), (14), (16), (18), (19) nunmehr in die Tabelle (3) 
einträgt, ergibt sich die folgende allgemeine Übersicht (20), aus der 
die Art der Sdmittkurve der Fläche (\) mit der Ebene (2) nach den 
Bedingungen der Zeilen und Kolonnen zu entnehmen ist. Dabei haben 
A\ Ä% ^"^ ^:„ A^ die in § 107, (5); {22y, (23), § 111, (5j, 
§ 109, (10) angegebene Bedeutung und sind zugleich die Namen der 
Kegelschnitte eingefügt (§ 26, (19)):^»*) 
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618 § 116, 1-«. 

IV. Kapitel 

Sohnitte besonderer Fläohen und besondere Sohnitte. 

§ 115. Ebene Sclmitte besonderer Fl&ohen. 

1. Glookenfönnige und sattelförmige Fläohen. Wird eine 

eigentliche Fläche zweiter Ordnung (J. + 0, § 78, (2)) von einer Ebene 
geschnitten, die parallel ist der Tangentialebene eines reellen end- 
lichen Punktes der Fläche, so ist das Produkt der Hauptachsen- 
koeffizienten der Schnittkurve nach § 110, (20): 

also von einem unveränderlichen Vorzeichen, dem entgegengesetzten 
der Determinante A. 

Eine solche Ebene schneidet daher die Fläche nur in Kurven der 
ersten oder nur in Kurven der zweiten Zeile der Tabelle § 114, (20), 
je nachdem A negativ oder positiv ist. 

Insbesondere schneidet die Tangentialebene selbst § 107, (7) die 
Fläclien -4 < 0, also (§ 99, (31)) das Ellipsoid, eweischalige Hyperboloid 
und elliptische Paraboloid, stets in einem imaginären lAnienpaar, die 
reellen Flächen -4 > 0, also das einschalige Hyperboloid und das hyper- 
bolische Paraboloidf stets in einem reellen Linienpaar, 

Die Flächen ^ < sind daher (§ 67, (28)) nichtgeradlinigey die 
reellen Flächen -4 > geradlinige. Jene heißen auch positiv gekrümmte 
oder glockenförmige, diese negativ gekrümmte oder sattelförmige.^^) 

2. Die EUipsoide und Hyperboloide. Für die Fläche: 

wo die Umkehr der Vorzeichen von c^ oder b^ und c* vorbehalten 
bleibt, gibt die Berechnung der geränderten Determinanten § 114, 5: 

w ^ - ^,5«^i - ; 

{A\ j« __ *t?. j« _ JiL 4" — "_?_ 4" _ ^*^* + b*v * + c^i t* 
W ^14 5«~c»' ^^~'c^a*^ ^34— o»5s; ^41 "= a*b*c^ ' 

,p.v u b*v* + c*w* u _ c*M:*+a^M* « _ __ a^u^+ 6»r« 

Damit wird: 

(6) A ^A (a« + 6» + c« - 1) — i«W ^-- ^ 



«« 
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oder: 

(8) AZ = Ä-i(a^ + b^ + e*) + «>- +^*?^+^^' 

and überdies nach (2) und (4): 

Ohne Rücksicht auf eine etwaige Umkehr der Vorzeichen von 6* 
und c^ ergibt sich daher aus (6), daß A^ und A'^, und aus (8), daß 
für eine endliche Ebene u, v, w, s auch A^ und A'^ niemals beide 
gleichzeitig verschwinden können. 

Die ebenen Schnitte der Ellipsoide und Hyperboloide sind daher 
entweder eigentliche Kegelschnitte oder getrennte Linienpaare und haben 
mit der unendlich fernen Geraden zwei getrennte Punkte oder einen 
Doppelpunkt gemein (§ 114, (3) nur I. und IL Kolonne, 1. und 2. Zeile) 

3. Das EUipsoid. Für das EUipsoid (1) ist nach (4): 

(10) - ^r^ > 0, 

und nach (7): 

(1 1) sign A^'Ä^ == — sign -4** = — sign {a^u^ + 6^t;- + c^w^ — s^). 

Aus der TabeUe § 114, (20) folgt daher ^8»): 

Das EUipsoid (1) wird von der Ebene u, v, w, s in einer imagi- 
nären EUf'pse, einem imaginären Linienpaar oder einer reellen Ellipse 
geschnitten, je nachdem: 

(12) aV + 6V + c*t<;*-5«<0, =0 oder > 0. 

Die Ebenen mit imaginärem Linienpaar sind Tangentialebenen (§ 70, (10)). 

4. Das einschalige Hyperboloid. Beim einschaligen Hyperboloid: 



x' . V* ^* 



(13) ir + |r-;.=l 

(- c» für c» in (1)— (9)) ist nach (9): 

(14) ^-=-^:,+„4,. 

Ist daher: 

(15) -A'i>0, 

so ist stets aach Ä" > 0. Mit (15) ist aber nach (4) : 

oV + 6*»» -<?w*< 0, 

also auch * 

6V-c«w;*<0 und a*ti» - c*«;« < 

und damit nach (7): 

j,u b*v* — c*t(7* a*u* — c'ti7* a'tt* + ^**^* ^ (\ 
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SO ist die SchniWcurve ein imaginäres Geradenpaar mit endlichem oder 
unendlidi fernem Doppelpunkt, je nachdem: 

(26) aV-6V-c*R«-s»>0 oder -0. 

In Parabeln schneiden die eu einer Tangentiald>ene des Asymptoten- 
kegeis paraUden Ebenen. 

6. Die Faraboloide. Für die Fläche: 

(27) 9-(, + ^ + 2x^0, 

wo die Umkehr des Vorzeichens von (^ vorbehalten bleibt, gibt die 
Berechnung der geränderten Determinanten: 

(28) ^-=^«'+j'«;+2««, 

(30) AI ^., 

{^Öl) «jj = — j^t-t f «22 =" — ctf "S3 "" ~ 6T * 

Damit wird: 

(32) Ä'''^{b' + c^)A''-''-~^^*''\tj*'^''^'\ 

(.^^; ^44 ^ P^ - p- - :^ • 

Ohne Rücksicht auf das Vorzeichen von c^ folgt ans (32) , daß 
>1" und Ä'^ niemals beide gleichzeitig verschwinden können. 

Die ebenen Schnitte der Faraboloide sind daher entweder eigentliche 
Kegelschnitte oder getrennte Linienpaare (§ 114, (3) nur L und IL 
Kolonne), 

7. Das elliptische Paraboloid. Beim elliptischen Paraboloid (27) 
ist nach (30) fQr jede endliche Ebene: 

-Äl^>0 oder - 0, 

je nachdem u 4= oder =» 0, also die Ebene nicht parallel oder parallel 
der X-Achse ist. Die zweite Zeile der Tabelle § 114, (20) ist daher 
unmögUch. 

Nach (33) ist Jl'J < und danach: 

sign -4" -4'^ = — sign J." == — sign {Irv^ + c^w^ + 2us). 

Ist die endliche Ebene u, r, ic, s keine Tangentialebene (§ 70, (32)) ; 

(34) fe«r« + c^w^ + 2us + 0, 

so ist die Schnittkurve eifie EUipse oder Parabel, je nachdem die Ebene 
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9wr Hauptachse nickt paraUd oder parallel ist; die Eüipse ist imaginär 
oder reell, je nachdem 

(35) feV + c*M?* + 2w5 < oder > 0. 

Ist Ä* ^ 0, so kann nach (28) nicht u — (-^JJ^ — O) sein, ohne 
daß anch t; = 0, w^O, nnd ist nach (32) - A"" > 0. 
Ist die endliche Ebene u, v, w, $ eine Tangentialebene: 

(36) bH^ + c^w^ + 2us - 0, 

so ist sie der Haupt^ichse nickt parallel, und die Schnittktirve ist ein 
imaginäres Linienpaar mit endlichem Doppelpunkt. 

8. Das hyperbolische Faraboloid. Beim hyperbolischen Paraboloid : 

(37) fi- J + 2x = 

(- c' für c* in (27)— (33)) ist für jede Ebene nach (30): 

-^:;,<0 oder =0, 

je nachdem « + oder =0. Die erste Zeile der Tabelle § 114,(20) 
ist daher anmöglich. 

Ist die endliche Ebene n, v, iv, s leine Tangentiald>ene: 

(38) b^v^ - C'W^ + 2u5 + 0, 

so ist die Schnittkurve eine Hyperbel oder Parabel, je nadhdem die Ebene 
zu der HaupfacJise niclit parallel oder parallel ist, 

Ist Ä*^ 0, so ist nach (32) - ^'"< 0; ist neben ^"-0 auch 
A^^ -0 (w - 0), so ist nach (28) und (33) zugleich A'^ - 0. Daher 
ist in der Tabelle § 114, (20) nur das zweite und vierte Feld der vierten 
Kolonne möglich. 

Ist die endliche Ebene u, v, w, s eine Tangentialebene: 

(39) b^v^ - chv'^ + 2us = 0, 

so ist die Schnittkarre ein Linienpaar mit endlichem Doppelpunkt oder 
eine einzelne endliche gerade Linie (in Verbindung mit einer unendlich 
fernen), je nadidem sie der HauptacJise nidU parallel oder parallel ist. 
Die in einer einzelnen geraden Linie schneidenden Ebenen sind 
also die beiden Scharen paralleler Ebenen (§ 62, (13); (13')): 

(40) bh--C'w^ = 0, M = 0. 

9. Der elliptische Kegel. Für den elliptischen Kegel: 

(41) .9=i:-+i;-^=o 

gibt die Berechnung der geränderten Determinanten: 
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(42) ^ ^"=„W' 



8' 

b 

{Aft\ A" ^ ^L_ J** «, *JL J« ^ 



(44) A 



44 "" a«6*c« ' 



(45) 






Damit wird: 

(46) ^'"=^V + ft*-0 + ^«, 

(48) A"''^AZ-(-^ + -^-j,)s^ 

(49) ^;: = (a> + b*-c*)A'^ - '•*-"'+JX,+~^^'. 



Nach (42) verschwindet Ä** gleichzeitig mit s. Sonst ist stets 
A** > 0. Ist nun — J."^ > 0, so folgt aus (47) gerade wie unter 4 
aus (15), daß A'^<0 und daher A^A'^^^KO, Es folgt daher mit 
Rücksicht auf die Tabelle § 114, (20): 

Jede nickt durch die Spitee des Kegels (41) gehende Ebene m, v, u\ s 
schneidet in einem reellen eigentlichen Kegelschnitt: einer EUipse, Hy- 
perbel oder Parabel f je na^chdem: 

(50) aV + 6 V - c«t<;« < 0, >0 oder =0.^) 

In letzterem Falle ist die Ebene einer Tangentialebene parallel (§ 71,(8)), 
Ist ^"-0 oder 5 - 0, so ist nach (46) und (48): -Ä^'^-Al^ und 

^"•'=^'J. Ist daher ^'"+0, so ist auch ^;^+0. Ist aber ^"* = 0, 

also auch Ä^^^O, so ist nach (49) ^^" + 0, also auch ^""+0. 

Daher folgt aus der Tabelle § 114, (20): 

Eine durch die Spitee gehende Ebene schneidet in einem imaginären 

oder reellen Geradenpaar oder einer Doppelgeraden, je nachdem: 

a>u» + &*y* - c*w;* < 0, >0 oder =0. 

Die längs einer Geraden berütirenden Tangentialebenen des Kegels 
sind daher durch die Bedingungen: 

aH^ + b^v^ - c^w^ = 0, 5 = 
gekennzeichnet (§ 71, (8); (9)). 
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§ 116. Qleicliseitig liyperbolisclie Schnitte. 

1. Allgemeine Bedingung der gleichseitig hyperbolischen 
Schnitte. Die Schnittkurve der Fläche zweiter Ordnung mit einer 
Ebene u, Vy iv, s kann stets durch eine Gleichung von der Form 
§ 110^ (11) dargestellt werden, die sich auf ein in der Ebene liegendes 
rechtwinkliges Koordinatensystem Sli^i] bezieht und in der (§ 109,(25))* 

(1) Aj + A, = _AjJ', A.A, = -^j«, c» = «» + e» + u;«. 

Ist nun: 

(2) AZ - 0, 

SO werden k^ und X^ entgegengesetzt gleich, etwa X^^ X, A, = — X, 
und nimmt die Gleichung der Schnittkurve die Form: 

(3) i(|» - n^) + 2a;j + 2a,;ij + ai = 
an, worin nach (1): 

(4) X* = '^j' • 

Unter der Bedingung (2) ist daher der ebene Schnitt eine gleich- 
seiiige Hyperbel (§ 26, {26)y^) 

2. Arten der gleichseitig hyperbolischen Schnitte. Wir verstehen 
dabei unter gleichseitiger Hyperbel edle in der Form (3) enthaltenen 
Kegelschnitte. 

Wenn neben (2) -4J[^ + 0, also nach (4): 

(5) AI > 0, 

hat die Kurve (3) nach § 111, (11) einen bestimmten Mittelpunkt: 

(6) n x^f, y^§\ ^=jr, 

-^44 -^44 -^44 

und ihre Gleichung kann nach § 112, (18) auf die Form: 

(7) ^ iV - V') + j«- = 

^44 

gebracht werden. Es ergibt sich daher als Sonderfall der zweiten 
Zeile der Tabelle § 114, (20): 

Je nachdem neben (2) und (5): 

(8) ^"+0 oder J["=0, 

ist die Schnittkurve eine eigentliche gleichseitige Hyperbel oder ein recht- 
mnkliges Geraxlenpaar. 
Ist aber neben (2): 

(9) Al=0, 

so besteht der gleichseitig hyperbolische Schnitt (3) aus einer endlichen 
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und einer unendlich fernen Geraden oder ist eine unendlich ferne 
Doppelgerade. Er kann dann in homogenen Koordinaten in der Form: 

(10) rit = oder r^^O 
dargestellt werden (§ 114,(20), 4. Zeile). 

3. Der Leitkegel der gleichseitig hyperbolisohen Schnitte. Die 

Bedingung (2) oder § 109, (10 ): 

(11) Ä'^ - <, + <3 +a^=^0, 

ist nach § 109, (i>) eine in u, r, w homogene Gleichung zweiten Grades. 

Diejenigen Ebenen m, r, tv, s, welche die Fläche zweiter Ordnung 
in einer gleichseitigen Hgperbd (3) schneiden, sind die oo^ Tangential- 
ebenen einev unendlich fernen Kurve zweiter Klasse^ die durch die Glei- 
chung (11) dargestellt tvird (§ 80, (19')). 

Die Ebenen gehen büschelweise durch eine Tangente dieser 
Knrre. Diejenigen von ihnen, die neben (11) die Gleichung: 

(12) s = 

erfüllen, also durch den Koordinatenanfangspunkt gehen, umhüllen 
einen Kegel zweiter Klasse (§ 80, (20')). 

Wir nennen diesen Kegel z weif er Klasse: 

(13) A'^ = 0, 5 = 

den Leitkegel der gleicJiseitig hyperbolischen Schnitte der Fläche zweiter 
Ordnung. 

Jede Tangentialebene dieses Kegels und jede zu ihr parallele Ebene 
sdiPieidet alsdann die Fläche in einer gleichseitigen Hyperbel (im all- 
gemeinen Sinne (3)). 

Die Tangenten der Kurve (11) sind nach § 21, (40); §26,(26) 
auch diejenigen Geraden der unendlich fernen Ebene, welche die un- 
endlich ferne Kurve der Fläche und den imaginären Kugelkreis 
(§ 91, 8) in vier harmonischen Punkten treflfen. 

4. Leitkegel der gleichseitig hyperbolischen Schnitte beim 
Hyperboloid und KegeL Von den Mittelpunktsflächen zweiter Ordnung 
können nur diejenigen gleichseitig hyperbolische Schnitte haben, die 
überhaupt hyperbolische besitzen, die beiden Hyperboloide und der 
Kegel (§ 115, 4; 5; 9). 

Die Gleichungen der beiden Hyperboloide sind: 
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und die ihrer Asymptotenkegel: 

Jeder der letzteren kann zugleich als beliebiger elliptischer Kegel gelten 
Der Leitkegel (13) der gleichseitig hyperbolischen Schnitte hat 
für die Flächen (14) und (15) nach § 115, (7) und (47) dieselben 
Gleichungen : 

(16) (1 - /.)««+ (^ - ^.).«- Q, + ^)«;«= 0, * = 0, 
und für die Flächen (14') und (15') ebenso: 

(16-) (^V + ^y+(^-J,y+(^l-J,y=0, s-0. 

Der I^itkegel der gleichseitig hyperbolischen Schnitte des Hyper- 
boloids und seines Asymptotenkegels ist also ein mit diesem konjsen- 
irischer und koaxialer Kegd zweiter Klasse. 

Er kann nach § 80, 10 ein imaginärer oder ein elliptischer oder 
ein in zwei Ebenenbüschel (ein Strahlenpaar) zerfallender Kegel sein. 
Das letztere tritt bei (16) ein, wenn mit &*=c* der Kegel (15) von 
der besonderen Art § 54, 8 ist (für a* = c' imaginäres Strahlenpaar). 

5. Arten der gleiohseitig hjrperbolisohen Schnitte der Hyper- 
boloide und Kegel. Jede (reelle) Tangentialebene des Kegels (16) oder 
(16') und jede zu ihr parallele Ebene schneidet das Hyperboloid (14) 
oder (14') und seinen Asymptotenkegel in einer gleichseitigen Hyperbel. 
Diese ist, da nach § 115, (8) und (49) A^^ nicht neben Ä^ yer- 
schwinden kann, nach (7) stets entweder eine eigentliche gleichseitige 
Hyperbel oder ein rechtwinkliges Geradenpaar, und zwar nach (8), 
je nachdem A^^O oder -4" = 0, je nachdem also die schneidende 
Ebene u, v, w, 5 keine oder eine Tangentialebene des Hyperboloids ist. 

Nun ist aber für die Hyperboloide (14) und (14') nach § 115, (9) 
bezüglich : 

(17) ^"= ^,^,^, — ^^'^, (17) ^"= — a«6*c« ""^44* 

und für einen gleichseitig hyperbolischen Schnitt ti, v, w, s nach (5) 
A^y> 0. Im Falle (17') kann daher für einen solchen J." nicht ver- 
schwinden, während es im Falle (17) für jedes reelle der Gleichung 
(16) genügende Wertsystem w, ü, w zwei reelle Werte von s: 

(18) s'=^Ala^b^c^ 

gibt (§ 109, 8;) für die 4"= wird. 

I. Bei dein ei^ischaligen Hyperboloid gibt es in jedem (reellen) Büschel 
paralleler gleichseitig hyperbolisdter Schnittebenen zwei (reelle) Tangential^ 
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ebenen; sie schneiden die Fläche in zwei zueinander senkrechten Er- 
zeugenden. 

IL Beim zweischaligen Hyperboloid gibt es nur eigentliche gleich- 
seitige Hyperbeln als SchniUkurven. 

ni. Beim Kegel (15) ist nach § 115, (42): 

(19) ^"=^tp7,; 

SO daß gerade die Ebenen des Leitkegels (16) in zwei zueinander senkr 
rechten Erzeugenden schneiden, alle parallelen Ebenen in eigentlichen 
gleichseitigen Hyperbeln, 

IV. Bei dem am Schluß von 4 erwähnten Kegel bilden also die 
in rechtunnkligen Erzeugenden schneidenden Ebenen zwei Büschel, deren 
Achsen in Ebenen- und Punktkoordinaten die Gleichungen haben: 

(20) (a* - b^v^ - (a* + V)w^ = 0, 5 = 0; 

(21) ^. !^. - a« + 6« = Ö' ^ = ^5 a' > b\ 

also nach § 59, (21) und § 84, (8) die Polstrahlen der Kreisschnitt- 
ebenen sind. 

6. Ort der Funkte des einsohaligen Hyperboloids mit recht- 
winkligen Erseugenden. Die Berechnung der geränderten Deter- 
minanten gibt für die Fläche (14) nach § 115,(4): 

Für den Mittelpunkt (6) eines gleichseitig hyperbolischen Schnittes, 
der mit (18) in ein rechtwinkliges Geradenpaar zerfällt, ist daher: 

(23) X ^ , y j, z---^ 

Danach ist, wieder mit Rücksicht auf (18): 

oder nach § 115, (8) mit Ä^^O und — (? für c>: 

(24) x^+y^+z^=^a^+ 6»- (?. 

Die Punkte des einschaligen Hyperboloids^ durch die zwei zueinander 
rechtunnklige Erzeugende gehen, liegen auf der Kugel (24) (§ 64, (3)). 

7. Beziehung des Leitkegels (16) zum Asymptotenkegel. Die 
Gleichungen (16) oder (16') können mit der Abkürzung: 

(25) h + i^-h-"^ ^^'^ (25') h-h-l^-^ 
in der Form geschrieben werden: 



628 S 116, 7-9. 

(26) g + j;_«')_rf(„«+«»+„;«)-0, * = 0, 
oder: 

(26') g-?;_^;)-rf(ii«+t;»+u;»)-0, s«0. 

Aus der Form dieser Gleichungen folgt (§ 71, (22); (8); § 118, (l2)). 

Der Leitkegd der gleichseitig hyperboliscJien Schnitte des Hyper- 
boloids ist mit dem Beziprolcalkegd des Anymptotenkegels kotifokal, 

8. Nichtvorhandensein von drei rechtwinkligen Erseugenden 
bei Kegel und Hyperboloid. Der erste der beiden Reziprokalkegel 
zweiter Klasse: 

(27) ^ + ^ - ^ ^ 0, 5 = 0, (2i ) ^, - ^-, - _ « 0, 5 = 

der Kegel (15), (15') ist der Ort aller Ebenen, die auf einer Erzeugenden 
des Kegels (15) senkrecht stehen. Der zu (27) konfokale Kegel (26) 
hat mit (27) selbst keine reellen Tangentialebenen gemein (§ 118, 8). 
Daher kann die Ebene eines gleichseitig hyperbolischen Schnittes f£lr 
d =^0 niemals auf einer Erzeugenden des Kegels (15) senkrecht stehen, 
also auch zwei rechtwinklige Erzeugende, in denen eine solche Ebene 
den Kegel (15) schneidet, niemals beide auf einer dritten. 

Bei eifiem elliptischen Kegel gibt es im allgemeinen keine drei zu- 
einander senkrechten Erzeugenden, 

Da nun zu jeder Erzeugenden des Kegels (15) ein Paar paralleler 
Erzeugenden des Hyperboloids (14) gehört und umgekehrt, so folgt: 

In einer Regelschar eines einschaligen Hyperboloids gibt es im 
allgemeinen keine drei zueinander setikrediten Erzeugenden. 

9. Gleichseitiger Kegel und gleichseitige Hsrperboloide. Ist 

jedoch in (25), (25') rf = 0, so fällt der Leitkegel (26), (26') der 
gleichseitig hyperbolischen Schnitte mit dem konfokalen Reziprokal- 
kegel (27), (27') zusammen. In diesem Falle steht daher jede Ebene 
eines gleichseitig hyperbolischen Schnittes auf einer Erzeugenden des 
Asymptotenkegels senkrecht und jede auf einer Erzeugenden senk- 
rechte Ebene ist Ebene eines gleichseitig hyperbolischen Schnittes. 

Wir nehmen das einschalige Hyperboloid (14) und den Kegel (15) 
gleichseitig (§ 64, (8); (12)), ivenn: 

(2'^) i + ^ - i = « 

und da^ ziveischalige Hyperboloid (14') und denKe{iel{lb*)glei€Jiseitig,tvenn: 

Dann lautet das gewonnene Resultat: 
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Bei dem gleichseitigen Kegel schneidet jede auf einer Erzeugenden 
senkrechte Ebene in einer gleichseitigen Hyperbel, b&siehungsiceise, wenn 
sie durch die Spitze geht, in zwei zueinander senkrechten Erzeugenden. 

Der gleichseitige Kegel besitzt oo^ Systeme von drei zueinander 
senkrechten Erzeugenden; jede Erzeugende bestimmt ein solches System. 

Bei dem gleichseitigen einschaligen und dem gleichseitigen zwei- 
schaligen Hyperboloid schneidet jede auf einer Erzeugenden des Asymptoten- 
kegels senkrechte Ebene in einer gleichseitigen Hyperbel. 

Jede Regelscliar des gleichseitigen einschodigen Hyperboloids enthalt 
(x>^ Systeme von drei zueinander senkrediten Erzeugenden. 

10. Leitkegel des gleichseitig hyperbolischen Faraboloids, hyper- 
bolischen Zylinders und Ebenenpaares. Die Gleichung des hyper- 
bolischen Paraboloids ist: 

(29) y;_£; + 2x=o, 

die des hyperbolischen Zylinders: 

(30) S-f^-l' 

und die der Asymptotenebenen der beiden Flächen (29) und (30): 

(31) S-T. = 0. 

Der Leitkegel (13) der gleichseitig hyperbolischen Schnitte hat 
für diese drei Flachen nach § 115,(33) die Gleichung: 

(32) (^_^y+^;_^;=o,.=o. 

Der Leitkegel der gleichseitig hyperbolischen Schnitte des hyper- 
bolischen Paraboloids, des hyperbolischen Zylinders und des Ebenen- 
paares ist ein mit diesen koaxialer Kegel zweiter Klasse. 

11. Arten der gleichseitig hyperbolischen Schnitte beim hyper- 
bolischen Paraboloid. Jede Tangentialebene des Kegels (32) und 
lede zu ihr parallele Ebene u, v, w, s schneidet das hyperbolische 
Paraboloid in einer gleichseitigen Hyperbel. 

Diese zerfällt nach (9) in eine einzelne Gerade (in Verbindung 
mit einer imendlich fernen, wie in (10)), wenn die Ebene neben (32) 
auch noch die Gleichung w = (§115, (30)) erfüllt, so daß: 

(33) b^v^ - c^w^ = 0, M - 0; 

sie ist dann einer der Asymptotenebenen parallel. 

st SU de, PUehen Eweiter Ordnung. IL 41 
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L AUe den Asympioienebenen parallelen Ebenen und nur diese 
schneiden das hyperbolische Pardboloid in einer eingdnen endlichen 
Geraden (§ 115, (40)). 

Im übrigen, für u 4^ 0, schneidet eine Ebene u, v, w, s, fQr die 
u, V, w der Gleichung (32) genügen, nach (8) in einer eigentlichen 
gleichseitigen Hyperbel oder einem rechtwinkligen Geradenpaar, je 
nachdem J.«+ oder ^-=0 ist. Nach § 115, (28) gibt es aber zu 
jedem u, v, w mit m + einen Wert: 

(34) s^^- 2^ --, 

für den J."=0 wird. 

11. In jedem Büschel paraüder gleichseitig hyperbolischer Schnitte 
gibt es also stets eine und nur eine Tangentialebene. Sie schneidet das 
ParaboUnd in zwei zueinander senkrechten Erzeugenden. 

12. Ort der Punkte des hyperbolisohen ParaboloidB mit reoht- 
winkligen Erzeugenden. Die Berechnung der geränderten Deter- 
minanten gibt für die Fläche (29), wie § 115,(30): 

QE\ äU 6*t;*— C*t(7*+*** AU «t? jM ww .u v* 

Für den Mittelpunkt (6) eines gleichseitig hyperbolischen Schnittes, 
der mit (34) in ein rechtwinkliges Geradenpaar zerfällt, ist daher: 

Der zweite Wert (36) von x ist aber nach (32) auch: 

j,t ^« 

(37) ^ = --2 • 

Die Punkte des hyperbolischen Paraboloids (29), durcJ^ die zwei zuein- 
ander rechtwinklige Erzeugende gelien, liegen auf der Ebene (37) (§ 65, (44)) 
mit umgekehrtem Vorzeichen von x in der Ausgangsgleichung (§65,(8)). 

13. Beziehung des Leitkegels zu den Asymptotenebenen. Mit 

der Abkürzimg: 

(38) d = ;, - ^ 

kann die Gleichung (32) in der Form: 

geschrieben werden. Daher gehört der Leitkegel (32) einem Jcon- 
fokalen Systetn (§ 118,(12)) mit den FokaUinien (§ 118, (17)); 

(40) S-?-0, 5 = 

an. 
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In Punktkoordinaten lautet die Gleichung des Kegels (32) nach 
§71,(11)5(120: 



(41) 



^* _L ^ _ fl — O 

t «■ I»« ^* ^9 



b^—c 



während die Fokallinien (40) durch (§ 118,(3)): 



(42) 



bY - c^^^ =0, ar = 



und die in derselben Hauptebene liegenden Scheitdlinien des Kegels 
durch: 



y* 



^ — = 



x = 



(43) 

dargestellt sind. 

Die Scheitdlinien (43) des Leitkegels der gleichseitig hyperbolischefi 
Schnute des hyperbolischen Paraboloids sind daher die Scheitetereeu- 
genden des letzteren (§ 65, (6)). 

Die ihnen entsprechenden Tangentialebenen des Leitkegels sind 
die Asymptotenebenen des Paraboloids, die nach 11; I in der Tat 
gleichseitig hyperbolische Schnitte im Sinne von (10) liefern. 

Die Fokallinien /*, f in (42) des Leitkegels der gleichseitig hyper- 
bolischen Schnitte sind die Normalen der Asymptotenebenen oder die 
Normalen der Scheitdereeugenden s,s in der 
ScheiteUangentiaUbene x = des Paraboloids 
(Fig. 183). 

14. Nichtvorhandensein von drei recht- 
winkligen Erzeugenden beim hyperbolischen 
Faraboloid. Die Brennlinien sind daher auch 
die Trager aller Ebenen u, v, tv des Bündels 
am Scheitel 0, die auf einer Asymptotenebene 
senkrecht stehen. Da aber der Kegel (39) 

mit seinen Brennlinien keine Tangentialebene gemein hat, kann die 
Ebene eines gleichseitig hyperbolischen Schnittes niemals auf einer 
Asymptotenebene senkrecht stehen, also auch auf keiner Erzeugenden, 
die einer solchen stets parallel ist. 

Auf dem hyperbolischen Pardbohid gibt es im allgemeinen keine 
'drei eueinander senkrechten Erzeugenden (§ 65, 17). 

15. Das gleichseitige hyperbolische Faraboloid. Ist jedoch in 
(38) rf =• 0, also V — c*, so zerfällt der Kegel (39) in die beiden 
Ebenenbüschel der Fokalstrahlen (40), die dann zugleich aufeinander 
senkrecht werden: 

(44) t;>_M;2«0 

41* 
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632 § 116, 16. § 117, 1. 

and mit den Scheitelerzeugenden: 

(45) y8_jer«=,0, x^O 

zusammenfallen. 

Das hyperbolische Paraboloid, welches alsdann die Gleichung: 

(46) ?''-"' + 2a; -0 

erhält; ist in diesem Falle gleichseitig. 

Das gleichseitige hyperbolische Paraholoid tvird daher von jeder 
durch eine der beiden Scheitelerzeugenden gehenden Ebene in einem 
rechtwinkligen Geradenpaar, von jeder parailden Ebene in einer gleich- 
seitigen Hyperbd gesdmitten. 

Seien A und A' die beiden Asymptotenebenen, a und a' ihre 
Schnittlinien mit der Ebene x = 0, also die Scheitelerzeugenden des 
ParaboloidSy und g die mit a, g' die mit a' gleichnamigen Erzeugen- 
den. Dann ist irgendeine Erzeugende g parallel zar Ebene A und 
daher senkrecht zu deren Normale a\ Man kann daher durch a' 
eine Ebene f legen, die zu g senkrecht ist. Da f durch a' geht, 
schneidet sie das Paraboloid in zwei rechtwinkligen Erzeugenden a' 
und hy die wie f selbst beide zu g senkrecht sind. 

Zu jeder Erzeugenden g gibt es daher eine gleichnamige senkrechte 
Erzeugende A, so daß g und h zusammen mit der ungleichnamigen 
Scheitelerzeugenden a ein System von drei senkrechten Strahlen bilden 
(§ 65, 17). 

§ 117. Die Ereissclinitte der Flächen zweiter Ordnung. 

1. Allgemeiner Begriff eines Kreisschnittes. Die Schnittkiirve 
der Fläche zweiter Ordnung mit einer Ebene § 110, (9); (10) kann 
nach § 110, (11) stets durch eine Gleichung von der Form: 

(1) X^l^ + k^ri' + 2a;j + 2a;,7i + a^ = 

dargestellt werden, die sich auf ein in der Ebene liegendes recht- 
rechtwinkliges Koordinatensystem ü^iy bezieht und in der X^ und l^ 
die Wurzeln der quadratischen Gleichung H(>1) = in §109,(11) 
bedeuten. 

Sind diese beiden Wurzeln einander gleich: 

(2) A, = A„ 

ao ist die Kurve (1) ein Kreisschnitt, ihre Ebene eine Kreisschnitfebene 
der Fläche.^^) 
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Der gemeinsame Wert k von 2^ und X,, mit dem die Gleichung 

(I) die Form: 

(3) i(|» + 1?») + 2a;,| + 2a,,,, + a^ = 

annimmt, entspricht alsdann nach § 109, (25) den Gleichungen: 

(4) 2A = - 4V , X«= - ^^* ; e»= u'+v'+w'^ 

2. Arten der Kreissohnitte. Wenn neben (2): 

(5) ^::.+o, 

hat der Ejreisschnitt (3) nach § 111, (11) einen endlichen MiUelpunkt: 

A^ A^ A^ 

\">^ •*'0 J«« y yo — AU j ^O"^ JK > 

/I44 -A44 -Ä44 

und seine Gleichung kann nach § 112, (18) auf die Form gebracht 
werden: 

(7) ;i(l'+'2') + ^-0. 

-^44 

Das Quadrat des Radius des Kreises ist daher mit Rücksicht 
auf (4): 

\P) Q jM'i "^ ~Aü A~rü ' 

^44 A -^.44^144 

Da nun nach (4) ^4^ < und Ä'^ + sein muß (§ 114, (11)), 
so folgt (för eine reelle Ebene u, v, Wy s): 

Ein unter der Bedingung (2) entstellender Kreisschnitt Juxt unter 
der Bedingung (5) den endlichen Mittelpunkt (6) und das Badius- 
(juadrat (8). Er ist für: 

I^A'^ >0 :ein imaginärer Kreis] 
Ä**A'^l < : ein redler Kreis] 
Ä** = : ein Nullkreis, 
Wenn in (3): 
(10) x==^Q{Ä[^ = 0, ^11 = nach (4)) , 

so besteht der Kreisschnitt (3) aus einer endlichen und einer unendlidi 
fernen Geraden oder ist eine unendlich ferne Doppelgerade (§ 114, (3)) 
und kann in der Form: 

(II) i?T = oder r»=0 

dargestellt werden mit homogenen Koordinaten ^, rjy r. 

Jeder Kreisschnitt (3) geht durch die beiden imaginären Kreis- 
punkte der schneidenden Ebene (§ 100, 2). 

3. Die überzähligen Bedingungen der Kreisschnitte. Die Be- 
dingung (2) ist nach § 109, 6, IV immer dann und nur dann erfüllt, 



(12) 
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wenn zwischen den Koeffizienten a^, der Fläche, den Koeffizienten 
M, V, tc der Ebene und der Doppelwurzel Xi — A, =» A die sechs Glei- 
chungen bestehen: 

^HnW =» «u + K^^ + ^^^) («88-^)^^* - (a,,- A)m;*+ 2a^^vw = 0, 

HssW - «33 + ^(ti' + t;*) = -(aM-^)t*' -K- ^)^*+ 2a,^uv^ 0, 
'^M W "■ «23 ~~ ^^^ ™ (^11 "~ ^)v^ + c^a»«**— ÄijWM — a^iUV = 0, 
Hji(A) =» «3^ — kwu =- («21 — ^)wu + ajit;* — a^^uv — a^^vw — 0, 

Durch Elimination von k ergd>en sich hieraus die Bedingungen für 
die Koeffizienten u, v, w einer Ebene, die einen KreisschniU der Fläche 
a^t, liefert. 

4. Systeme paralleler Ereisschnittebenen. Da die Bedingungen 
(12), sowie (5) und (10), nur die Koordinaten u:v :w der SteUung 
der schneidenden Ebene § 114, (2), nicht s enthalten, so folgt: 

Wenn die Fläche von einer Ebene in einem Kreise (7) geschnitten 
wird, so wird sie auch von allen parallelen Ebenen in einem solchen 
gesdinitten. 

Mittelpunkt (6) und Radiusquadrat (8) sind dagegen von s ab- 
hängig (§ 107, (5)). 

Wenn die Fläche von einer Ebene in einem Kreise (11) ge- 
schnitten wird, so wird sie auch von allen parallelen Ebenen in einem 
solchen geschnitten. 

Die Kreisschnittebenen der Fläche treten also in Büscheln 
paralleler Ebenen auf. 

5. Abhängigkeit der überzähligen Bedingungen voneinander. 

Für die Determinante H(;L) in § 109, (1) ist unbedingt (I Anm. 1, III, (17)): 

H,,{X)u + H,,{k)v + H,,{X)w^O, 
(13) , »nWu + H„(A)t; + H,,(l)w = 0, 

H3i(A)u + H,,Wv + H^(X)w = 0. 

Wenn daher keine der drei Größen u, v, w verschwindet, folgen 
aus den drei letzten Gleichungen (12) sofort die drei ersten. Setzt 
man aber die drei ersten Gleichungen (12) voraus, so daß aus (13) 

wird: 

wH,,{X) + vH,,{l)^0, 

wH,,{k) +wHi3(A)»0, 

vH^{X) + uH,,{k) «0, 
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80 folgen, wenn die Determinante: 

w V 

M = 2uvw 



w 



V 



u 



nicht yerschwindety die drei letzten Gleichungen (12). 

Die drei ersten Gleichungen (12) aber, wie auch die drei letzten, 
sind bei allgemeinen Koeffizienten a^p u, v, w voneinander unab- 
hängig, da jede einen Koeffizienten a^, enthält, der in den beiden 
andern nicht vorkommt. 

Die iiberzäkligen Bedingungen (12) zählen im allgemeinen für drei, 
nach Elimhiation von k für zwei unabhängige Bedingungen. 

Da sich indessen nicht allgemein angeben läßt, welche drei ge- 
rade die unabhängigen sind, so ist es vorteilhafter, alle sechs beizu- 
behalten. 

6. Anwendung der überzähligen Bedingungen auf das drei- 
aohaige EUipsoid. Für das EUipsoid: 



y' 



(14) -,+|_, + l- = l, a^>V>c\ 

lauten die Bedingungen (12): 



(15) 






') '' + (i 



x)«»-o, 



(16) 



(f. 



Xjvw 
kjwu 

k] UV 



-') 



0, 

0, 
0. 



Nach (16) muß, da a*-^ &* 4* <^f wenigstens eine der Größen 
it, V, to verschwinden; nach (15) und (16) können aber auch nicht 
zwei von ihnen verschwinden. 

Ist zunächst m — 0, t; + 0, w + 0, so folgt aus (16): A — , 
and damit aus (15): 

(^-i)^+(f.-i-.y-«- 

Den beiden hierdurch bestimmten Stellungen u: v :w entsprechen 
die durch (s =- 0) gehenden Ebenen (§ 71, 11): 

(17) A = i,: (a^_6«)|-: + (a»-c«)J = 0, 

und alle zu diesen parallelen Ebenen. Ebenso erhält man mit v =^ 
und mit u; » 0: 
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Das dreiachsige Ellipsoid (14) besitzt daher sechs Systeme (§ 100, 2) 
von Kreissdmittebe^ien, je zwei Systeme paraild jeder Hauptadise. Aber 
nur das der miiüeren Achse parallele System ist reell (§ 58, (21)). 

7. Mittelpunkt und Badius der Ereisschnitte des Ellipsoids. 
Die den reellen Kreisschnifctebenen u, v, w, s entsprechenden Werte 
von Uj r, w sind nach (17): 



(18) 



u 



, t; = 0, m; = 



/P^^c« 



a ' ' c 

Mit diesen werden die geränderten Determinanten § 115, 3: 



(19) 



Va» — 6« 



u 



a&V 






a*5*c^' 



a» — c^ 






a' — c' — «' 



an^c 



-^44 



-2 






während: 
(20) 



9 s I s I 8 6*(a*— c*) 



Danach ergibt sich für Mittdpunld (6) und Badiusquadrat (8) 
des Kreisschnittes u, v, w, s in (18): 

(21) «^-^' 

(22) 



rt« — c* ' ^ ' a* — c* ' 



2_ &«(0^— ^— S«) 



a« — c* 



Mit s = wird der Radius der mittleren HaJhaclise h gleich. 
Mit s^^ya^—c^ wird (> = und folgen aus (21) die Kreispunkte 

(§58,(22)): 

Das Vorzeichen jeder der drei Wurzeln )/fe*— c^, y^?~^c^y 
ya^ — h^ ist dabei beliebig, aber überall dasselbe. 

Die Werte (21) und (22) stimmen mit § 58, (19) und (16) über- 
ein, wenn dort (§ 58, (18); (3)): 

= Tiu, - = kw, — 2|o = is: Ä -= — X- -^^^^r 

a '7 ? feO ) l/a« — 6*V^-c« 

gesetzt wird. 
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8. Der Kreisschnittkoeffizient als Hauptachsenkoeffizient. Der 
Koeffizient A in der Gleichung (3), der ^reisschnittkoeffizienlf^, hängt 
nach (4) von den Koeffizienten a^^, der Fläche und den Koeffizienten 
Uj V, w der schneidenden Ebene ab. Die letztere Abhängigkeit ist 
jedoch nnr eine scheinbare. 

Für die Determinante H(A) in § 109, (1) gelten nämlich un- 
bedingt die Gleichungen (I Anm. 1, HI, (17)): 

( («n-^)HnW + «i,H,,(A) + a,3H,3(A)+uH,,(A) = H(A), 

(24) <h.^nW + («^-A)H,,(A) + a,3H,,(A) + t;H,,(A)«0, 
l «81 HuW + «32 Hi,(A) + (a33- X)H,3(A) + wH,^{k) = 0. 

Bestehen nun die sechs Gleichungen (12), mit denen nach § 109, 
6, ni auch H(A') = ist, so folgt aus (24), da t#, v, w nicht alle 
drei verschwinden: 

(25) H,,(l) = 0. 

In gleicher Weise aber ergibt sich: 

(25) H„(X) = 0, H,,(A) = 0. 

Nun ist för die Determinante H(>L) wieder unbedingt: 

I («a - >■) H« (A) + «„ H«(A) + a.3 H« (1) + « H^(A) = 0, 

(26) o,, H« (A) + (a„ - A) H« (A) + a„ H« (A) + e H^(A) = 0, 
l «hH«(A) + a,,H«(A) + (o,, - A)H«(A) + m;H^(A) - 0, 

also bei Voraussetzung Ton (25) mit Hinblick auf § 109, (4): 

(27) H,^(A) = J{k) = 0. 

Die sechs Gleichungen (12) haben daher stets zur Folge (§ 44, 10), 
daß auch: 

(28) H,,(A) = 0, H„(A) = 0, H,,(A) = 0, ^(A) = 0. 

Die letzte dieser Gleichungen gibt aber den Satz: 

Sollen bei gegebenen Koeffizienten aj^^ der Fläche zwischen den 
Stellungskoeffizienten u, v, w einer Ebene und eitler Größe k die sechs 
Gleichungen (12) bestellen, so muß diese eine Wurzel der kuhischen 
Gleichung ^(X) = sein, oder: 

Der Kreisschnittkoeffizient k in (3), der als Hauptachsenkoeffizient 
der Schniükwrve (§ 108, (27)) eingeführt wurde, ist stets ein Haupt- 
achsenkoeffizient der Flädie selbst (§ 88, (17)). 

Die Gleichung (27) ist daher das Resultat der Elimination der 
beiden Verhältnisse u :v :tv aus den Gleichungen (12), die für drei 
anabhängige Gleichungen zwischen k und u :v : w zählen. 
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9. Beziehung der Kreissohnittebenen zu den Hauptaohsen- 
riehtungen der Fläche. Die kubische Gleichung (27) des Haupt- 
achsenproblems der Fläche selbst hat nach § 89, 3 drei reelle 
Wurzeln >L = Ai,Aj, A3. Setzt man eine solche Wurzel A in die 
GleichuDgen (12) ein, so zählen sie nach 5 noch als zwei unabhängige 
Gleichungen für die zwei Verhältnisse u: v :w und bestimmen die 
Stellung der zu der Wurzel k gehörigen KreisschnitUbetien, 

Andererseits ist für die Richtungskosinus a, ß, y der zu der 
Wwzd X gehörigen Hauptachsenrichtung der Fläche nach § 90, (3): 

(29) a:ß:y^Ji^{X): ^,.,(A) : J^W, * = 1, 2 oder 3. 

Die Unterdeterminanten § 109, (8) und (4) yon H{1) stehen aber 
unbedingt in der Beziehung (§ 45, (5)): 

(30) - H,,(A) = wz/,i(A) + vJ,,{X) + wJ,,(k), i = 1, 2, 3. 

Für das den Gleichungen (12) und daher (25) genügende Wert- 
system u : V : t€, X ist daher mit Rücksicht auf (29): 

(31) = ua + vß + wy, 
also: 

Die einer Wurzel X der kubischen Gleichung ^(A) -= erUsprechenden 
Kreisschnittebenen sind zu der derselben Wurzel entsprechenden Haupt- 
acJise der FläcJie parallel. 

Daß die Gleichung (31) auch besteht, wenn wegen des Ver- 
schwindens aller ^^f^{X]^ die Bestimmung (29) versagt, wird sich zu 
(36) ergeben. 

10. Anzahl der einer Wurzel X entsprechenden SZreisschnitt- 
ebenen. Um die einer Wurzel A der kubischen Gleichung (27) ent- 
sprechenden Ereisschnitte zu bestimmen, bietet sich in den drei ersten 
Gleichungen (12) für jedes der drei Verhältnisse v:Wy w:u, u:v eine 
quadratische Gleichung dar. Durch Auflösung dieser erhält man: 

v:w == «23 + fj — ^ii(A) : ajj — A = a^ — X: fltjjs — ^i^^iiW; 

(32) fi: : II = a^^ + a^V— ^^iW : ö^ll — A = a^g — A : a^^ — fj V — z^„(Ä), 

. M : V = aj, -f fg /— z/33(A) : aj2 — A = a^i — A : a^^ — £3 K — -^„(A), 
wo £1, £g, fg je ± 1 bedeuten. Daneben ist nach (30) und (25): 

I UzJ^^iX) + vz/jai'A) + wJ^^{X) = 0, 

(33) uJ,,(X) + t'^aaW + «^^23 W - ^, 

I uJ,,{X) + v^^,{X) + wJ^^iX) = 0. 

Ist nun die benutzte Wurzel A eine einfa>che Wurzel der Glei- 
chung -^(A) = 0, so können nach § 89, 5, I ^i,(A), ^^^(A), ^83(A) 
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nicht sämtlich yersch winden. Ist also etwa ^^^(l) =^0, so gibt die 
erste Zeile (32) zwei bestimmte, untereinander verschiedene Werte des 
Verhältnisses t; : w. Zugleich liefert die erste GleichuDg (33) zu 
jedem der beiden Werte von v : w einen bestimmten Wert von u : w 
oder ti : v. 

I. Einer einfachen Wurzd der Gleichung d{l) = entsprechen also 
stets zwei verschiedene Stellungen u:v:w von Kreisschnittebenen, 

Ist dagegen l eine zweifache Wurzel, so verschwinden für diese 
nach § 89, 6, II alle Unterdeterminanten ^j,i{^), aber nach § 89, 6, IV 
nicht alle Diagonalelemente a^^ — X, a,^ — >l, öt^j — >L von ^(l). Ist 
also etwa a^ — il + 0, so geben die auf: 

m; : t« = «31 : rt^i — A = 033 — A : a^^, 
u : V « a^j : ttjj — - A == a^i — X : a^* 
reduzierten Gleichungen (32) in: 

(35) u : V : w = a^i — k : a^^: a^^ 

ein einziges bestimmtes Wertsystem von ii :v : w. 

n. Einer zweifachen Wurzel der Gleichung J{k) =-0 entspricht 
also stets eine einzige Stellung von Kreissdinittebenen. 

Die der Doppel wurzel entsprechende unbestimmte Hauptachsen- 
richtung a, ß, y hat im Falle a^^ — >l 4= nach § 90, 4 nur der Be- 
dingung: 

(36) (a^i - l)a + a^^ß + a^^y « 

zu genügen, so daß nach (35) wieder die Bedingung (31) erfüllt ist. 

III. Ist X eine dreifache Wurzel, so werden nach § 89, 6, V 
die Gleichungen (12) identisch in u\v \w erfüllt. 

Hiemach ergibt sich zunächst ohne Rücksicht auf die Realitäts- 
frage (§ 90, 3; 5-, 6): 

IV. Je nachdem die Fläclie zweiter Ordnung drei verschiedene oder 
zwei gleiche oder drei gleiche Hauptachsenkoeffizienten, also drei, eine oder 
keine bestimmte Hauptaclise hat, besitzt sie sechs oder drei (s. unten 14) 
oder cx)* Systeme paralleler Kreisschnittebenen. 

II. Die reellen Kreissolinittebenen. Sind die drei Hauptachsen- 
koeffizienten k^, Xj, A3, die Wurzeln der Gleichung z/(>l) = 0, ver- 
schieden und ihrer algebraischen Größe nach geordnet: 

(37) Ai<A2<A3, 
80 ist nach § 89, (20): 

(38) ^«(iJ^O, ^,A)<0; ^.•.•(^)^0, i = l,2,3, 



640 § 117, 11-12. 

wo bei jeder Wurzel (§ 89, 6, I) wenigstens für ein ♦ das üngleich- 
heitszeichen gilt. Hiernach sind die Werte (32) für A =» A^ , X, ima- 
ginär, für X = ^2 reell, und folgt mit Rücksicht auf 9: 

I. Sind die drei Hauptaclisenkoeffieienien der Fläche zweiter Ordnung 
verschieden, so hcU die Fläche zwei reeUe Systeme paralleler Krei^chnitt- 
ebenen, die dem algebraisch mittleren Hauptachsenkoeffizienten entsprechen 
und der zu ihm gehörigen Hauptachse parallel sind. 

Sind zwei Wurzeln einander gleich, X^ = iL, oder X^ == X^, die 
dritte, X^ oder X^, verschieden, so ist nach § 89, (24) für die einfache 
Wurzel: 

(39) ^h(^8)^0 oder ^«(A^) ^ 0. 

Für diese sind daher die Werte (32) imaginär. Für die zweifache 
Wurzel gelten die Werte (34), und folgt somit: 

II. Sind unter den drei Hauptachsenkoeffizienten zwei gleiche, so 
hat die Fläche ein diesen entsprecfiendes reelles System paraUeler Kreis- 
schnittebenen, das zu der einen bestimmten Hauptachsenrichtung (§ 90, 5) 
senkrecht ist. 

III. Sind edle drei Hauptachsenkoeffizienten gleich, hat die Fläche 
alle Ebenen zu Kreisschnittebenen. 

VI. Bestimmung der reellen Kreissohnittebenen bei gegebener 
HauptaehBengleichung. Ist die Fläche zweiter Ordnung von Yorn- 
herein durch ihre Hauptachsengleichung § 90, (12) gegeben: 

(40) a^^x^ + a^^y^ + a^^z^ + 2a^^x + 2a^^y + 2a^^z + a^^ = 

und sind die Hauptachsenkoeffizienten verschieden und so geordnet, daß: 

(41) aji < aj2 < ags, 

so entsprechen die reellen Kreisschnittebenen nach 11,1 dem Haupt- 
achsenkoeffizienten A == ttgj . Statt die Auflösungen (32) der drei 
ersten Gleichungen (12) zu benutzen, entnehmen wir diesen selbst 
mit X = «22 • 

(42) t' = ; (aji - a^^) w^ - {a^^ - a^^) u^ = 0. 

Die Ebenen, deren Stellungskoordinaten u : v : w diesen Bedingungen 
genügen, sind dem Ebenenpaare: 

(43) («83 - a^s) z^ - (aj2 - a^;)x'- = 

parallel. Das reelle Ebenenpaar (43) selbst, dessen Achse die dem 

Hauptachsenkoeffizienten X = «jg entsprechende y- Achse ist, nennen 
wir die Hauptkreisschnittebenen, 
Ist dagegen: 

(44) an < «22 = «33 ^^^^ ö^ii ^ ttgj < «33, 
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SO bleibt nach 11, II mit A = o^^ nur die eine Hauptkreisschnittebene : 

(45) x = oder = 0, 

der alle andern parallel sind. 

13. Die HauptkreisBohnittebenen aller Flächen zweiter Ordnnng. 
Nach 12 erhalten wir nun sofort die Hauptkreisschnittebenen der 
durch ihre lanonischen Gleichungen dargestellten reellen Flächen zweiter 
Ordnung. In der folgenden Tabelle ist immer unter 1. die Gleichung 
der Fläche angegeben; unter 2. die jedesmalige Anordnung der Haupt- 
achsenkoef&zienten nach der algebraischen Größe in der Weise (41) 
oder (44); die Hauptkreisschnittebenen selbst sind jedesmal unter 3. 
in der Form (43) oder (45) und unter 4. in vereinfachter Form an- 
gegeben. Bei den mit * bezeichneten Flächen sind die Ejreisschnitte 
nach (11) gerade Limen. 

Flächen mit drei verschiedenen Hauptadisenkoeffizienten. 

I. Ettipsoid (§ 58, (21)); 

1. f:+£ + f;-l,a^>&^>c^; 2. !<;,<>; 

3. (^ - ^y- (i - J,)a:^= 0; 4. (a»-6^)f: - {V-c% = 0. 

II. Einschaliges Hyperboloid (oder elliptischer Kegel) (§ 59, (21)): 
l-S + S-^ = l (oder =0), a»>6»; 2. - ^ < ij < /, ; 

3- (/. - J.)y*- [h + iy = 0; 4. ia*-h>)ll - (a» + cO J' = 0. 
in. Zweischaliges Hyperboloid (oder elliptischer Kegel) (§ 60,(21)); 
L ^;-f;-|; = l (oder =0), 6»<c»; 2. -> <- J,<^; 

IV. Mliptisches ParaMoid foder eUipHscher Zylinder) (§ 61,(15); 
§ 59, (26)); 

1. ll + ~ = 2x (oder = 1), 6« > c«; 2. < ^^ < >, ; 

3. (). - jA)^* - (^ - 0)x' = 0; 4. (6* - c») i; - a:« = 0. 

V.* Hyperbolisches Paraboloid (oder Ay/>. Zylinder oder Ebenenpaar) 
(§ 62, (13)); 

1. i; - ^i = 2a; (oder = 1 oder = 0); 2. -^<0<^^; ■ 
3.(/.-0)y»-(0 + i,)^ = 0; 4. fj - j' = 0. 
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Flächen mit zwei gleichen Hau^tachsenkoeffmenten. 
L Botationsdlipsoid: 

1. '"'^- + ^='1, a'>c«; 2. i = ^<4; 3. ^ = 0; 
oder: 

1. ?|- + yl+/' _ 1 a«>c»; 2. -i < A « -V; 3. a? = 0. 

II. Botationshyperholoid foder -kegel): 

l.'''+X-'^, = l(oier^Oy, 2. -i<^ = l; 3. * = 0; 
oder: 

1. J - ^'^- = 1 (oder = 0); 2. - ^ = - ^ < 1; 3. a; = 0. 

ni. Rotationsparaboloid ('oder -zylinder): 
1. ?' + 1' = 2a: (oder = 1); 2. < ^ = ^; 3. a; = 0. 

IV.* Parabolischer Zylinder ('od. Parallelebenenpaar od. Doppelebene): 
1. 4 = 2a; (oder = 1 oder =0); 2. = < ^ ; 3. « = 0. 

C C 

Flächen mit drei gleidien Hauptachsenkoeffieienten. 
L Kugd: 

1. — ^, =1: 2. , = -T = -t; 3. jede endliche Ebene. 

IL 1. Efidliche und unendlich ferne Ebene (unendlich ferne Dcppd- 
ebene); 2. = = 0; 3. jede endliche Ebene. 

Damit sind die reellen Hauptkreisschnittebenen aller Flächen 
zweiter Ordnung aus einem einheitlichen Gesetz hergeleitet. 

14. Allgemeine Bedeutung der Bedingungen der Kreisschnitte. 

Nach § 48,(16) steUt die Gleichung: 

in laufenden Punktkoordinaten Xj y, z der unendlich fernen Ebene 
(I § 49, 2) das Kegelschnittbüschel dar, welches die vier Schnitt- 
punkte /Sj, /Sg, /Sg, S^ (g 100,1) der unendlich fernen Kurve der Flache 
zweiter Ordnung (§ 66, (23)) und des Kugelkreises § 84, (10') als 
Grundpunkte hat. Die Determinante § 109, (1) ist die mit den Koor- 
dinaten w, v, w einer Geraden der unendlich fernen Ebene (I § 49, 4) 
geränderte Determinante des Kegelschnittes A in (46). SoU nun die 
Gerade u, t?, w Bestandteil eines solchen Kegelschnittes, also Verbin- 
dungslinie zweier Grundpunkte sein, so müssen nach § 44, (19); 9 
die sechs Bedingungen (12) bestehen. 
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Die Bedingungen (12) drücken also gerade aus, daß die Ebene mit 
der Stellung u, v, w durch zwei von den vier Schnittpunkten der unend- 
lich fernen^ Kurve der Flädie und des imaginären Kugdkreises geht. 

Im allgemeinen gibt es sechs Gerade u, v, w, die den Bedingungen 
(12) genügen, nämlich die Seiten des vollständigen Vierecks S^S^S^S^, 
Fallen aber (§ 100,1) dessen Ecken paarweise, in S^^S^ undS^^/S^, 
zusammen, so gibt es drei solche Gerade (10, IV), nämlich die Be- 
rührungssehne iS| S^ und die beiden gemeinsamen Tangenten des 
Kugelkreises und der unendlich fernen Kurve der Fläche in den Be- 
rührungspunkten iS| und 5|. Die Berührungssehne gibt eigentliche 
Kreisschnitte (§ 100, 2, II), während die Tangenten nur imaginäre 
JBjreisparabeln'^ liefern, insofern die beiden Kreispunkte derjenigen 
(imaginären) Ebenen, die durch eine Tangente des Kugelkreises gehen, 
zusammenJEallen (§ 2, 9). 



V. Abschnitt. 

Konfokale Flächen und Fokaleigonschaften. 

I. Kapitel. 

Die konfokalen Systeme. 

§ 118. Das System konfokaler Kegel. 

1. Begriff des konfokalen Systems. Der elliptische Kegel 
§ 54, (1): 

ist durch seine Scheitellinien (in der Hauptebene der größten Ö&ung 
§ 54, 6): 

und seine Brennlinien /', f : 

vollständig bestimmt. Denn die Verhältnisse a* : a* — - d* : a* — «*, von 
dienen die Gleichung (1') abhängt, sind durch die Verhältnisse e* : a* 
und (P : e^ der Gleichungen (2') und (3') gegeben. 

Konaentrische und hoaxiale Kegd mit gleichen Brennlinien und 
verschiedenen Sc/ieiteUinien heißen konfokal (und konfokal liegend),^^) 

Ein System konfokaler Kegel wird daher durch die Gleichung (l') 
bei veränderlichem a* und festem e^ und d* dargesteUt. 

2. Gleichung des konfokalen Systems. Der Symmetrie wegen 
«etzen wir mit a > /3 > 7^, a > r: 

(4') a^ = a — T, d^ = a — ß, e^ = a — y. 

Die Gleichung des kon fokalen Systems ^^) lautet dann (§ 32, (1)): 

WO bei festen a, ß, y der veränderliche Parameter x zwischen den 

Grenzen: 

a>x>y 

sich bewegt (bei Hinzunahme imaginärer Kegel auch außerhalb dieser 
-Grenzen). 
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Die Sdteitdlinien des einzelnen Kegels in der sx-Ebenß aind: 

(2) ;!!, + , -^,-0. S-0. 

die gemeinsamen Brennlinien aller Kegel: 

(3) T^f + ,'1^-0, P-0- 

3. Untersoheidung der beiden Arten von Segeln. Alle K^el (1) 
haben die ^^c-Ebene als Haupt^ene der größten Öffnung. Dag^en 
kommt ihnen nach § 54, 4; 6 die aufrechte 7-Ächse oder die wagrechte 
d;-Achse (§ 54, Fig. 125; 126) als innere Achse zn, je nachdem y <r < ß 
oder ^ < T < a. Wir nnterscheideo sie kurz als aufrechte und liegende 
KegA. Um sie auch in der Bezeichnung auseinander zu halten, nennen 
wir ihren Parameter bezüglich t = fi und r = v. Danach zerfällt 
das System (1) in die beiden ßeihen: 

W .U + „-> + ,-,-'>' r<f<ß; 

(**) ..-, + r^. + 7^-». ^<-<«. - 

Ton denen die erste alle aufrechten, die zweite alle liegenden Kegel 
enthält. 

4. Orenzfonnen and VerBndemng der konfokalen EegeL Ffir 
(t =- y fallen oberer und unterer Mantel des aufredtten Kegels (4) in 
der xy-Ebene zusammen (Fig. 184 stellt einen Oktanten des Raumes 
dar). Mit wachsendem fi heben sie sich 

ans dieser heraus und ziehen sich nach oben 
und unten immer mehr gegen die die 
#- Achse enthaltende Winkelääche der Fokal- 
linien in der ^:r-Ebene zusammen, in die 
sie für ft -= ^ hineinfallen. Die die i-Acbse 
enthaltende Winkelfläclie der Fokallinien 
in der «z-Ebeue stellt die Qrenzform v = ß 
des liegenden Kegels (5) dar, dessen beide 

Mäntel sich mit wachsendem v aus diesem Gebiet herausheben und 
für V = a von beiden Seiten her in die yz-Ebene hineinfallen. 

5. Die durch einen Strahl des Bündels bestimmten Kegel. In 
der Gleichung (1) können x, y, z statt als Punktkoordinaten im Räume 
auch als homogene Strahlenkoordirtaten im Bündel des Punktes 
(I § 49, 6) gelten. Um in dieser Auffassung die Kegel des kon- 
fokalen Systems (I) zu finden, die durch einen gegebenen Strahl 

Stande, FOeba, iwsitn Ordnung. II. 43 
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x:y:z des Bündels gehen, hat man die in r quadraHsche Gleichung (1) 
oder: 

(6) f(t) « (/3 - t) (y - r)x' + (y - r) (« - r)y« + (« - r) (/S - r u^ = 

nach r aufzulösen. 
Da nun: 

f{y) = («- y) (^ - y)e' > 0, fiß) ^-(ß-y)(a-ß)y»<0, 

/•(«) = («-/?)(«- y)x» > Ol 

80 hat diese Gleichung stets zwei redle Wurzeln, von denen die eine 
zwischen y und ß liegt und daher mit n, die andere zwischen ß und 
a liegt und daher mit v zu bezeichnen ist. 

I. Durch jeden Strahl des Bündds geht stets ein aufrechter und 
ein liegender Kegel des konfokalen Systems. 

Nur fär einen jeden der beiden Fokalstrahlen fallen die beiden 
Wurzeln /t und v in dem Werte ß zusammen. 

ß. Die durch zwei ungleichnamige Kegel bestinunten Strahlen. 
Zwischen den Koordinaten x:y : z eines Strahles und den Parametern 
IL, V der durch ihn gellenden Kegel bestellt nach (6) die in x identische 
Gleichung: 

^{x'' + y' + z^){x^^){x-v\ 
Hieraus folgt mit r = a, j8, y und der Abkürzung: 

(8) ;r« + t/^ + jer« = A: 

Wenn daher ft und i/ den Ungleichungen bei (4) und (5) entsprechend 
gegeben werden, so ergeben sich aus (9) vier nur in den Vorzeichen 
verschiedene reelle Wertsysteme x : y : z. 

IL Irgend zwei ungleichnamige Kegel des konfokalen Systems schneiden 
sich stets in vier symmetrisch gegen die Koordinatenebenen gelegenen 
Strahlen des Bündels. 

Da nach 6, I durch jeden Strahl stets zwei und nur zwei un- 
gleichnamige Kegel gehen, so folgt: 

III. Ztvei gleichnamige Kegel des konfokalen Systems haben keinen 
(reellen) Strahl gemein. 

7. Orthogonaler Durchschnitt ungleichnamiger Kegel. Ein ge- 
meinsamer Strahl Xf y, z der beiden ungleichnamigen Kegel fi und v 
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genügt den beiden Oleichungen (4) und (5), also auch der durch 
Subtraktion folgenden Gleichung: 

Diese bedeutet aber nach § 71, (3), daß die Tangentialebenen der 
beiden E^el längs des Strahles zueinander senkrecht sind (I § 42, (5)), 
oder kurz: | 

IV. Irgend zu:ei ungleichnamige Kegel des honfokalen Systems 
schneiden sich läfigs ihrer vier Schnittlinien senkrecht. 

8. Gleiohung des konfokalen Systems in Bbenenkoordinaten. 
Die Gleichung des K^els (1) lautet nach § 71, (8) in laufenden 
Ebenenkoordinaten u, v, w im Bündel (I § 49, 5): 

(11) (a-T)w* + (/J-T)t;* + {y-t)w^ - 

(für laufende Ebenenkoordinaten u, v, w, s im Räume kommt noch 
die zweite Gleichung s =« hinzu, § 71, (9)), oder: 

(12) (au* + ßv^ + yw^) -t{u^ + v^+ w^) - 0. 

Diese Gleichung setzt sich aus den Gleichungen zweier Kegel 
zweiter Klasse: 

(13) au^ + ßv^ + yw^=^0, u^+v^ + w^^O, 

Ton denen der zweite der § 84, (10) betrachtete imaginäre Kugelkegel 
ist, zusammen und ist in dem Parameter t linear. Hieraus folgt sofort: 

V. Eine gegebene Ebene u, r, w des Bündels wird immer von einem 
und nur von einem Kegel des honfokalen Systems berührt. 

Ausgenommen sind nur die vier imaginären Ebenen: 

(14) u^ :v^ :w^ ^ ß — y : y — a : a — ß, 

welche gemeinsame Tangentialebenen der beiden Flächen (13) und 
daher aller Flächen (11) sind. 

Äüe Kegel des konfokcUen Systems hüben vier gemeinsame imagi- 
näre Tangentialebenen. 

9. Begriff der Kegelschar. Sind überhaupt die Gleichungen zweier 
Kegel zweiter Klasse im Bündel (§ 80, (1')): 

(15) F(u, v, w) - 0, G(u, V, w) - 0, 
so nennt man die Gesamtheit aller Kegel: 

(16) F(u, v,w) — r G(u, v, iv) = 

eine Kegelschar. Alle Kegel der Schar berühren die vier gemeinsamen 
Tangentialebenen der beiden Grundkegel (15). Sonst wird jede Ebene 
des Bündels nur von einem Kegel der Schar berührt (§ 32, 8 ^. 

VI. Das System konfokaler Kegel ist eine Kegelschar.^^) 

42* 
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10. Die Strahlenpaare der Sohar. Die Schar (11) enthält; den 
Werten r =» a, j3, y entsprechend, drei Strahlenpaare (§ 80, 9): 

(17) (ß-a)v' + (y-^a)w'^0, {y^ß)w' + (a-^ß)u'^0, 

(^a^y)u* + {ß^y)v^^O, 

von denen jedes in einer der drei Hauptebenen liegt, aber nur das 
müdere reell ist. 

Es ist das Paar der Brennlinien (3), aber nicht wie dort in Punkt- 
bezüglich Strahlenkoordinaten, sondern in Ebenenkoordinaten im Bündel 
oder, unter Hinzufügung der Gleichung 5 = 0, im Räume dargestellt. 

11* Ort der Strahlen mit gleichen Farameterwerten r. Die 

Diskriminante der in r quadratischen Gleichung (6): 

D ^ [(ß + y)x' + (y + a)y' + {a + ß)z^y 
- 4{a;» + y^ + e^] [ßyx^ + yay^ + aßjs^} 
zerfällt nach der Identität: 
a*+6*+c*-26^c«-2(;«a*~2a^62 _ ^a+b+c){a+h-c)(a-b+c)(a'-b-c) 

in die Faktoren: 

(18) D^iVß-'yx + iya^yy + Va^z) 

x{yj^yx + iVa-yy-ya~-'ßz) 

X (Yß — yx — i^a — yy + Vic — ßz) 

x{yß — yx — i j/fT^ yy^Vti — ßJs). 

Der Ort der Strahlen , deren Parameterwerte r gleich werden, die 
Schnittkurvenenveloppe der Kegelschar (§ 32, 10 j, wird daher von den 
vier Ebenen (14) gebildet, die sich in den drei Strahlenpaaren (17) 
schneidepi. Das eine dieser Strahlenpaare, das der Brennstrahlen, bildet 
den einzigen reellen Bestandteil der Enveloppe. 

12. Ort der Folstrahlen einer Ebene. Der Polstrahl der Ebene: 

(19) ux + vy + ^^■'8' = 

des Bündels (I § 49, (7) in bezug auf den Kegel zweiter Klasse (11) 
ist nach § 84, (8): 

(20) QX -= (a — t)u, Qy =^ (ß — t)v, QZ = (y — T)w, 

Durch Elimination von r (und q) folgt hieraus als Ort der Polstrahlen 
der Ebene (19) in bezug auf alle Kegel r: 

X au u 

(21) y ßv V ={ß — y)vwx + {y—(c)wuy + (a — ß)uvz = 0, 
, z yw w 

also eine Ebene, die auf der Ebene (19) senkrecht steht (I § 42, (5)). 
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Ist Tq derjenige Kegel der Schar (11), der nach .8, V die Ebene (19) 
berührt, so ist der Berührungsstrahl der PolstrahrdeV .Ebene (19) in 
bezug auf t^, (§ 80, 4) und daher dem Ort (21) angÄg^rig . Es folgt 

also (§32, 12): \y-. 

_^ ■ • • • 

I. Der Ort der PohtrMen einer Ebene TI ^ u,v,w in 'Ikmg: auf 
(lue Kegel der Schar (11) ist eine Ehene n\ die Normalebene d/r 
Ebene 11 längs des Berührungsstrahles des von ihr berührten Kegds^'/'^ 
der Schar .^^^) '-''.-: 

13. Senkrechte harmonisohe Folarebenen. Zwei zueinander 
senkrechte harmonische Polarebeiien li, v, w und u', r', tv des Kegels 
(11) haben nach § 84, (8) den beiden Gleichungen: 

(22) (« — t)ww' -\- (ß — x)vv + {y — r)tvu'' = 0, 

(23) uu+vv+ww'^0 

zu genügen. Diese liefern bei gegebenem u, v, Wy unabhängig von r, 
für u, v\ w die Koeffizienten von (21). 

IL Eine Ebene 11 des Bündds hat in bezug auf aUe Kegel der 
Schar (11) dieselbe senkredite harmonische Polarebene 11' (§ 32, 13, II). 

Es ist die unter 12, I bestimmte Ebene 77'.®*) 

§ 119. Das Hauptebenenproblem der Tangentialebenenpaare 

beim Kegel. 

1. Begriff der elliptisolien Koordinaten. Die Parameter fi und v 
der beiden nach § 118, 5 durch einen Strahl x, y^ z des Bündels 
gehenden Kegel des konfokalen Systems § 118, (1) heißen die rf/fp- 
tischen Koordinaten des Strahles im Bündel,^^^) 

Sie sind bei gegebenen homogenen Koordinaten x, y, z des Strahles 
durch die quadratische Gleichung § 118,(6) bestimmt. Sie bestimmen 
ihrerseits nach § 118, (9) den Strahl x, y, z vierdeutig. 

2. Elliptische Koordinaten besonderer Strahlen. Aus § 118, (6) 
oder § 118, 4 ergibt sich insbesondere: 

Für alle Strahlen der Ebene x = ist: y < /* < /3, v = a. Die 
Strahlen der Ebene y =» zerfallen in solche, die durch die Fokal- 
linien f, f von der ;2:-Achse, und solche, die durch /', /*' von der 
o;- Achse getrennt werden; für jene ist: y < fi < ßy v = ß^ für diese 
/t = /J, /3 < V < a. Für die Fokalstrahlen /*, f selbst ist: (i ^ ß, 
v = ß (Fig. 184). Für alle Strahlen der Ebene z = ist: ft = y, 
ß<v <a. 

Die X-Achse hat die Koordinaten: i^ — y, v = ß, die y-Achse: 
fi = y, V — cc, die ^- Achse: fi => ß, v ^ a. 
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V 



Die Fokalstrfthleü sind die einzigen mit zwei gleichen elliptischen 
Koordinaten ^ft «^ * =» /3. 

6^, Identisohe Gleichungen zwischen homogenen und elliptiBChen 
Koof'^äiaten. Bezeichnen wir mit T die linke Seite der Gleichung 
§ 11*8,' '(1), so ist nach der Definition der elliptischen Koordinaten 
^.•.\ i^Jt Rücksicht auf § 118, (7): 



.. 'l *" (1) 



T = 



• . • 






WO X die Bedeutung § 118, (8) hat. 

Die Gleichung (1) besteht zwischen den homogenen x :y : z und 
den eUiptischen Koordinaten ii, v des laufenden Strahles im Bündd 
identisch in r. 

Mit r = fi, V folgt: 



(2) 



X' 



y' 



+ .^ L __*_ = 

l a — p 8 — V y — V ' 



ß — v y 

wie § 118, (4), (5). 

Weiter ergibt sich durch Subtraktion jeder der beiden Gleichungen 
(2) von (1): 



(3) 



X' 



+ 



+ 



T X(t — v) 



X' 



+ 



y* 



t_^ (cc-r)(ß-r)(,r-t)' 



+ 



(a-T)(B-v) ' (ß-T)(jil-v) • (y-r)(y-i') 

T _l(t-»i) 

T — V 



(a-r)(^-T)(y-T)' 



und aus dem ersten und dritten Glied dieser Identitäten bezüglich 
mit T = ft und r =* v: 



(4) 






^.)*'^ 



_!^ , z' _ Hi^-v) 1 



X' 



!/• 



iCi' - ^) 



.1 > 



wo 1 : m* und 1 : n' als Abkürzungen je für die beiden gleichen 
Ausdrücke dienen. 

Durch Subtraktion folgt ferner aus den beiden Identitäten (3): 

,-v .r» y^ ^ _ T 

und aus (3) und (4): 



(6) 
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X* y* z* T 1 



(« - r)(«- r)« ^ «J - t)(^ - y)» ^ (y -•T)(y - v)« (r - *)* n«(T - v) 

4. Einführong eines neuen KoordinatenBystems im Bündel. 
Die Richtongskosinus irgendeines bestimmten Strahles i ^ x, y, js in 
bezog auf das zugrunde gelegte Koordinatensystem Oxyz^^ OXYZ) 
im Bündel sind: 

(7) a,^lx, ßi^ly, rt-'l^, 

wo: 

Die Tangentialebenen der beiden durch | gehenden Kegel ft und v 
(§118, (4), (5)) längs | sind nach § 71, (3) in laufenden Strahlen- 
koordinaten X, Y, Z: 

(9) -^ +J^+ ?^-=0, *^-+/^' + '^-=0. 

Die im Anfangspunkt auf ihnen errichteten Normalen i] und ^ 
haben daher die Richtungskosinus: 



mx ^ my mz 



no; ^ ny ti^r 



wo 1 : m' und 1 : n' die Bedeutung (4) haben. 

Die drei Strahlen S, i?, ? bilden ein neues rechtwinkliges Adisen- 
System im Bündel, dessen 5£- "wd ^rj-Ebepie die Tangentialebenen der 
beiden durch den gegebenen SfraJil ^ = x, y, z gehenden Kegel ^ und v 
des kanfoJccdefi Systems sind. 

Zwischen den alten X, Y, Z und neuen Koordinaten %, i], ^ des 
laufenden Strahles bestehen die Transformationsfomieln (I § 37, (2)): 

(11) i'=y(^s+/^;+/i-), 

V \*r — i»y — »/ 

5. Tangentialebenenpaar doroh einen Bündelstrahl an einen 

Kegel des konfokalen Systems. Das durch den Strahl x, y, z an 

den Kegel: 

V» V» y* 

(12) Ä= -^ +_L_4._l_ = o 
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gelegte Tangentialebenenpaar hat nach § 71^ (14) in laufenden Koor- 
dinaten X, y, Z die Gleichung: 

(13) TR-S'^O, 

wo die Abkürzungen T und R in (1) und (12) bereits eingefühi*t 
sind, S aber die Bedeutung hat: 

6. Darstellung von R und S in den neuen Koordinaten. 
Durch die Substitution (11) wird: 

+ \(<^ rK« - ^)' + (ß- x)(ß- ^)» + (y - 1) (y ->)•>/ '^ "^ 

+ (r fr -^ + • • •) «*5* + (> ^7 *' v/ — -- + • ■ •) 2mnf]t 

^ \(tt — r) (o — »>)• ' / * ' \(a — t)(« — (»)(« — »')' / ' * 

+ (r f/ X + • • •) 2Mig| + (>- ^? — . H ) 2?w|»j 

^ \(tt — t) ( «e— r) ' / ** ' \(a - t)(o( — .u) / ' ' 

oder nach (1), (6), (5) und (3): 

"*■ ^^ i,(»_-^)(»_v) "^ T- .; "^ i-M/' 

(15) B = T(li + ^-- + -!?-)•- (.-IV + .4-.) • 
Ebenso wird: 

^=t!!,+-")^^+((«---4--^>)+---)-'»+((«-,S«-V)+--)«^ 

oder nach (1) und (3): 

(16) 8^T{n+^^ + ^-^~). 

7. Die Hauptebenengleichung des durch einen Bündelstrahl 
an einen Kegel gelegten Tangentialebenenpaares. Mit den Werten 
(15) und (16) nimmt die Gleichung (13) die Form an: 

(17) ^'--+ --^' =0. 

I>ies ist die Gleichung des durch deti Strahl ^i^ v an den Kegel, x 
des kon fokalen Systems gelegten TangentiaUhenenpaares in bejsug auf 
das neue Koardhiatensystem O^iyS. 

Die Form der Gleichung zeigt, daß die Ebenen i^ = und 5 = 0, 
die Tangentialebenen der beiden durch den Strahl fi, v gehenden 
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Kegel längs des Strahles, zugleich die Hauptehenen (Winkelhalbierungs- 
ebenen) des durch den Strahl an einen beliebigen Kegel r des kon- 
fokalen Systems gelegten Tangentialebenenpaares sind, oder (§ 33, 8): 

I. Die WinJcel zwischen den beiditi durdi einen Strahl fi, v des 
Bündels an den Kegel r gelegten Tangentialebenen nerdeti von den 
Tangentialebenen der Kegel /it, v längs des Strahles haihitrt}^^) 

8. Das Fokalebenenpaar eines Strahles. Das Ebenenpaar (17) 
ist reeU, wenn: 

(18) /i<r<r. 

Es ist reell für aUe Strahlen fi, i/, wenn x = ß ist, wo nach § 118, 10 
der Kegel r in das Fokal strahlenpaar zerfällt, also das Tangential- 
ebenenpaar: 

aus den Yerbindungsebenen des Strahles ^, v mit den beiden Fokal- 
strahlen, den Fokalehenen des StraJiles ii, v, besteht (§ 33, (20)). 

II. Die Winkei zwischen den beiden Fokalebenen eines Strahles 
/i, V werden van den Tangentialebenen der Kegel /i, v längs des Strahles 
halbiert 

Dieses Resultat kann, unabhängig vom konfokalen System^ als 
eine Eigenschaft des einzelnefi elliptischen Kegels so ausgesprochen 
werden:**) 

HL Die Tangentialebene und die Normalebene längs einer Er- 
zeugenden eines elliptischen Kegels halbieren die Winkel der ^Fokal- 
ebenen^ der Erzeugenden, ihrer Verbindungsebenen mit den ßrenn- 
straMen des Kegels (§ 13, 4). 

9. Bigensohaft der Brennstrahlen. Da somit an einer Er- 
zeugenden des Kegels die beiden Fokalebenen und Tangential- und 
Normalebene vier harmonische Ebenen bilden (I § 5, 8^ II), so ergibt 
sich im Durchschnitt mit der -grx-Ebene (I §52, (23;): 

Tangentialel)ene und Normalebene des dliptischen Kegels schneiden 
die Haupiebene der größten Öffnung in zwei zu den Brennstrahlen 
harmonischen Geradeti (§ 20, 6). ®^) 

Tangential- und Normalebene eines elliptischen Kegels sind nach 
§ 118, 18, II; 12 I zugleich zivei senkredite harmonische Polarebcnen 
in bezug auf alle konfokalen Kegel. 

10. Ort der Achsen rechtwinkliger Tangentialebenenpaare. 
Die beiden Ebenen des Paares (17) sind rechtwinklig, also die Glei- 
chung (17) wird: 
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(20) v*-t'=0, 
wenn: 

(21) r-i[t + r-i/ = 0. 

Betrachten wir nun t, also den Kegel: 

(22) — - + y-- + ^^ « 

als gegeben, so stellt die Gleichung (21) den Ort aller Strahlen fi, v 
dar, durch die zwei rechtwinklige Tangentialebenen an den Kegel (22) 
gehen. 

Durch Gleichsetzen der Koeffizienten von — r in der in r iden- 
tischen Gleichung § 118, (7) ergibt sich aber zwischen den gemeinen 
und elliptischen Koordinaten eines Strahles die Beziehung: 

(23) {ß + y)x' +{y+ a)y' + {a + ß)z^ = {x^ + y^ + z'){fi + v) 
oder mit Einführung des festen Wertes von r aus (22): 

{ß-r + r- x)x'+ (y - T + « - r)y^+{p^ - r + /S - x)z^ 

= (x*+ y*+ ^')(ft - T + v - r). 
Der Ort (21) hat daher in gemeinen Koordinaten die Gleichung: 

(24) 08-T + y - r)x'+{y -r + a- x)y^+{a - r + /J - r)^«- 0. 

Der Ort der Strahleti des Bündds, von denen an den Kegd (22) 
zwei rechtunnklige Tangentialebenen gehen, ist der Kegd (24).^*) 

11. Die Brennstrahlen als Aohsen von Involutionen reohtv^ink- 
liger harmonischer Polarebenen. Die Gleichung (17) erhält die Form: 

(25) v'+V-O, 

wenn ft = v, also nach 2 für die Brennstrahlen. 

I. Die Involution harmonischer Polarebenen an einer Fokailinie 
und nur an einer solchen ist eine Involution rechtwinkliger Ebenen. 

Da nun eine Involution rechtwinkliger Ebenen von einer zur 
Achse senkrechten Ebene in einer Involution rechtwinkliger Strahlen 
geschnitten wird, so folgt (I § 52, (23)) mit Rücksicht auf § 77, 1 ; 
§ 17, 1; § 20, 4, I: 

II. Jeder zu einer Fokallinie senkrechte ebene Schnitt eines dliptischen 
Kegels hat auf dieser Fokallinie einen Brennpunkt.^^^) 

§ 120. Das System konfokaler Ellipsoide und Hyperboloide. 

1. Begriff des konfokalen Systems. Die eigentliche Mittel- 
punktsfiäche zweiter Ordnung §55, (1): 
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ist durch ihre Scheitelpunkte x = + a und Hauptbrennpunkte o; = ± d 
und x^ ±e (§55, (5); (4)) yollsi^ndig bestimmt. 

Koneentrische koachsiaie MiUelpunktsflächen mit denselben Haupt- 
hrennpufJden und verschiedenen Scheitelpunkten heißen ncich § 55, 10 
Tionfokdl (und konfokal gelegen). 

Durch die Oleichung (1') wird daher bei festen d* und 6* und 
Teranderlichem a* ein System konfokaler Mittdpunktsflächen dargestellt. 

2. Gleichung ded konfokalen Systems. Der Symmetrie wegen 
setzen wir mit a > /3 > y: 

(20 a*=a-r, (P=a-^, e»=«-y; /•>=- e»- rf«= /} - y. 
Die Gleichung des kon fokalen Systems^^) lautet dann: 

(1) ^r + ß—. + V-r-'^' '^>^>y' 

WO bei festen a, ß, y der Parameter t sich von — oo bis oo bewegt: 

(2) — 00<T<(X>. 

Die gemeinsamen inneren, äußeren und zweiten (§ 55, (4')) Haupt- 
brennpunkte sind: 

(3) B„ J?o'= ±V^^, 0, 0; Co, (V= ±1/« ~y, 0, 0; 

Cn C/=0, ±f^->, 0, 

and die gemeinsamen Fokalkegelschnitte, Fokaidlipse und Fdkoi- 
hypeiid (§ 55, (9)); 

W j^~ + /l-,-h^-0, (5) ;^p-^-^ = l,y = 0. 

Die Scheüelpw/iMe der einzelnen Fläche sind: 
(6) A^,A^^±yä-x,0,0. 

3. Unterscheidung der drei Arten von Flächen. Je nachdem 
(§55,(3)): — oo < T < y oder y < r < /3 oder /3 < r < a oder 
a < T < + c» ist die Fläche (1) ein EUipsoid oder ein ein- oder 
zweischaliges Hyperboloid oder ein imaginäres EUipsoid. 

Um die drei reellen Arten auch in der Bezeichnung auseinander 
zu halten, nennen wir ihren Parameter bezüglich r » >l, r = ft und 
T = V. Danach ser fällt das Systetn (1) in die drei Reihen : 
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»OB denen die erste alle Ellipsoide, die etveile alle ein- und die dritte 
alle zueischaligen Hyperboloide des Systems mithält. 

4. Veränderlichkeit and Orenzformen des konfokalen Systems. 
Während A von — oo bis ^ sich bewegt (über ij, A, ig in Fig. 185), 
zieht sich das EUipsoid (7) aus einer unendlich großen Kugel g^en 
die Fokalellipse c, die es nach § 55, 7 beständig einschließt, zusammen, 

bis es für A — y in den inner- 
halb der Fokalellipse gelegenen 
Teil der Ebene e = binein- 
klappt. Der außerhalb der Fokal- 
ellipse gelegene Teil stellt dus 
einschalige Hyperboloid (i ^= y 
dar. Dieses /.ieht sich bei zn- 
uehmeudem ;* (über /i,, p,, ^ 
in Fig. 18Ö) gegen die Pokal- 
hyperbel h, die es nach § 55, 7 
immer einschließt, zusammen, 
bis es fiir ft ^ ^ in den auf der 
^'- '**■ konvexenSeitederFokalhyperbel 

gel^enen Teil der Ebene y = hineinfallt. Der auf der konkaven 
Seite der Fokalhyperbel gelegene stellt die beiden Schalen des zwei- 
Bchaligen Hyperboloides v = ß dar. Diese nähern sich bei wachsen- 
dem V (über V,, v,, v, in Fig. 185) von beiden Seiten her der 
jf^-Ebene, in der sie für v ^ a zusammenfallen, 

5. Die dnroli einen Punkt des BanineB bestimmten Flftohen. 
Um diejenigen Flüchen des konfokalen Systems (1) zu finden, die 
durch einen gegebenen Punkt x, y, e des Raumes gehen, hat man die 
in T kuhische Gleichung (!) oder: 

(10) r(r) -iß- ')(r - ')*■+ ()- - ')(<■ - •)»'+ (« - »)tf - ')'■ 

nach r anfzDlöeen. 
Da lua: 

(11) /■(- 00) - - oo , fir) - (« - r)(ß - >■)»' > 0, 

m --(ß- ?)(" - ß)s' < 0, «») - (« - ß)(- - y)>:' > 0, 

so hat die Gleichung (10) stets drei reale Wureeln, die zwischen den 
Grenzen — oo und y, y und /S, ß und a liegen und daher nach den 
Festsetzungen zu (7)— (9) bezüglich mit Ä, jt und v zu bezeicbnen 
sind. 
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I. Durch jeden Punkt des Raumes gehen stets drei Flächen des 
konfoicUen Systems, je ein Eüipsoidj ein ein- und ein eweischaliges 
Hyperboloid. 

6» Die durch drei ungleichnainige Flächen bestimmten Punkte. 
Zwischen den Koordinaten x, y, z eines Punktes und den Parametern 
X, fij V der durch ihn gehenden Flächen besteht nach o die in r iden- 
tische Gleidiung: 

(12) (/J-r)(y-r>« + (y-r)(«-r)y* + (a~r)(/J-T>» 

- (a - t)(/3 - r)(j/ - r) - (r - X)(r ~ /i)(r - 1/). 

Aus ihr folgt mit r = «, ß, y\ 

.jjv («-|^(«-y) ' ^ ^ iß-rHß-cc) ' 

(y — «) (y _ jj) 

Wenn daher A, fi, v den Ungleichungen bei (7) — (9) entsprechend 
gegeben werden, so ergeben sich aup (13) stets acht, nur in den Vor- 
zeichen verschiedene, reeüe Wertsysteme x, y, z (§ 32, 6). 

n. Irgend drei ungleichnamige Flädten des konfokalen Systems 
sthneiden sich stets in acht symmetrisch gegen die Koordina^fiebenen 
gelegenen Punkten. 

Da nach I durch einen Punkt stets drei und nur drei ungleich- 
namige Flächen gehen, so folgt: 

III. Zwei gleichnamige Flächen des konfokalen Systems haben keinen 
(reellen) Punkt gemein. 

7. Orthogonaler Durchschnitt ungleichnamiger Flächen. Ein 
gemeinsamer Punkt x, y, z der beiden Flächen /t und v genügt den 
beiden Gleichungen (8) und (9), also auch der durch Subtraktion 
folgenden Gleichung: 

Diese bedeutet aber nach § 70, (3), daß die Tangentialebenen der 
beiden Flächen im Punkte x, y, z zueinander senkrecht sind oder 
kurz, da Gleiches mit v, X und A, ^ für /i, v gilt (§ 32, 7): 

IV. Zwei ungleichnamige Flächen des konfokalen Syster^is schneiden 
sich längs ihrer Durclischnittslinie überall senkredit. 

V. Drei ungleichnamige Flächen schneiden sich in jedem ihrer acht 
Schnittpunkte (13) untereinander senkrecht; oder auch: 

Die Schnittkurve zweier ungleichnamiger Flächen wird von einer 
dritten ungleichnamigen Fläche senkrecht geschnitten. 
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Die Schnittkurve der imgleichnamigen Flächen X = y und fi = y 
ist nach 4 die Fokalellipse, der Flächen fi = ß und v «= /3 die Fokal- 
hyperbel. Hier folgt also: 

VI. Die FokaleUipse wird von aüen ziveischaligen Hyperbcloidm, 
die Fokalhyperhel von edlen ElUpsoiden senkrecht geschnitten. 

Die Schnittpunkte sind nach § 58, 7; § 60, 7 die Kreispunkte 
der Flächen. 

8. Das konfokale System als Fläohensohar. Sind: 

(15) Fiu,v,w)^0, G{u,v,w)^0 

die Gleichungen zweier Flächen zweiter Klasse (§ 75, (1) mit 5=1), 
so heißt die Gesamtheit aller durch die Gleichung: 

(16) F{u, v,w)--x G(uy v,w) = 

mit dem Parameter t dargestellten Flächen eine Schar von Flächen 
zweiter Klasse. Die Flächen (15) werden als Grundflächen der Schar 
bezeichnet. 

Die Gleichung des konfokaien Systems (1) lautet nach § 70, (10) 
in Ebenenkoordinaten: 

(17) (a-r)u^+{ß-'t)v^ + {y-T)w^^l 
oder: 

(18) {au^ + ßv^+yw^-l)-T(u^ + v^ + w^) = 0. 

I. Das System der konfokaien Flädien ist daher eine Flächenscharj 
von deren beiden Grundflächen^^): 

(19) au^ + ßv^ + yw^^ -1=0, (20) u^ + r^i + u;« = 

die eine der ima^ivuire Kugelkreis (§ 84, (9')) ist. 

Jede gemeinsame Tangentialebene der beiden Grundflächen (19) 
und (20) ist nach (18) auch Tangentialebene aller Flächen der Schar. 
Solche Ebenen sind sämtlich imaginär. 

Für jede andere Ebene gibt die Gleichung (18) einen bestimmten 
Wert von t, also: 

II. Jede Ebene, die nicht gemeinsame Tangentiulebene der beiden 
GrundfläcJien ist, wird von einer bestimmten Fläche der Schar berührt. 

9. Kegelschnitte der Sohar. Unter den Flächen der Schar (17) 
befinden sich außer dem Kugelkreis (20), der dem Werte r = cx) ent- 
spricht, drei weitere Kegel schnitte, entsprechend den Werten r = «, /S, y 
(§ 53, (35)): 

^ ^ (a^y)u'+{ß^y)v''^l. 



§ 120, 9-10. 659 

Die beiden letzteren von diesen sind die Fokalhyperbel und Fdkal- 
dlipse, während die erste als imaginäre Fokaleüipse bezeiclinet sei.^**) 

Die drei FokaücegelschniUe sind hiemadi die neben dem ima^iftären 
Kugelkreis in der Schar enthaltenen uneigentlidien Flächen zweiter Klasse, 

Bei der Darstellung des Systems in Ebenenkoordinaten treten also 
die FokaUcurven selbst als Greuzformen auf (§ 79, 6), während bei 
der Darstellung in Funktkoordinaten die von ihnen aus- und ein- 
geschlossenen Stücke der Hauptebetien, bezüglich diese selbst als Grenz- 
formen sich ergeben (§ 32^ 11). 

10« Die Sohnittkurvenenveloppe der Schar. Diejenige Baum- 
kurve vierter Ordnung, in der eine Fläche r der einfach unendlichen 
Flächenschar: 

(22) fix, y, ., T) = ^ f ^ + - -^^ + -i!- - 1 = 

von ihrer benachbarten x -\- dx im Momente des Zusammenfalls ge- 
schnitten wird, heißt die „ausgezeichnete Kurve" der Fläche x. Sie ist 
durch die Gleichung (22) in Verbindung mit der Gleichung: 

^ /* X^ f/' z^ 

(^^) dt ^ {ä- ty + Iß - ry + (r - ty ^ ^ 

dargestellt. 

Der Ort aller ausgezeiclineten Kurven ist die ,,Schnittkurvenenveloppe' 
der Schar. In jedem Punkte a:, y, z der ausgezeichneten Kurve der 
Flache r hat die Enveloppe jedesmal dieselbe Tangentialebene wie die 
Fläche X selbst, so daß die Koordinaten dieser Tangentialebene werden: 

(24) M =- -- ^ , r = — ^ m; = ^ . , 

Man erhält daher die Bedingungen für die Tangentialebenen der En- 
veloppe längs der ausgezeichneten Kurve der Fläche r, indem man 
aus den fünf Gleichungen (22), (23), (24) die Koordinaten x, y, z 
des Berührungspunktes eliminiert. Nun folgt aus (24): 

(25) X («-r)«, y^-{ß-x)v, z=^ — {y-'x)w 

und damit aus (22) und (23): 

(26) {a'-x)u^+ {ß^T)v^-\.(y _ x)iv''^ 1 =- 0, u^+ v^ + w^^ 0. 

Da diese beiden Bedingungen aber, von x unabhängig tcerdend, auf 
(19), (20) zurückkommen, so folgt (§ 32, 10): 

Die Sclmittkurvenenveloppe der Flächensdiar (17) wird von den 
gemeinsamen Tangentialebenen aller Flächen der Schar umhüllt. 

Als Umhüllungsgebilde von einfach unendlich vielen Ebenen ist 
sie aber eine abwickelbare Linienfläche.^^^) 



660 § 120, 10—11. 

Sie ist in Ebenenkoardinaten unmittelbar durch die beiden Glei- 
chungen (19), (20) dargestellt. Um ihre Gleichung in Punkikoordinaten 
zu erhalten, ordnet man die in x^ y, z, t homogen gemachte Glei- 
chung (10) nach Potenzen von r: 

(27) f{x) ^ Pr« + ^r» + i?r + S = 0, 

wo: 

P^t\ 

Q ^ x^ + y^ + z^^ {a + ß + y)t\ 

S = ßyx^+ yccy^+ aßz'— ccßyi*, 
und bildet durch Elimination von r aus (27) und: 

(28) 1^ = 3 Pr* + 2 e r + i? = 

die Gleichung (§ 32, (22)): 

(29) (9PÄ^- QBy - 4(3PB- Q')(SQS-R') = 0. 

Sie ist, da P, Q, R, S vom zweiten Grade in x, y, z, t sind, ihrer- 
seits vom achten Grade. 

Die Schnittkurvenenveloppe (29) der Schar (17) ist eine Fläche 
achter Ordnung, 

Sie ist, da die linke Seite von (29) die Diskriminante der 
kubischen Gleichung (10) darstellt, zugleich der Ort der Punkte, für 
welche zwei Wurzeln dieser Gleichung gleich sind. Die einzigen 
reellen Punkte dieser Art sind diejenigen der Fokalellipse A = ft == y 
und der Fokalhyperbel ^ = v^ß (§ 32, 10). ^^) 

11. Der Ort der Pole einer Ebene. Der Pol einer gegebenen 
Ebene: 

(30) ux + vy + wz+1^0 

in bezug auf die Fläche (17) hat nach § 82, (5') die Koordinaten: 

(31) x=- -{u-r)u, y = — (ß — t)v, z = — {y — x)w. 

Diese Gleichungen stellen aber bei veränderlichem r- eine gerade 
Linie dar, deren Richtungskosinus sich wie u:v:w verhalten (I §43,(1)), 
die also auf (30) senkrecht steht. Auf ihr liegen die Pole der Ebene (30) 
in bezug auf die verschiedenen Flächen r, also auch der Berührungs- 
punkt der Ebene (30) mit der sie berührenden Fläche Tq der Schar 

(8, n). 

I. Der Ort der Pole einer Ebene in bezug auf die Flächen der 
Schar (17) ist eine gerade Linie, die Normale der Ebene in ihrem Be- 
rührungspunkt mit der von ihr berührten Fläche der Schar (§ 32, 12).^®^) 
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Ausgenommen sind die drei Haupiebenen und die unendlich 
ferne Ebene, die in bezug auf alle Flächen der Schar denselben Pol 
haben. 

12. Der Aohsenkomplex des konfokalen Systems. Der Achsen - 
komplex der Fläche (1) wird nach § 85, (8) mit Rücksicht auf § 89, (7) 
unabhängig von r: 

(32) ^P«iPu + ßPsiPu + yPxiP^4. = 0. 

II. Alle Fläehen des hmfokalen Systems haben denselben Aehsen- 
komplex. 

Da die rechten Seiten der Gleichungen § 85, (5); (15); (16) nur 
die Differenzen der Halbachsenquadrate a, ß, y enthalten, so werden 
sie für die Gleichung (1 ) unabhängig von r. Es folgt also: 

III. Ehie Ebene hat in bezog auf alle Flächen des konfdkalen 
Systems denselben konjugierten Normalstrahl (§ 32, 13, II). 

Er ist nach dem Begriff der Achse in § 85, 1 gerade der Ort 
der Pole der Ebene aus 11, I. Umgekehrt: 

IV. Eine dem Komplex (32) angehörige Achse hat in bezug auf 
aüe Fläehen des konfokalen Systems dieselbe konjugierte Normalebene, 
also auch denselben Fußpunkt (§ 85, 5). 

13. Die Normalen des konfokalen Systems. Dagegen ist der 
konjugierte Pol, den eine Fläche t des Systems der Achse jj^, zu- 
ordnet, nach § 85, (13): 

r^^\ ^ _ (« — ^)P« Pi a ,.__(/' -_l)l'st Pt, ^ _ _ (/ — ^)lVt PiA 
(OO) X= (ß-y)p,,p,]^ y {7-^)PsaPia' i^-ß)PiAP.A' 

also von r abhängig. Die Bedingung, daß er in der konjugierten 
Normalebene § 85, (15) der Achse liegt (I § 45, (10)), wird in r 
linear. Es gibt also zu jeder Achse eine Fläche r, welche der Achse 
einen in ihrer konjugierten Normalebene liegenden konjugierten Pol 
zuordnet, so daß die Achse nach § 85, 7 Normale der Fläche in diesem 
Pole wird. Jede Achse ist also Normale einer Fläche r und jede 
Normale nach § 85, 7 eine Achse. 

V. Der Aclisenkomplex einer jeden Fläche des konfokalcn Systems 
besteht aus den Norm (den sämtlicher Flächen des Systems. 

14. Ebenes Polarsystem in den Hauptebenen. Eine Ebene u, v, w 
schneidet die Koordinatenebene x ^0 in der Geraden i', w (I § 45, 1): 
der zm- Ebene konjugierte Norraalstrahl § 85, (5) schneidet die Ebene 
ir = in dem Punkte (I § 48, r9')): 

(34) y-^'" - C«-/5)r, ^-~l'' = («- y)»r. 

Pia Ph 
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Dieses ist aber nach § 20, (5') der Pol der Geraden v, «c; in bezug 
anf den ersten Kegelschnitt (21): 

Eine Ebene und ihr Itonjugierter Normalstrahl, insbesondere Tan- 
gentialebene und zugehörige Normale bei irgendeiner Fläche (1), schneiden 
eine jede der drei Hauptebenen in Polare und Pol des in ihr liegenden 
Fokalkegclschnittes (21) (§ 20, ß^) 

15. Senkreohte liarmonische Polarebenen. Zwei zueinander 
senkrechte harmonische Polarebenen in bezug auf die Fläche (1) sind 
nach § 82, (7') durch die Bedingungen verbunden: 

(35) {cc — t)uu-\- (ß — T)vv-\- {y — r)tvw' = 1, 

(36) Uli + vv + ww = 0, 

von denen die erste infolge der zweiten von x unabhängig wird. Bei 
gegebener Ebene n^u,v, w bilden die den Gleichungen (35), (36 j 
entsprechenden Ebenen 77' == u, v, w ein Büschel, dessen Achse 
(I § 48, (1'); (3')) die Koordinaten § 85, (5) hat. 

Eine bdiebige Ebene U hat in bemig auf alle Flächen des kon- 
fokalen Systems dieselben senkrechten harmonischen Polareibenen, die 
ein Büschel an dem konju>gierten Normalstrahl der Ebene IT bilden 
(§ 32, 13, II). 

16. Die Linienkoordinatengleiohung des konfokalen Systems. 

Die Gleichung des konfokalen Systems (1) lautet nach § 70, (23 J in 
Linienkoordinaten : 

(37) ^ (r) = (« - z)pi, + (ß- T)pi, + (y - r)p^, _ (^ _ ^) (y _ r)p^^ 

— {y-r){a — r)pl - (a-r)(ß-'r)pl -= 0. 

Da die Gleichung in r quadratisch ist, so folgt: 

Eine gegebene Gerade wird von zwei Flächen des konfokalen 
Systems berührt (über ihre Realität s. § 122, 3). 

Ihre Art hängt davon ab, ob die Gerade p die a:y-Ebeue inner- 
halb oder außerhalb der Pokalellipse und die ^a;-Ebene innerhalb 
(auf der konkaven Seite) oder außerhalb der Fokalhyperbel schneidet. 
Es ist nämlich: 

I3P(«) = ~ (« - ß)pl - (« - y)p^^ ^(a-ß)ia — y)pl < 0, 

9 (ß) = (u- ß)pi, -iß- y)pf, + {ß-y) {a - ß)pl § 0, 

(p[y)^ (a- y)p,% + {ß - y)pl, -{a-y)[ß- y) p.j, '^ 0, 

q){— (X)) = — cx) < 0. 

Nun sind aber (I § 48, (9')) p^^y —P2^yP34 ^i® homogenen Koordi- 
naten X, y, t des Schnittpunktes P' der Geraden p mit der a;y-Ebene, 
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— Pity PtZ} Pu diejenigen Xy e, t des Schnittpunktes P" mit der 
jsX'^hene. Mit Rücksicht auf (4) und (5) liegt daher P' innerhalb 
oder außerhalb der Fokalellipse, je nachdem fp{y) <.0 oder > 0, und 
P" innerhalb (auf der konkaven Seite) oder außerhalb der Fokal- 
hyperbely je nachdem tpjiß) < oder > 0. 

Liegt daher P' außerhalb der Fokalellipse und P" außerhalb der 
Fokalhyperbely so daß q){y)>0 und (p{ß)>0, so hat die quadratische 
Gleichung (37) eine Wurzel t = A und eine Wurzel t = v; die Ge- 
rade wird von einem Ellipsoid und einem zweischaligen Hyperboloid 
berührt. 

Liegt P' außerhalb und P" innerhalb, so daß <p{y)>Oy (p{ß)<0, 
so ergeben sich zwei Wurzeln r =» X und t =* ft, liegt P' innerhalb 
und P" außerhalb, zwei Wurzeln r = ^ und r — v. 

Liegen dagegen P' und P" beide innerhalb, so daß q>(cc)y q>(ß)f 
q>(y), 9>(— cx)) alle <0 sind, so müssen die beiden reellen Wurzeln 
zwischen y und ß liegen, also die Gerade von zwei einschaligen Hyper- 
boloiden berührt werden, da zwei konfokale Ellipsoide oder zwei 
zweischalige Hyperboloide keine gemeinsame Tangente haben können. 

§ 121. Das Hauptachsenproblem des Berührungskegels. 

1. Begriff der elliptisohen Koordinaten. Die Parameter >l, ft, v 
der drei nach § 120, 5 durch einen Punkt x, y, z gehenden Flächen 
heißen die eUiptisdien Koordinaten des PunJdes^^^) 

Sie sind bei gegebenen Koordinaten x, y^z des Punktes durch 
die kubische Gleichung § 120, (10) bestimmt. Sie be^immen ihrer- 
seits nach § 120, (13) den Punkt x, y, z achtdeutig. 

2. EUiptisohe Koordinaten besonderer Funkte. Für die Punkte 
einer Haupiebene hat im allgemeinen eine elliptische Koordinate einen 
der (Jrenz werte y, ßy a: in der Ebene z = ist innerhalb der Fokal- 
ellipse A = y, außerhalb ii = y] in der ^a;- Ebene auf der konvexen 
Seite der Fokalhyperbel ft = /3, auf der konkaven v «=- /3; in der yz- 
Ebene überall v = a (Fig. 185). 

Für die Punkte eines Fol^alkeyelschnittes und nur für diese sind 
zwei elliptische Koordinaten gleich, für die Ellipse ^ = y, t^ = y, für 
die Hyperbel /i = /3, v =^ ß. 

Für die Punkte einer Hauptachse haben im allgemeinen zwei 
elliptische Koordinaten einen der Grenzwerte y, ß, a: auf der a:- Achse 
innerhalb B^Bq :X = y, fi =• ß, zwischen Bq und Cq, Bq und Cq : A = y, 
v=^ßj außerhalb fA = y, v^ß\ auf der y- Achse innerhalb der Scheitel- 
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punkte C^C^ der kleinen Achse der Fokalellipse: ^«y, v = a, außer- 
halb /i = y, V = a; auf der ^-Achse fi =" ß, v = a. 

Die elliptischen Koordinaten des Mitfelpwnktes und der Haupt- 
brennptmJcte sind: 

3. Identische Gleichungen zwischen gemeinen und elliptischen 
Koordinaten. Bezeichnen wir mit T die linke Seite der Gleichung 
§ 120, (1), so ist nach der Definition der elliptischen Koordinaten 
mit Rücksicht auf § 120, (12): 



T = - ~ * + ^* + ^* — 1 = ' 

a — r p — T y— T (« — x)[p — t\{y — r) 



Diese Gleichung besteht ewischen den gemeinen x, y, z und den 
diipÜschen Koordinaten X, ft, r des laufenden Fankies identisch in r. 
Mit T = A, ft, 1/ folgt: 



(2) 



a — n ß — ft r — M 



-1 = 0, 
-1=0, 



X' 



y* 



s* 



l ce — V p — V y — V 



Durch Subtraktion der Gleichungen (Ij und (2) folgt nach Divi- 
sion mit den nicht identisch verschwindenden Faktoren r — A, r — (i, 

r — V. 



(3) 



£.' I y_ ... 



+ 



«• 



(l — (t)(T — ») 



(„_T)(a-l) ' (ß-r)(ß-X) ' (y_T)(y-i) t-X („_r)(/J-T)(y- t) ' 



X' 



+ 



^. ..+. 



(t — v)(tr — Z) 



(«_,.)(„—«) • (^|J-T)(/i-fi) • (y — t)(7 — ^u) r — ^ (a -_ t)(/3 — T)(y ~ r) ' 



aj' 



+ 



.+ 



T 



(r-X)(r-/i) 



V(a — r)(cf — VI (jS — t)(|S— v) (y — r)(-'— y) r — r (« — t)(/S"— T)(y — ri ' 

und aus dem ersten und dritten Gliede dieser Identitäten bezüglich 
mit r =^ kf (ij v: 



(4) 



X' 



«2 






(a — fi) 
.s 



1/- 



.+ 



^t 

<& 



(v - /i)(X — fi) 



7 — ii)« (a -- ^)(/?— ^)(y — ^) m 



1 1 



X y z 



(a— v)iu — v) 



n 



tf 



'7 — V) ' (a — v)(j3 — i')(y — v) 

WO 1 : P, 1 : w*, 1 : n- als Abkürzungen je für die beiden gleichen 
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Ausdrücke dienen; ebenso folgt aus der zweiten Gleichung (3) mit 
T «» V oder der dritten mit r = fi: 



(5) 



X' 



+ 



y* 



+ 



Z' 



{a — n)(a — v) (ß — lt)(ß — v) (y— ^)(y — v) 



= • •• 



Die Punkte deuten zwei weitere Formeln an, die durch zyklische 
Yertauschung von X, (i, v entstehen. 

Durch Subtraktion je zweier Formeln (3) folgt: 

//»\ -c* y* ^' 



i)(y — **)(y-v) 



^ = 0. 



(T-ü)(r-v)' 

und aus der ersten dieser drei mit r = >l: 

(i\ _ _j5!._ 4: . __y'_ _ i.„ 

Durch Subtraktion je entsprechender Gleichungen (3) und (4) 
ergibt sich: 
^Qv X* y* r' r 1 

(ö) («-!_ r)(a"- X)« + W^'xW- «' "^ ("y " T)(y - i)« =^ (r - Z)~* ~ (tT-X);« ' ' * ' ' 

(zyklische Vertauschung von X, fi, v und /, m, n). Endlich gibt die 
Subtraktion der Gleichung (5) von der zweiten und dritten (4) die 
beiden folgenden und ihre zyklischen Vertauschungen: 



(9) 



«' y' z* 1 

(a - ^)'(a - ,) + ((< - (i)\^ - »-) "^ (7- lt)\r - ..) = - f.lm" • • •' • • • 



X' 



.i + ,«- - 



y" 



ri + 



(«-(»)!,«-«')' ' (/»-M)(^-*')* ' (y - <*) (r - ")' (»•-»*)« 



i» — 11,11- ' 



4. Das Achsensystem der drei Fläohennormalen. Die Tan- 
gentiakienen der drei durch einen bestimmten Punlt F ^ x, ifj z des 
Baumes gehenden Flächen A, /tt, 1/ § 120, (7)— (9) sind nach § 70, (3) 
in laufenden Koordinaten X, Y, Z in bezug auf das zugrunde gelegte 
Achsensystem Oxyjs => OXYZ: 



(10) 



a — fi ß — ti Y — n ' 



.« — V ß — V y — V 



Die Normalen S, f], £ dieser drei Ebenen im Punkte P haben die 
Richtungskosinus : 
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(11) 









CCc 



a« 



mx 



my 



mz 



nx ^ ny nz 



ß — v '- y 

WO P, m^y V? die unter (4) eingeführten Werte haben und die posi- 
tiven Wurzeln ?, w, n die Längen der von auf die Ebenen (10) 
gefällten Perpendikel bedeuten (1 § 41, (13)). 

Das neue Achsensystem PS ^5 ist nach § 120, 7 ebenso wie das 
alte OXYZ rechtwinklig . Zwischen den alten X, Y, Z und neuen 
Koordinaten i, ri, ^ des laufenden Punktes bestehen die Relationen 
(I§37,(13)): ^ ( n _^ mn ^ nt\ 

\u — A OL — ft a — v/' 



(12) 



l \y — iy — /A y — v/ 



5. Berührungskegel einer Fläche des konfokalen Systems. 
Der von einem Punkte P = x, y, z an die Fläche: 



(13) 



X* , T* , Z' 

• I t ■ 

a — r I? — T y — r 



gelegte Berührungskegel hat nach § 70, (11) in laufenden Koordinaten 
X, r, Z die Gleichung: 

(14) rÄ-Ä^=o, 

wo zur Abkürzung gesetzt ist: 



(15) 



B = ( ^ - ^)' , (J-.y)' , ( ^-g)' 

a — T ^ — r y — r ' 



^ _ x(X-x) y(r-y) ?(if-^_) 

et — X ö — r y — t' 



—*-+„''-+ ^'- - 1 (wie in (D). 

6. Darstellung von R und 5 in den neuen Koordinaten. Durch 
die Substitution (12) wird: 

l(«_x)(a-X)«^ (^_x)(^-X)'^ (y_x)(y-l)«r ^ 



+ 2L -xr--V. K + -'\lniiv 

l (a — . t) (a — I) (a — ft) ' ) ^ ' 
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oder nach (8) und (6): 

oder: 

(16) B = T\-^,+ "•" + "^l-M' + ^ + JL-\. 

Ebenso wird: 
und nach (3): 



7. Die Hauptaohsengleichung des Berührungskegels. Mit den 
Werten (16) und (17) nimmt die Gleichung (14) die Form an: 

^* rj* t* 

(18) _i-^ + _^-|- > - =0. 

^ t — l t — n t — V 

Dies ist die Gleichung des vom Punkte P= k, (ly v an die Fläche r 
des hmfolcalen Systems gelegten Berührungskegels in heäug auf das 
neue Koordinatensystem P^^^ 

Die Form der Gleichung zeigt: 

Der vofi einem Punkte P des Baumes an eine Fläche r des koti- 
fokcden Systems gelegte Berührungskegel hat als HauptacJisen die Nor- 
malen I, iy, S der drei durch den Punkt P gellenden Flächen X, ft, v 
des Systems (§ 33, Sy^^) 

Da die Fläche r in (13) als beliebige 3Iittelpunktsfläclie gelten 
kann^ durch die das konfokale System bestimmt wird^ so ist damit 
das Haupta^chsenproblem des Berührungskegels einer Mittelpunktsfläche 
allgemein gelöst. 

8. Die Ersseugenden eines einschaligen Hyperboloids. Die 
Tangentialebene des einschaligen Hyperboloids: 

T« V* y» 

(19) ^^ + / + - = 1, 

das durch den Punkt P = x, y, z = l, ^y v hindurchgeht, hat statt 
der zweiten (10) auch die Gleichung: 

(20) '"•''^ -''> + ^^5 - ^^ + '^■^-^^ = , 

>>' cc — IL p — fi y — u ' 

wobei: 

(21) "^y + y— + -'— =1, 

^ / a — fi p — (L y — n 
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Der laufende Punkt X, Y, Z der beiden Erzeugenden des Hyper- 
boloids /i, die durch P = a:, y, z hindurchgehen, genügt beiden Glei- 
chungen (19) und (20) (§ 67, (28)). Infolge von (10) und (21) kann 
aber die Gleichung (19) auch in der Form: 

(22) (^-)' + (^'-S')'+(^-.^)' = 

geschrieben werden, so daß die Erzeugenden durch (20) und (22) dar- 
gestellt sind. 

9. Die Hauptaohsengleiohung der Erzeugenden. Durch die 
Transformation (12) wird nun aus (20) mit Rücksicht auf (5) und (4): 

(23) »? = 0; 
femer aus (22): 

und nach (0) und (7), indem überdies iy = gesetzt wird^®*): 

(24) * +_i_ = o. 

I. Dies ist die Gleichung der Erzeugenden des Hyperboloids [i im 
Punkte X, ft, v in hezug auf die Normalen g und J der heiden Flächen 
X und V. 

IL Diese Normalen sind also die Hauptachsen {Halhicrungsliniefi) 
der Erzeugenden. 

III. Ebenso sind die Normalen der Flächen ft und v oder X und ^ 
die Hauptachsen der imaginären Linienpaare, in denen das Ellipsoid 
X oder das zweischalige Hyperboloid v von ihren Tangentialebenen im 
Punkte Xj ft, v geschnitten werden. 

10. Das Hauptaohsenproblem eines einer Tangentialebene 
parallelen Schnittes. Für die Fläche: 

(25) 29 (X, y, ^) = f! + j! + ^ -1 = 

und die der Tangentialebene im Punkte P =^ x, y, z parallele Ebene: 

(26) ?^+y^' + ^>-.s = 

sind die mit: 

f.\n\ X y z 

(27) u = SFi = -,-, r=//2=^,, u'^g^^^^s 
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geränderten Determinanten § 115, (4), (8), (9): 
(28) A:, = - ;,,i^^. (o*M* + b'v^ + c'fv*) ^,ij-,, , 

(29) Ä'^ = ^;;(o* + 6» + c*) + ">* + j;:;,+ '-"- 

Damit ist die quadratische Gleichoog der HauptachseDkoeffizienten 
» tf,, <r, des ebenen Schnittes (25), (26) nach § 109, (11): 

,31) -6V-^;> + <, = 0, G»-J + |J + J, 

und die auf seine Hauptachsen rj, ^ und seinen Mittelpunkt bezogene 
Gleichung des Schnittes (§ 112, (18)): 

(32) ^iV'+^2t'-- -jt--l-s'. 

Setzt man nuu, um dies auf ein Ellipsoid X des konfokalen 
Systems und die Tangentialebene im Punkte P = X, fi, v anzuwenden: 

» a ^, o p A>f c y K, K^ ^, (a _ Xj(/J - ZXy - Z) 

nach (4), und benutzt die erste der durch Gleichsetzen der beiderseitigen 
Koeffizieoten aus der Identität § 120, (12) entstehenden Gleichungen: 

(a + /3 + y)-(x^ + f/2 + ^») = A + ft + i/, 

(/Jy + ya + a/5)-{03 + y)a;« + (y + «)y=' + (a + /3)5'j 

aßy — (ßYX^-{-y€cy^ + ccße^) =■ X^iv, 
so erhält man: 

und danach für die Gleichung (31): 

^2_0*-i) + (^-^)^ . _i _o 

Daraus folgt aber: 

(34) «»i = ;rb' **=v4:r 

Die Hauptachsen rj und ^ sind dabei nach § 110, 6 parallel den 
gleichbezeichneten Halbierungslinien der imaginären Erzeugenden des 
Ellipsoides l im Punkte P^k,fi,v (9, III). 

Das Ellipsoid l wird daher von der seiner Tangentialebene im 
Punkte X, /i, v parallelen Ebene: 



(33) 
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arX , yF , zZ 
c 

in der Kurve: 



(35) ^ + ^, + ,-^, — 



geschnitten^ wo die vom Mittelpunkt der Kurve ausgelienden Achsen rj 

und g die Richtung «j, ß^, y^ ^^^ "s? ßsf Vi *** (1^) ^oben. 

Die Annahme 6 = 1 oder führt auf die Tangentialebene selbst, 
wie in (24), oder die parallele Diametralebene. 

11. Die Hauptkrümmungsmittelpunkte. Die beiden Hauptkrüm- 
mungsradien des Ellipsoids X im Punkte X, /it, v sind nach § 110, (23): 

(^') (>l=— |— ; Qi^ i^ 

positiv gerechnet nach § 110, (25) in der Richtung der g- Achse in (11). 
Für den zu q^ gehörigen Krümmungsmittelpunkt ist daher: 

oder nach (11) und (37): 

Dies ist aber der Pol der ersten Ebene (10) in bezug auf die Flache 
(21) (§ 120, 11, I). Es folgt also: 

Die beiden Haupfkrümmungsmittdpunkte des Ellipsoides k im Punkte 
F = kj fifV sind die Pole der TangenticUebene des Ellipsoides k in P 
in bezug auf die beiden Hyperboloide fi und v,^^^) 



§ 122. Tangentialkegel, Tangenten und Tangentialebenenpaare. 

1. Das System konf okaler Berühningskegel an einem Funkte. 

Der von einem Punkte P = k, fi, v an die Fläche: 

(1) ^^ + .-^ + — - = 1 

gelegte Berührungskegel hat nach § 121, (18) die Gleichung: 

(2) y^ + '^- + -— = 0, 

während die Erzeugenden des Hyperboloids ft, die durch P gehen, 
nach § 121, (23); (24) durch die Gleichungen: 

(3) , ^— + -^- = 0, 7; = 

dargestellt sind. 
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Bei festem X, ^, v (v>fi>>L) und veränderlichem r bilden aber 
nach § 118, (1); (3) die Kegel (2) ein System konfokaler Kegel mit 
den Brennlinien (3). 

Die von einem Punkte P ^ X, ^^ v an die Flächen t des Tcon- 
fokalen Systems (1) gelegten Berührungskegel (2) bilden ein System kon- 
fokaler Kegel, deren Hauptebenen die Tangentialebenen der drei durch P 
sdbst gellenden Flächen r = A, ft, v des Systems (1) in P und deren 
Fokaüinien die Erzeugenden der Flädie r ^ fi in P sind, ^®*) 

2. Verschiedene Formen der Berühmngskegel an einem Pankte. 
Die Kegel (2) sind reell für i; > r > A. Es geht daher von P ein 
reelier Berührungskegel an jedes Ellipsoid und zweischalige Hyper- 
boloid, außerhalb dessen P liegt (§ 120, 4), und an jedes einschalige 
Hyperboloid des konfokalen Systems (1). 

Für das Hyperboloid r == /it zerfällt der Kegel, als Ebenengebilde 
aufgefaßt, in ein reelles, für das Ellipsoid r = >L und Hyperboloid t = v 
in ein imaginäres Strahlenpaar (§ 118, (17)). 

Für die Fokalkegelschnitte r - y und r = /3 (§ 120, (21)) ist die 
Bedingung v> r > X nach § 120, 3 erfüUt. Ihre Berübrungskegel: 

sind die vom Punkte P über der Fokalellipse und Fokalhyperbel er- 
richteten Kegel. Sie heißen die beiden (reellen) Folaikegel des Punktes 
P ^ X, fi, V. 

3. Zwei Flächen des konfokalen Systems, die eine gegebene 
Gerade berühren. Zu jedem „Kegel t" des Systems (2) gehört eine 
,,Fläche t" des Systems (1) und umgekehrt. Die Erzeugenden des Kegels x 
sind die durch den Punkt P gehenden Tangenten der Fläche r. 

Jede gegebene Gerade p des Bündels bei P ist nach § 118, 6 
Erzeugende zweier (ungleichnamiger) reeller Kegel r = r^ und t = r^ 
des Systems (2), also auch Tangente der entsprechenden Flächen 
<r rs t^ und T = Tj. Da aber jede gegebene Gerade p des Raumes als 
Bestandteil des Bündels an einem Punkte P auf ihr angesehen werden 
kann, so folgt allgemein: 

I. Jede Gerade des Raumes wird von zwei reellen Flächen des kon- 
fokalen Systems (1) berührt (§ 120, 16). 

Diese zwei Flächen sind nach § 118, 5 im allgemeinen verschieden 
und fallen nur dann zusammen, wenn Tj = tg = /t ist, also die Gerade 
Fokallinie des Kegels (1) und Erzeugende der Fläche fi ist. 
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IL Wefin eine Gerade Erzeugende eines Hyperboloids ^i des Systems 
(1) isty so fallen die leiden sie berührenden Flächen in dem Hyperboloid a 
zusammen. 

4. Gerade an einem Punkte, die sswei gegebene Flächen be- 
rühren. An zwei gegebcDO Flächen r^ und r^ des Systems (1) gehen 
nach (2) vom Punkte P = Jl, fi, v die zwei Berühungskegel : 



(ö) 



l — Tj ft — r, V — T, 



Da deren vier gemeinsame Erzeugende gemeinsame Tangenten der 
Flächen r^ und t^ sind, so folgt ^®*): 

I. Durch einen Punkt P == X, fi, v des Raumes gehen an zwei ge- 
gebene Flächen des Iconfokalen Systems (1) vier gemeinsame Tangepiten. 

Sie sind nach § 118, 6, II reelly wenn die beiden Kegel (5) un- 
gleichnamige Kegel des Systems (2) sind, also wenn: 

(6) A < Ti < fi < Tj < V. 

Zwischen den Koordinaten §, rj, g des laufenden Punktes Q der vier 
Tangenten und den Parametern t^, r^ bestehen die Beziehungen 
§ 118, (9) mit Verwandlung von «, /?, y, fi, v, x, y, z in r, /i, A, 
Tj, r,, g, iy, S. Setzt man also (I § 43, 1): 

(7) ö=:^yV+v' + t'-PQ 

und nimmt als positive llichtung jeder der vier Tangenten diejenige, 
die mit der J- Achse, also nach § 121, (11) der äußeren N^ormale des 
Ellipsoides X (§ 33, Fig. 86), einen spitzen Winkel bildet, so folgt: 

IL Die mer gemeinsamen Tangenten, die vom Punkte P = X, fi, i/ 
an die beiden Flächen t^ und u des konfokalen Systems gelegt werden 
können, haben in bezug auf das Achsensysf^m der drei Normalen S, ^, & 
im Punkte P die Parameterdarstellung: 

fc;o «2"*± 1^ *5 = ±1; ^ die relative Entfernung des laufenden Punktes 
Q der einzelnen Tangente von dem Ausgangspunkte P, und die 
Koeffizienten von 6 die Richtungskosinus der letzteren sind. 

Daher halbiert die ^- Achse die Innenwinkel der Paare ^2^8'=' + + 
und , H und 1-, die ly-Achse die Außenwinkel der Paare 
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+ + und h> H und , die g- Achse die Außenwinkel der 

Paare + + nnd H , f- nnd , oder wie wir kurz sagen 

mögen: 

III. Die Normalen der drei durch einen PunJct geltenden Flächefi 
ly fiy V des hmfokaien Systems halbieren die WinJcel je zweier Paare der 
von dem Punkte an jswei andere Flächen tj, r, geilenden gemeinsamen 
Tangenten (% 33, 8). 

5. Die vier Fokalstrahlen eines Punktes. Die beiden Fokal- 
kegel (4) sind, da die Bedingung (6) mit r^ = y und r^ = ß stets 
erfüllt ist, ungleichnamige Kegel des Systems (2). Sie schneiden sich 
also stets in vier reellen Strahlen. 

Diese vier Strahlen, die gemeinsamen Transversalen der beiden 
Fokalkegdschnitte durch den Punkt P ^ X, pL, v, heißen die vier Fokal- 
strahlen des Punktes. 

Ihre Paramcterdarstellung ergibt sich aus (8) mit r^=ß, tg^y: 

6. Orthogonalität der scheinbaren Umrisse zweier konfokaler 
Flächen. Die Tangentialebenen des Kegels r sind die mit Rücksiciit 
auf 3 durch *den Punkt P gehenden Tangentialebenen der Fläche r. 
Der Berührungspunkt einer solchen Tangentialebene mit der Fläche t 
liegt auf ihrer Berührungsgeraden mit dem Kegel r, die in diej«em 
Punkte Tangente der Fläche r ist. 

Längs einer gemeinsamen Erzeugenden p der Kegel r^ und r, 
in (5) sind nach § 118, 7 die Tangentialebenen der Kegel senkrecht 
zueinander. Da nun diese £benen zugleich die Tangentialebenen der 
Flache r^ und r^ in den Berührungspunkten mit der gemeinsamen 
Tangente j> sind, so folgt: 

L Die Tangentialehenefi zweier Fläclien d^s kon fokalen Systems (Ij 
in den BerührungspunTäen mit einer gemeinsamen Tangente sind zu- 
einander senkrecht. 

IL Sind daher mit (6) die vier durch P gehenden gemeinsamen 
Tangenten der Flächen r^ und r^ reell, so schneiden sich für ein in 
P befindliches Auge in der Richtung jeder dieser vier Tangenten die 
scheinbaren Umrisse der Flächen r, und r^ senkrecht. ^*^') 

Insbesondere folgt für Tj = y, r^ « ^: 
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III. Die beiden FökälkcgeJschnitte haben für einen beliebigen Augen- 
punkt im dllgemeinen vier scheinbare Schyiittpunläe mii senkrechtem 
Durctischnitt 

7. Das Hauptebenenproblem des durch eine Gerade gehenden 
Tangentialebenenpaares. Die beiden Tangentialebenen der Fläche r, 
die durch eine gegebene Gerade p am Punkte P hindurchgehen, sind 
nach 6 zugleich die Tangentialebenen des Kegels r, die durch p 
gehen. Diese aber haben nach § 119, 7 als Hauptebenen die Tangential- 
ebenen der beiden Kegel r^ und r^ des Systems (2), die durch j; gehen 
und nach 6 zugleich die Tangentialebenen der Flächen r^ und t, des 
Systems (1) sind, die die Gerade p berühren. Da die durch P gehende 
Gerade als beliebige Gerade des Raumes gelten kann, so folgt: 

Das durch eine gegebene Gerade an eine bestimmte Fläche des hm- 
fokalen Systems (1) gelegte Tangoitiahbenenimar hat ofe Hauptebenen 
die zueinander senkredäen Tangentialebenen derjenigen beiden Fläclien 
des Systems (1), welche die Gerade berühren, in den bezüglichen Be- 
rührimgspunkten. 

Damit ist (vgl. § 121, 7) das Hauptebenetiproblem der Tangential- 
ebenenpaare für eine beliebige Mittelpunktsfläche gelöst. 

8. Berührungskegel, die Botationskegel sind. Bei festem r 
stellt die Gleichung (2) alle Berührungskegel dar, die mit wechselnder 
Spitze P == k, fiy V an eine bestimmte Fläche (1) gelegt sind. Der 
Kegel (2) ist immer dann und nur dann ein Rotationskegel, wenn 
zwei von den elliptischen Koordinaten k, ^i, v des Punktes P gleich 
sind. Dies tritt nach § 121, 2 nur ein für die Punkte der Fokal- 
eUipse, wo l := fi = y, und der Fokalhyperbel, wo ^ = v = ^ ist. 

I. Die Fokalkegelschnitte eines Ellipsoids oder Hyperboloids sind 
der Ort der Spitzen derjenigen Berührungskegel der Fläche, die Rota- 
tionskegel sind. 

Bei einem Punkte P = y, y, v der FokaleUipse ist die J;- Achse 
die Rotationsachse des Kegels (2) und diese ist Normale des zwei- 
schaligen Hyperboloids v und Tangente der Fokalellipse in P 
(§ 120, 7, VI). 

II. Die Rotationsachse de^ Kegels ist jedestnal die Tangente des 
Fokalkegelschnittes in der Spitze des Kegels, 

In dieser Tangeute fallen die Fokallinien (3) zusammen. Sie ist 
Erzeugende des Hyperboloids ^ = y oder /i = ß. 
Insbesondere gilt der Satz: 

III. Jeder Fokalh'gelschnitt ist der Ort der Spitzen der über dem 
a/ndem errichteten Botationskegel.^^^) 
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9. Gleichseitige und dual gleichseitige Berührungskegel. Der 
Kegel (2) ist ein gleichseitiger, wenn (§ 71,^,29)): 



Dafür kann man schreiben: 

(ft — t) ( 1/ - r) + (v — t) (A - t) + ( A - r) (f* - t) = 
oder: 

(10) {fiv + vk + Ajii) - 2(k + /x + v)r + 3t* = 0, 
und mit Rücksicht auf § 121, (33): 

{- {ß + y>' - (Y + ^)y^ - i^ + ßy^ + ßr + y« + ^ß] 

oder auch: 

(11) [(ß-r) + (y-t)}^+[(y-.r) + (a-T)}y*+[(a-r) + iß-T)}e* 

= (ß—'Xr—') + {y-r)(a~t) + («-r)(/3-r). 
Der Ort der Spitzen gleichseitiger Beriihrunyskegd der Fläche: 

(1^) :« + 1 + :« - 1 

ist daher (§ 100, (17)) die Fläche^^): 

(13) (6* + (r)x^ + (c» + a')y^ + (a« + &*)^ « 6«c> + c^a- + a'h\ 
Der Kegel (2) ist ein dual gleichseitiger, wenn (§ 71, (30)): 

(14) A~T+fi — T + v — r = 

oder: 

a + /3 + y — A — /i — 1' = « — T + /3 — r + y — r, 

und mit Rücksicht auf § 121, (33): 

(15) x^^ + y^ + z^^^u-r + ß-r + yx. 

Der Ort der Spitzen dual gleidiseitiger Berühningskegd der 
Fläche (12) ist daher (§ 100, (18/) die Kugel: 

(16) X^ + ^2 + ^2 _ ^2 + ;,2 + ^t 

10. Fokalachsen der EUipsoide und Hyperboloide. Ist P^ X,fi, r 
irgendein Punkt einer Geraden p, so ist das durch p an die Fläche t 
des Systems (1) gelegte Tangentialebunenpaar dasselbe, wie das durch 
die Gerade j) au den Kegel r des Systems (2) gelegte Tangential- 
ebenenpaar. Dieses aber ist von der Form § 119, (25), wenn die 
Gerade Pokallinie des Systems (2) also nach 1 Erzeugende des Hyper- 
boloids II ist. 

Diejenigeti Geraden, an denen die von der Flüche (1) bestimmte 
Involiäion harmonischer Folaref^enen eine Involution reditwinkliger Ebenen 
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ist, sind die Erzeugenden der zur Fläche (1) hon fokalen einschcdigen 
Hyperboloide. 

Diese Geraden (§ 20, 4, I) heißen FoMlachsen der Fläche (1). 

11. Direkte Bestimmung der Fokalaohsen der Mittelpiinkts- 
flftohen. Die Involution harmonischer Polarebenen, welche die Mittel- 
punktsfläche : 

(17) «M« + ßv^ + ytv^ - 5« = 

an der Schnittlinie g der beiden Ebenen w^, v^, tTj, 5, und u^, v^y tt*,, s^ 
bestimmt, hat nach § 77, (4) die Gleichung: 

(18) («WiH/5V+y«t'i*-5i^) -h {au^u^ + ßi\v^ + yw^w^—s^s^{X+)J') 

+ («^2^ + ßv^^ + yiv^^ - 6-/) A'a" = 0. 

Die beiden Ebenen u^ + A w^, v^ + k'v^, w^ + X'w^, s^ + X's^ und 

1/, + A"ws> ^1 + A '^*2> ^^1 + A '^2? ^1 + ^ '^2 ^^^^ entsprechende Ebenen 
der Involution, wenn ihre Parameter X' und A" durch die Gleichung (18) 
verknüpft sind. Die Involution ist eina Involution rechtwinkliger 
Ebenen, wenn für zwei entsprechende Ebenen (I § 42, (5)): 

Qi^ -f X\) {ii^ + X"n^) + (vi + X'v^) {i\ + X"v^ + {u\ + X w'.) (?/'i + X"iv^^ = 0, 
oder: 

(19) (mi* + Vj- + w^^) + {u^u^ + rit?^ + tv^iv^){X' + A") 

Die Gleichung (18) hat die Form (19) immer dann und nur dann, 
wenn mit irgendeinem Faktor r: 

oder auch, wenn wir zugleich s^ = s^ = \ nehmen: 

{{a-xW +{ß-r)v{^ +{y-'^X -1=0, 

(20) {a-x)u,iu+ {ß-T)v,v^+{y--x)w^w^-l = 0, 

\{u~x)u.^ +{ß-z)c^^ +{y^r)iv^^ -1-0. 

Dies sind aber nach § 82, (14'); (15') die Bedingungen dafür, daß 
die Gerade g eine Erzeugende der Fläche: 

(21) {a - x)a^ + {ß-x)v^ + {y-x)w^ -1=0 
ist. 

I. Die Fokalachsen einer Mittelpunkts/lüche sind die Erzeugenden 
aller zu ihr konfokalen Flächen.^'*') 

Zu diesen gehören auch die Taugenten der drei Fokalkegelschnitte 
für X = a, ßy y, in (20). Denn zwei durch eine solche Tangente 
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gehende Ebenen u^, v^, w^ und u^, v^, w^ sind^ wie die Oleichungen 
(20) verlangen, beide Tangentialebenen des Fokalkegelschnittes, und 
jede geht durch den Berührungspunkt der andern. 

n. Dwrch einen Funkt des Baumes gehen nach § 120, 6, 1 im AU- 
gemeinen sechs Fokalachsen, von denen zwei reell sind. 

ni. Die Fokalachsen der Fläche sind nach § 84, 5, II auch die- 
jenigen Geraden, an denen die Fläche und der imaginäre Eugelkreis 
dieselbe Involution harmonischer Polarebenen bestimmen. 



§ 123. Das System konfokaler Paraboloide. 

1. Begriff des konfokalen Systems. Durch die Gleichung: 
(1') ^+^l^ + 2^'-P = 

wird nach § 56, 10 bei festem e und veränderlichem p ein System 
hmfokaler Paraboloide dargestellt. 

Wir setzen der Symmetrie wegen mit ß> y- 

ß ^ 

Die Gleidiung des konfokalen Systems^) lautet dann: 
(1) ^'. + y-l^ + 2x4-r = 0, ß>r, 

WO bei festem ß, y der Parameter t sich von — oo bis + c» bewegt: 

(2) - CX) < T < + oo. 

Der gemeinsame link» und redde HaupÜ)rennpunkt aller Para- 
boloide (1) ist nach § 56, (3): 

(3) 5o = -4, 0, 0; Co = -|, 0, 0, 

und die gemeinsamen Fokalparaheln, die Unke und rechte^ sind nach 
§ 56, (7): 

(4) ^- + 2x + y = 0, ^ = 0; (5) ^^^ - 2a; - /» = 0, y = 0. 
Der Scheitelpunkt des einzelnen Paraboloids ist nach § 56, (4): 

(6) A = - 2 , 0, 0. 

2. Unterscheidung der drei Arten von Faraboloiden. Je nach- 
dem — oo < r < y oder y <r < ß oder /J < r < + oo ist das Para- 
boloid (1) nach § 56, (2) ein linkes elliptisches oder ein hyperbolisches 

oder ein rechtes elliptisches. Um diese drei Arten auch in der Be- 
st» ude, FULohen zweiter Ordnung. II. 44 



Zeichnung ftuseinander zu halten, nennen wir iliren Parameter bezüg- 
lich I — i, T — f4 und t = r. Danach eerfäUt das System (1) im die 
drei Reihen: 

0) ^ + ^i + 2x + i = 0, -oo<i<y, 

W f~ + /!!-; + 2* + »-- 0, ^<v<+oo, 

pon (fetien die erste alle linken eUiptist^ien, die eweite aüe hyperboHsdten 
und die dritte aüe rechten elliptischen Paräboloide des St/stems enthält. 

3. Vei^uderliohkeit und Grenzformen des konfokalen Systems. 
Während i von — oo bis j- sich bewegt (Über >l,, i,, ^ in Fig. 186), 
zieht sich das linke elliptische Paraboloid (7) g^en die linlie Fokal- 
parabel c, die es nach § 56, 7 be- 
ständig einschlieSt, zasammen, bis 
ea fQr l •" }> in das Innere dieBer 
Parabel (4) in der Ebene ^ = 
zusammenklappt Das Äußere der 
Parabel (4) stellt das hyperbolische 
Paraboloid ft — y dar. Dieses zieht 
sich bei zunehmendem fi (Über 
ftj, fif, fif in Fig. 186} gegen die 
rechte Fohalparabel h zusammen, 
bis es für fi = ß ia das Äußere 
dieser Parabel (5) zusammenklappt. 
Das Innere der Parabel (5) stellt 
dann das rechte elliptische Para- 
boloid V " ß dar, das sich bei 
zunehmendem v (über v,, Vj, v, in 

Fig. 186) um die rechte Fokalparabel, die es beständig umschließt, 
weiter und weiter ausdehnt. 

4. Die duTOh einen Funkt des Baumes bestinunten Paräboloide. 
Um diejenigen Flächen des konfokalen Systems (1) zu finden, die 
durch einen gegebenen Punkt x, y, e des Raumes geben, hat man die 
in t lubische Gleichung (1) oder: 

(10) A')-ii'-^)»' + (/'-^)«* + (('-^)C?'-'){2^+»)-o 

nach T an&ulösen. 
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I 

Da nun: 

(11) /(-oo)=-oo, nr)-{ß-y>'>0, m-^-{ß-y)i/<o, 

/•(+oo) = + oo, 

, 80 hat die Qleichung (10) stets drei reeüe Wureeln, die zwischen den 

Grenzen — oo und y, y und /J, ß und + oo liegen und daher nach 
den Festsetzungen zu (7) — (9) bezüglich mit k, a und v zu be- 
zeichnen sind. 
^ I. Durch jeden Punkt des Baumes geiien stets drei Parabcloide 

des konfokalen Systems, je ein linkes elliptisches, ein hyperbolisches und 
ein rechtes elliptisches. 

5. Die duroh drei ungleichnamige Paraboloide bestinunten 
Punkte. Zwischen den Koordinaten x, y, z eines Punktes und deth 
Parametern A, /i, v der durch ihn gehenden Paraboloide bestellt nach 4 
die in x identische Gleichung: 

(12) {y - T)y^ + (^ - x)z' + (ß^r){y-- 1) (2x + r) 

= (t — A)(r — /[a)(t-v). 

Aus ihr folgt durch Vergleichung der Koeffizienten von t* und 
mit T =« /J und t ^^ y: 






x^'- ' ' o ' -"» y 



ß — r 



(13) 

^ ^ .i (y-i)(y -m)(7-»'.' 

"y-ß 

Wenn daher k, n, v den Ungleichungen bei (7) — (9) entsprechend 
gegeben werden, so folgen aus (13) stets vier, nur in den Vorzeichen 
von y und verschiedene, reeUe Wertsysteme x, y, z. 

IL Irgend drei ungleichnamige Paraboloide des konfokalen Systems 
sehneiden sich stets in vier symmetrisch gegen die beiden Hauptebenen 
gelegenen Punktete. 

JXL Zwei gleichnamige Paraboloide des Systems haben keinen (reellen) 
Punkt gemein. 

6. Orthogonaler Durohsohnitt ungleichnamiger Paraboloide. 

Ein gemeinsamer Punkt x, y, z der beiden Flächen f( und v genügt 
den beiden Gleichungen (8) und (9), also auch der durch Subtraktion 
folgenden Gleichung: 

(14) (^_v){ -f' + .^'" +ll=0. 

Diese bedeutet aber nach § 70, (26), daß die Tangentialebenen 
der beiden Flächen im Punkte x, y, z zueinander senkrecht sind. Das- 
selbe gilt mit zyklischer Vertauschung von A, fi, v: 
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IV. Zwei ungleichnamige Paraholoide des kofifolalen Systems 
schneiden sich längs ihrer Diirchschnittslinie iiberaU senkrecht 

V. Drei ungleichnamige Paraholoide schneiden sich in jedem ihrer 
vier Schnittpunkte (13) untereinander senkrecht 

VI. Die linke Fokalparabel wird von allen rechten, die rechte von 
allen linken elliptischen Paraboloiden senkrecJit geschnitten. 

Die Schnittpunkte sind nach § 61, 7 die Ereispunkte der Para- 
holoide. 

7. Das konfokale System als Fläohensohar. Die Gleichung des 
konfokalen Systems (1) lautet nach § 70, (32) in Ebenenkoordinaten: 

(15) (ß-r)v^ + (r-r)w^ + 2tis - tu» = 
oder: 

(16) (ßv^ + yw^ + 2m5) - x{y? + v* + w^) = 0. 

I. Das System der konfokalen Flächen ist datier nach § 120, (16) 
eine Flädienschar, von deren beiden Grundflächen^^): 

(17) ßv^ + yw^ + 2us = 0, (18) u« + r« + w^ = 

die eine der imaginäre Kugdkreis ist (§ 120, (20)). 

Jede gemeinsame Tangentialebene der beiden Grundflächen (17) 
und (18) ist nach (16) auch gemeinsame Tangentialebene cMer Flachen 
der Schar. Solche Ebenen sind außer der unendlich fernen Ebene 
u = 0, v = 0, w = 0, 5=1 sämtlich imaginär. 

II. Jede Ebene, die nicht gemeinsame Tangential^ene der beiden 
Grundflächen ist, wird von einer bestimmten Fläche der Schar berührt. 

8. Kegelschnitte der Schar, unter den Flächen der Schar (15) 
befinden sich auBer dem Kugelkreis (18), der doppelt zählend (§ 120,9) 
dem Werte r = cx) entspricht, zwei weitere KegdschnUte, entsprechend 
den Werten r = /3, y^^): 

(19) {y - ß)w^ + 2us - ßu^ = 0, (ß - y)v^ + 2us - yu^ = 0. 

Es sind die beiden Fokalparahdn (4), (5) als umhüllt von ihren 
Tangentialebenen gedacht (§ 13, (42); § 53, (35)). 

9. Die Sohnittkurvenenveloppe der Schar. Wie § 120, 10 ergibt 
sieh auch hier, daß die Schnittkurvenenvd<ppe der Schar (15) von deren 
gemeinsamen Tangentialebenen umhüllt wird und in Ebenenkoordinaten 
durch die beiden Gleichungen (17), (18) dargestellt wird. 

Um ihre Gleichung in Punktkoordinaten zu erhalten, ordnet man 
die in x, y, z, t homogen gemachte Gleichung (10) nach Potenzen 
Ton r: 

(20) f{x) « Pt» + Qx^ + Ar + S = 0, 
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R=--(ff' + ^) + ßyt*-2{ß + Y)xt, S^ry' + ßz^ + 2ßrxt. 
Damit wird die Gleichung § 120, (29): 

(21) [{9St- Q'Rf - 4(3Ä- Q'^){^QS-B')]t^^ 0. 

Die Schnütkurvenenveloppe zerfällt also in eine Fläche sechster Ord- 
nung wnd die doppelte unendlidi ferne Ebene (§ 34, (21)). 

10. Der Ort der Pole einer Ebene. Der Pol einer gegebenen 
Ebene: 

(22) ux + vy + WZ -{■ s ^0 

in bezug anf die Fläche (15) hat nach § 83, (5^) die Koordinaten: 

(23) «"-J-T, y-(^-T)^, ^-(y-r);. 

Diese öleichnngen stellen aber bei veränderlichem r eine gerade 
Linie dar, deren Richtungskosinas sich wie u:v:w verhalten (I § 43, (1))^ 
die also auf (22) senkrecht steht. Wie § 120, 11 folgt daher: 

I. Der Ort der Pole einer Ebene in bezug auf die Paraholoide der 
Schar (15) ist eine gerade Linie, die Normale der Ebene in ihrem Be- 
rührungspunkt mit der von ihr berührten Fläche der Schar.^^^) 

Ausgenommen sind die zwei Hauptebenen und die unendlich 
ferne Ebene, die in bezug auf aüe Flächen der Schar denselben 
Pol haben. 

11. Der Aohsenkomplex des konfokalen Systems. Der Achsen- 
komplex der Fläche (1) wird nach § 85, (39) unabhängig von r: 

(24) AsPu + (ß- y)P2iP3A = 0- 

n. Alle Flächen des Jconfolalefi Systems haben denselben Achsen- 
komplex. 

Da beim Übergang von der Bezeichnung § 85, (34) zu der hier 
in (1) gebrauchten ß, y^ a, ß + a, y + a durch /ä — tr, y — t, r, /3, ^ 
zu ersetzen sind, so werden die rechten Seiten der Formeln § 85, 
(38); (44) für die Gleichung (1) tuiahhängig von r. 

Die Sätze § 120, 12, UI und IV gelten also auch für das System 
konfckaler Parabdoide. Auch ergibt sich für dieses ebenso wie in 
§ 120, 13: 

V. Der Achsenkomplex einer jeden Fläche des hm fokalen Systems 
besteht aus deti Normalen sämtlicher Flächen. 

Endlich folgt mit Rücksicht auf § 83, (7') der Satz § 120, 15. 

12. Bbenes Folarsystem in den Hauptebenen. Eine Ebene u, r*, iv 
schneidet die Koordinatenebene z = in der Geraden n, ü (I § 45, 1); 
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der zur Ebene konjugierte Normalstrahl § 85, (38) schneidet die Ebene 
£r = in dem Punkte (I § 48, (9')): 

(25) .»J;.»-(,-A), , = _g. = 0J_,)^.. 

Dieses ist aber nach § 20, (40') der Pol der Geraden m, v in bezug 
auf die zweite Parabel (19): 

Eine Ebene und ihr konjugierter Nortnalstraid, insbesondere Tan- 
genticdebene und zugehörige Normale bei irgendeiner Fläche (1), schneiden 
eine jede der beiden Hauptebenen in Polare und Pol der in ihr liegend^i 
Fokalparabel.^^) 

13. Die Linienkoordinatengleiohung des konfokalen Systems. 
Die Gleichung des konfokalen Systems (J) lautet nach § 70, (41) in 
Linienkoordinaten : 

(26) pi, - 2(y - r)p,,p,, + 2(^ - r)p,,p^ - (^ _ r) (y - t)p;^, 

+ (y^t)tpl + (ß-T)tpi,^0. 

Eine gegebene Gerade wird von zwei Flächen des konfokaien 
Systems berührt. 

§ 124. Das Hanptaclisenproblem des Beruhrongskegels. 

1. Begriff der parabolisohen Koordinaten. Die Parameter A, ^, v 
der drei nach § 123, 4 durch einen Punkt x, y, z gehenden Paraboloide 
hei Ben die parabolisclien Koordinaten des Punktes, 

Sie sind bei gegebenen Koordinaten x^ y, z des Punktes durch 
die kubische Gleichung § 123, (10) bestimmt. Sie bestimmen ihrer- 
seits nach § 123, (13) den Punkt x, y, z vierdeutig. 

2. Parabolische Koordinaten besonderer Punkte. Für die Punkte 
einer Hauptebene hat im allgemeinen eine parabolische Koordinate 
einen der Grenzwerte ß, y: in der Ebene ;? » ist innerhalb der 
linken Fokalparabel >l =» y, außerhalb fi ^ y] in der Ebene y = 
außerhalb der rechten Fokalparabel ft = /3, innerhalb v = /3 (Fig. 186). 

Für die Punkte einer Fokalparabel und nur für diese sind zwei 
parabolische Koordinaten gleich, für die linke ^ ^ y, H- '^ y> f^r die 
rechte /* = /5, v = ß. 

Für die Punkte der Hauptachse ist links von BqI k ^ y, /* *■ /3; 
zwischen Bq und CqI X ^ y, v ^ /3; rechts von CqI (jl ^^ y^ v = ß. 

Für die Hauptbrennpunkte selbst ist: 

8. Identische Gleichungen zwischen gemeinen und parabo- 
lischen Koordinaten. Bezeichnen wir mit T die linke Seite der 



§ 124, 3. 
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Oleichang § 123, (1), so ist Dach der Definition der parabolischen 
Koordinaten mit Rücksicht auf § 123, (12): 

Diese Gleichung besieht zwischen den gemeinen x, y, e und den 
parabolischen Koordinaten l, fi, v des laufenden Punktes identisch in r. 
Mit r *= A, fi, V folgt: 



(2) 



^i + ^ + 2^+^ = 0, 






p — V y — V 



Durch Subtraktion der Gleichungen (1) und (2) folgt nach Division 
mit den nicht identisch verschwindenden Faktoren t — X, r — fi, r — v: 



(3) 



+ 



(/}-t)(^-l) ' (y_T)(r-i) 



y* 



+ 



(ß-T)(ß-ii) • (r-tKr-fL) 



+ 



[(ß-r)(ß-v) ' (y_r)(y-,) 



+ 1 = 

+ 1 = 



+ 1 = 



r-l = (ß-t)(r-t)' 
T ( r->)(r-X) 

, r ^(r-A)(r.->t). 
r — v (|J — T){y — r)' 



and ans dem ersten und dritten Qliede dieser Identitäten bezüglich 
mit T =• k, (i, v: 



(4) 



y' 



(^_i)(„_i) 



_ y j ^ u 1 ^ *^_ 'ir _ 

_ y'_ 4. •'' 4. 1 {y -(•) (}■-¥') _ _i 

y» , '' _L 1 (i -»X»* -») _ J_ 
U^-»)''^(y-'0''^ (^-"Xy-") n" 



wo 1:2*, 1 : m*, 1 : n^ als Abkürzungen je für die beiden gleichen 
Ausdrücke dienen; ebenso folgt aus der zweiten Gleichung (3) mit 
r = v oder der dritten mit t = ft: 



(P) 



y' 



+ 



+ 1-0, 



Die Punkte deuten, wie auch im Folgenden, die zyklische Yertauschung 
von Xf [i, V, bezüglich auch von P, m-, n* an. 

Durch Subtraktion je zweier Formeln (3) folgt: 

(R\ yl L ^ . = L 

VJ ^ß-r)(ß-^l)(ß-v)^ {■/-T){7-y)(r-v) (T-wlr-»)' ' 
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und aus der ersten dieser drei mit r = I: 



(7) 



y' 



+ 



(P - X)(ß - ^)(ß - V) ' (7_i)(7_p)(y_„) 



= 0. 



Durch 3Qhtraktion je zweier entsprechender Gleichungen (3) und (4) 
ergibt sich: 



(8) 



y* . z* T 1 



• • • • • 



iß - rj(^ - ly + (y - T) (y - A)« (r - i)« (r - X) V 

Endlich gibt die Subtraktion der Gleichung (5) von der zweiten und 
dritten (4) die beiden folgenden und ihre zyklischen Yertauschungen: 

y* . z* 1 

(9) 

i + 



y* . «' 1 



• • • 



(P_^)(P_,)« ' (y_^)(y_,.)' {v-,t)n 



t } 



4. Das Aohsensystem der drei Fläohennormalen. Die Tangential- 
d>enen der drei durch einen bestimmten Punkt P ^ x, y, z des Baumes 
gehenden Paraboloide A, ^, i/ § 123, (7)— (9) sind nach § 70, (^6) in 
laufenden Koordinaten X, F, Z in bezug auf das zugrunde gelegte 
Achsensystem Oxyß ^ OXYZ: 



(10) 






Die Normalen i,, -q, i dieser drei Ebenen im Punkte P haben die 
Rieh tungskosi nus : 



(11) 



«1 



Q my mz 

«2 = ^, P^-ß--^^ ^«"y->' 



«y 



«3 = n, /33 = p-^ ^, ^'s = ^ _ 



nz 
y — V 



WO Vy I»*, »* die unter (4) eingeführten Werte haben und l, m, n 
die positiven Wurzeln bedeuten mögen. 

Das neue Achsensystem P^i^t ist nach § 123, 6 ebenso wie das 
alte OXYZ rechtwinklig. Zwischen den alten X, Y, Z und den 
neuen Koordinaten I; i?» S ^^^ laufe^iden Punktes bestehen die Rela- 
tionen (I § 37, (13)): 
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(12) 



X — x 
Z-e 



11 + mvi + t»§, 

*V/J — 1^ ß — li^ß — v)' 

\y — A y — ft y — f/ 



5. Berühningskegel eines Paraboloids des konfokalen Systems. 
Der Ton einem Pmikte P '^ x, yj e an die Fläche: 



+ ~. + 2Z + T - 



(13) « 
\/ p — "^y — 'f 

gelegte Berührungskegel hat nach § 70^ (33) in laufenden Koordi- 
naten X, Tj Z die Gleichung: 

(14) TR-S* = 0, 
wo zur Abkürzung gesetzt ist: 



(16) 



ß — T y — X ' 

6 = '^^ + -— - + (-A- -^), 



T = -,,-''' [- - — + 2« + T (wie in (1 ). 



6. Darstellung von Jß und S in den neuen Koordinaten. 
Durch die Substitution (12) wird: 

oder nach (8) und (6): 
oder: 

Ebenso wird: 

s-((^^-4-_,) + (--_,;;- ,^ + 1)^1 +...+.. . 

oder nach (3): 

(17) s = T \±i,^ ^^ + ,%\. 
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7. Die Hsuptaohaengleiohiing des Berührungskegels. Mit den 

Werten (16) und (17) nimmt die Gleichung (14) die Form an: 

(18) -^v + -''- + — ^— - 0. 

Dies ist die Gleichung des vom Punkte P — it, ju, v an die Fläche r 
des konfokalen Systems gelegten Berührungskegels in bezug auf das 
neue Koordinatensystem P^rj^. 

Der von einem Punkte P des Raumes an eine Fläche x des kon- 
fohalen Systems gelegte Berührungskegel hat als Hauptachsen die Nor- 
malen I, 1^, g der drei durch den Punkt P gehenden Paraboloide k, ft, v 
des Systems.^^^) 

8. Die Erzeugenden eines hyperbolischen Paraboloids. Die 
Tangentialebene des hyperbolischen Paraboloids: 

(19) ^-, + ,l:-, + 2X + M = 0, 

das durch den Punkt P ^ x, y, z =^ X, ii, v hindurchgeht, hat statt 
der zweiten (10) auch die Gleichung: 

(20) _ ^^^/^ + '-^-f^ + (X-.) = 0. 
wobei: 

(21) /^ + '"-J^2x + iL^0. 

Der laufende Punkt X, F, Z der beiden Erzeugenden des Para- 
boloids ft, die durch P == x, y, e hindurchgehen, genügt (§ 67, (28)) 
den beiden Gleichungen (19) und (20). Infolge von (10) und (21) 
kann aber die Gleichung (19) auch in der Form: 

(22) ^^' + ^^-^ = 

geschrieben werden, so daß die Erzeugenden durcfi (20) und (22) dar- 
gestellt sind. 

9. Die Hauptaohsengleichung der Erzeugenden. Durch die 

Transformation (12) wird nun aus (20) mit Rücksicht auf (5) und (4): 

(23) 1? = 
und aus (22): 
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nnd nach (9) und (7)^ indem überdies ij «= gesetzt wird: 

(24) -i'-. + — ^— = . 

Dies ist die Gleichung der Erzeugenden des hyperbolischen Paraboloids ii 
im Punkte X, ii, v in hezug auf die Normalen der beiden Flächen X 
und V. 

Diese Normalen sind also die Hauptachsen (Halbierungslinien) 
der Erzeugenden. 

Ebenso sind die Normalen der Flächen [i und v oder X und fi 
die Hauptachsen der imaginären Linienpaare, in denen die elliptischen 
Paraboloide X oder v von ihren Tangentialebenen im Punkte X, fi, v 
geschnitten werden. 

Ebene Schnitte, die zu einer solchen Tangentialebene parallel 
sind, haben nach § 110, 6 dieselben Hauptachsenrichtungen und Haupt- 
achsenkoeffizienten (§ 121, (36)). 

§ 125. Tangentialkegel, Tangenten und Tangentialebenenpaare. 

1. Das System konfokaler Berühningskegel an einem Punkte. 
Der von einem Punkte P = A, /n, v an die Fläche: 

(1) /- + - '- + 2a; + r = 

gelegte Berührungskegel hat nach § 124, (18) die Oleichung: 

(2) ^'__4_^' +_l*_ = 0, 

während die Erzeugenden des hyperbolischen Paraboloids ^, die 
durch P gehen, nach § 124, (23); (24) durch die Gleichungen: 

(3) J'... + __?!_ = o, ri^O 

dargestellt sind. 

Daher gilt auch hier der Satz § 122, 1. 

Der Kegel (2) ist reell für v>r> X. Es geht daher von P 
ein reeller Berühnmgskegel an jedes linke und rechte Paraboloid, 
außerhalb dessen P liegt (§ 123, 3), und an jedes hyperbolische Para- 
boloid des Systems (1). 

Für das hyperbolische Paraboloid r = /t zerfällt der Kegel 
(§ 122, 2) in ein reelles, für die elliptischen Paraboloide r = >l und v 
in ein imaginäres Strahlenpaar. 

Die durch die beiden Gleichungen § 122, (4) im vorliegenden 
Falle dargestellten Fokalkegel des Punktes P = A, u, v sind die über 
den beiden Fokalparabeln errichteten Kegel. 
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Der Ort der Spüeen dual gleichseitiger BertUirungskegel des Para- 
bohids (7) ist daher (§ 100, {22)) die Ebene: 

(10) h^+(^^2x^0. 

4. Die Fokalaohsen der Faraboloide. Die Inyolution harmo- 
nischer PolarebeneD^ welche das Paraboloid: 

(11) ßv^+yw^+2us^0 

an der Schnittlinie g der beiden Ebenen fiuV^yW^, s^ und u^,v^, u\j s^ 
bestimmt, hat nach § 77, (4) die Gleichung: 

{ß^i^+ y^i^+ 2wi5i) + {ßv^v^ + yw^w^ + MiSg + Mg5i)(A'+ A") 

+ {ß^i^ + y«',*+ 2u^s^)k'r = 0. 
Der Vergleich mit § 122, (19) gibt fiir eine Involution recht- 
winkUger Ebenen die Bedingungen: 

(ß _ r)v,^+ {y - r)w,^+ 2u,s, - tm,«= 0, 

(12) (ß — r)v^v^ + (y — r)WiW^ + u^s^ + ti^s^ — tu^u^ «= 0, 

(ß - x)v^^ +{y- r)w^^ + 2u^s^ - r M,« - 0. 

Dies sind aber nach § 83, (13'); (14') die Bedingungen dafür, daß die 
Oerade g eine Erzeugende der Flache: 

(13) {ß - T)t;* + (y - x)w^ + 2us - rw« = 

ist, also nach § 123, (15): 

Die Fokälachsen eines Paraholoids sind die Erzeugenden aller zu 
ihm konfoJcalen Paraboknde. 

n. Kapitel. 

Die Amiot- Mac Cullaghschen und Jacobischen Fokal- 

eigenschaften. 

§ 126. Schräge Abstände und Abstandsprodukte. 

1. Der schräge Abstand eines Punktes von einer Geraden. 

Eine zur jP-Achse des rechtwinkligen Systems Oxyz parallele Gerade 
p sei durch die Gleichungen: 

(1) x-=^u y-Vi 

gegeben und ein durch die a: -Achse (Fig. 187) oder y-Achse gehendes 
Ebenenpaar bezüglich durch die Gleichungen: 

(2) /3«y« - y^z^ = , (2') a^x^ - y^z^ = . 

Die Richtungskosinus der Normale einer Ebene des Paares verhalten 
sich wie: 

(3) 0:/}:±y, (3^ aiO:±y. 
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Ist nan x^y y^^ z^ der Endpunkt des schrägen Abstandes s eines Punktes 
P =^ x,y,z von der Geraden (1), parallel einer der beiden Ebenen (2) 

(Fig. 187), bezüglich (2') ge- 



^z 



P-jryz"^ 







y messen, so wird: 
.%yi^n (4) s^^{x-x^^ 

/ 



r^» 



>.)', 




•^^ 



>y 



A^y,ö 



während jsr^ durch die Bedin- 
gung bestimmt ist, daß s zur 
Richtung (3) oder (3'; senk- 
recht ist, also: 

(5)^(y-yi)±y(^-^i) = o, 

(5') aix-x^)±Y{e-g^) = 0. 

Eliminiert man mittels (5) 
oder (5') e — z^ aus (4), so 
folgt unabhängig von der Wahl 
Flg. 187. des Vorzeichens in (5), (5'): 

Das Quadrat der beiden einander gleichen schrägen Abstände s 
eines Punktes x, y, z von der Geraden (1), gemessen parallel den beiden 
Ebenen (2) (Fig. 187) oder (2^ hat bezüglich dm Wert (6) oder (6'). 

2« Deutung eines gegebenen Ausdruckes als schrägen Abstand. 
Ist umgekehrt ein Ausdruck von der Form: 

(7) iV«-i»(a;-x,)*+m«(y-y,)^ 

gegeben, so muß man zum Vergleich mit (6) und (6') die beiden 
Fälle unterscheiden: 

(8) m^>P oder ?>m* 

Setzt man dementsprechend: 

(9) N*=.V\{x-x,y+'^l(y-y,y], (9')i^^=m«j^,(x-a;.)»+(y-y,)»), 

SO gehen die eingeklammerten Ausdrücke (9) und (9') in (6) und (6') 
über mit: 



^» — ^ + yl7 yt — ;t ; 



-il — 1 4- — 5* = 
m»~ "^ y" y« ~ 



V—m' 



m' 



Der Ausdruck (7) ist also bis auf einen konstanten Faktor das 
Quadrat des schrägen Abstandes s des Punktes Xj y, z von der zur 
B'Achse paraUen Geraden (1), und zwar wird, je nachdem m^ > l^ oder 
P>m» ist: 
(10) P{x-x^y+m^(y-y,y^lh^ oder wV, 
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tco s hegüglich paraUd deni Ebenenpaar: 

(11) (m«-ZV~^*^*=0 oder (Z*- w«)x^- mV= 

gemessen ist. 

Mit Vertauschnng Yon y und z folgt ebenso: 
Der Ausdruck: 

(12) i^{x^x,y+n\z^z,y 

ist bis auf einen konstanten Faktor das Quadrat des schrägen Abstandes 
s des Punktes x, y, e von der ssur y- Achse parallelen Geraden: 

(13) x^x^, ^ = ^1, 

und zwar wird, je nachdem n'> Z* oder i*> n* ist: 

(14) l\x-x,y+n\z-z,y^Ps^ oder nV, 
wo s bezüglich parallel dem Ebenenpaar: 

(15) (n>-iV-^V=0 oder (P- n«)a:*- nV« 
gemessen ist. 

3. Anwendung auf den elliptischen Zylinder. Setzt man in (7)^ 
(10) und (11): 

^1 = 0, y, = 0; /^=i-„ t>i«-|.; a^>b\ 
so nehmen die Gleichungen (10) und (11) die Form an: 

Bedeutet daher s den schrägeti Abstand des laufenden Punktes 
X, y, z von der z -Achse, parallel zu einer der beiden Ebenen: 

(16) {a^-V)y^-b^z^^O, a^>b\ 
gemessen, so besteht identisch in x, y, z die Gleidiung: 

(17) a«(g+f.-l)-5»-a«. 

Aus dieser Identität folgt: 
Der elliptische Zylinder: 

(18) S+;'=i' «*>**' 

ist der Ort der Punkte, deren schräger Abstand s von der z -Achse, 
parallel zu einer der Ebenen (16) gemessen, den festen Wert a hat. 

Die den Ebenen (16) parallelen Ebenen bilden die zwei Scharen 
von Kreisschnittebenen des elliptischen Zylinders ( § 59, (26)). 

4. Das Produkt der Abstände eines Punktes von zwei Ebenen. 
Ein Paar von Ebenen, die der «s*- Achse parallel sind (Fig. 188), sei 
durch die Gleichung: 

(19) a'(x - x,y ~ ßHy - y,y = 
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gegeben. Die senkrechten Abstände r^ und r^ eines Punktes P = x,y,2 
von ihnen sind alsdann (I § 41, (6)): 



a(x — x^) + ß(if — y^) 



^2 = 



«(ä — Xi) — /J(y — yi) 



wo ^1 «= ± 1 , ^2 =^ i 1 ^^^• 

DcLS Produkt der senkrecfUen Abstände 
r^, rj eines Punktes x, y, z von den beiden 
Ebenen (19) is^; 

(20) r,r,= ;(i.+^f- ^-. 
TV Für das Vorzeichen von e kann: 

(21) £ = sign (a V - /3 V) 
gewählt werden, womit das Produkt in 
dem die ^er -Achse (a? = 0, y = 0) enthalten- 
den Winkelraume der Ebenen positiv ist. 

5« Deutung eines gegebenen Ausdruckes als Abstandsprodukt. 

Ist umgekehrt ein Ausdruck von der Form: 

(22) IP = l\x - x,y - m\y ~ y,)« 

gegeben, so ergibt sich aus (20): 

Der Ausdruck (22) ist bis auf einen konstanten Faktor das Produkt 
der Abstände r^ und r^ des Punktes Xj y, e von den durch die Achse: 




Fig 188. 



X 



X 



1 } 



y-Vi - 



l\x^x,)'-m'{y-y,y^O, 



(23) 

gehenden Ebenen: 

(24) 

und zwar wird: 

(25) l\x - x,Y - m*(y - y,)* = «(? + rn'^r, r, . 
Hier ist: 

(26) £ - sign { 1\Xq - x.Y - m{y^- y^f ] , 

wenn das Produkt in dem eine gegebene Gerade x = x^, y = y© ent- 
haltenden Winkelraume der Ebenen (24) positiv gilt. 
Mit Vertauschung von y und z folgt ebenso: 

Der Ausdruck: 

(27) l\x-x;f-n\e-z,y 

ist bis auf einen konstanten Faktor das Produkt der Abstände r^ und r, 
des Punktes x, y, e von den durch die Achse: 

(28) X 



^1, ^ 
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gehenden Ebenen: 

(29) l\x - x;f - n\z - z^y = 0, 
und zwar wird: 

(30) l\x - a:,)^ - n\z - z^f = b{P + n^)r^r^ . 

Hier ist: 

(31) . = sign { l\x, - x,y - n\z, - z,y } , 

wenn das Produkt in dem die Gerade x =^ x^y z ^ Zq enthaltenden 
Winkelraume der Ebenen (29) positiv gilt. 

6. Anwendung auf den hyperbolischen Zylinder. Setzt man 
in (23), (24), (25) : 

so nehmen die Gleichungen (25) und (24) die Form an: 

(32) j; - 1-! - (i + ih'*' (33) 5 - 1 = ö' 

wobei das Produkt r^r^ in dem die Ebene y=0 enthaltenden Winkel- 
raum positiv gilt. 

Aus der Identität: 

^^^^ a« + fe» U« ~ P "' -^ 1 ■" ^1 **« ä* 4^6* 

folgt alsdann: 

Der hyperbolische Zylinder: 

(35) f-;-j;-i=o 

ist der Ort eines Punktes, für den das Produkt der Abstände r^, r, 
von zwei festen Ebenen (33) den konstanten Wert a^b^ : a^ + b^ Juni 

(§ 1, 11). 

Die Ebenen (33) sind die Asymptotenebenen des Zylinders (§53,(31)). 

§ 127. Brennpunkt -Direktrix -Eigenschaften der Ellipsoide und 

Hyperboloide. 

1. Eine auf zwei konfokale Flächen mit Mittelpunkt bezüg- 
liche Identität. Die beiden Flächen: 

sollen konfokal sein, sodaß (§ 55, (24)): 

(3) a^-a''=b'^b'''^c'-c'=^h'', 

wo A* den geraeinsamen Wert der drei Differenzen bezeichnet. 

Staude, Flftchen sweitar Ordnung. II. 46 
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Sind nun x, y, z und x^, y^y z^ irgend zwei Punkte des Raumes^ 
80 ist: 

*"((S+f;+?-')-(^:+r:+?i-')i 
-(«'-o(s-J.■)+(»'-»")(p-^5+(''-''").G•-7-•)• 

Da aber: 

so folgt: 

1. Sind die Flächen (1) wtd (2) Jcofifokal und bezeichnet h^ den 
gemeinsamen Wert der drei Differenzen (3), so besteht identisc/i in x, y, z 
und XQf y^y Zq die Gleichung: 

(4) A«jg:+-j;+j:-i)-(^'+^:4-v_i)) 

-|(^^--?*o)*+(TJ'-Fyo)*+(J«-*<^.)'j. 

Wird c^ durch — c* ersetzt, also c di;irch ci, so ändert sich auf 
der rechten Seite der Identii»t (4) das Vorzeichen des dritten Quadrats 
in der zweiten Klammer. Wird aber gleichzeitig c* durch -— c* und 
c* durch — c* ersetzt, so ändert sich die rechte Seite von (4) nicht. 
Entsprechendes gilt für b^ und b'K 

2. Die Identität des Amiot-Mao Cullaghsohen Satzes. Ordnet 
man dem Punkte P^^^^ Xq, yQ, Zq durch die Beziehung: 

einen Punkt P^ « x^, y^, z^ als entsprechenden Punkt zu, so nimmt (4) 
die Form an: 

(«) **i(S+i-:-t-:-:-i)-(?-:+r:+?-:-i)i 

-(^V-^i)*+^'(y-y:'*+^V-^i)*). 

Ist endlich P^^iCo, y^, z^ ein Punkt des Hauptschnittes: 

(')JV+6^=1' ■^-Ö oder (7-) jl + il = 1 , y = 0, 

der Fläche (2), so ergibt sich: 

n. Ist Pq = Xq, yo, oder P^ «= x^j 0, jer^ em Punkt des Haupt- 
schnittes jer = oder y ^0 der Fläche (2) towT wird ein entsprechender 
PuvJd Pj — ^1 , yj , oder P^^x^, 0, -er^ der Hauptd)ene definiert durch: 
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(8) a?! = |-,a;o , yi=-^,yo ' oiier (8') x^^-^^x^, ^i=Ji^o? 
so ist identisch in x, y, z: 

^{^x-x,y+y*+{z-z,y]-[^{x-x,y-^^^y*+'^{;z-zy\. 

3. Ausartung der zweiten Fläche. Mit c'^^0 oder &''=Ö 
(§ 120, 4) wird nach (3): 

/,«=c*, a««a»-c«, 6'«=6»-c« oder K'^V, a'«=a«-6«, c'»=c«-6«, 

und die Hauptschnitte (7), (7') gehen in die Fokalellipse oder Fokal- 
hyperbel (§ 55, (10)): 

a^c^+i^^lc^-^y ^ = oder ^\. - j.!!,. = 1 , y-0 
der Fläche (1) über. Setzt man alsdann noch (§ 55, (6)): 

und damit bezüglich: 

^8 = a»-e^a> = e^6'*-e«-d«oderÄ2 = a»-d^a'»=d^c'»-d*-6^ 

so ergibt sich als Sonderfall von II : 

IIL Ist Pq« Xq, y^y oder P^ = Xq^ 0, g^ ein Punkt der Fohd- 
dlipse, bezüglich Fokalhyperbel: 

(10)5+^V. = l' --0, (10-)-^:- ^.Ü,,-!, y-0 
der Fläche: 

(11) S + ä^!^. + «.-T.-i' 

und MTtVd iÄw rfn en^5precÄ«mfer Puni^ Pi=a;i,yi,0 oder Pi^x^O^z^ 
in der Ebene des FokcUkegelschniäes durch die Formeln: 

(12) a:, = ^,a:o, yi-^^i^iVo oder (120 ^i = |i^o; ^i'-Jil-^t^o 
zugeordnet, so ist identisch in x, y, ^ (§ 4, (27)); 

(13) («*-e«)j-^;+-^£^. + -.4^.-1) 

(13')(a«-d«)jf-: + -.^!^,+ -.il-^,-l) 

46» 
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4« Abhängigkeit des Punktes P, von P^. Die Gleichungen des 
ersten und zweiten Hauptschnittes der Fläche (11) lauten: 



^' 4- - ^' - = 1 ri4') -^* + — 



- .«1. 



Die Polare irgend eines Punktes x^, y^ oder rr,, jer^ in bezug auf 
diesen ist nach § 20^(6): 









+ 



2?. r 



a' — € 



= 1. 






I ^0^ 1 

'^ d*--e- 



Die Polare des Punktes (12) oder (12') wird folglich: 

(15) '\t + -J% = l, (15' j 

Dies ist aber nach § 13,(3) die Tangente im Punkte cc^^y^ der Fokal- 
ellipse (10) oder im Punkte x^y Zq der Fokalhyperbel (10'). Somit 
ergibt sich auch umgekehrt (§ 18, 4) : 

I. Der Punkt Pj in (12) oder (12') ist der Pol der im Punkte 

Po=* ^o; Po ^^^^ ^07 ^0 ^^* ^^ Fokalellipse (Fig. 189) oder Fokalhyperbel 

gelegten Tangente in hezug auf deti zugehörigen Hauptschnitt der Fläche. 

Der Fokalkegelschnitt und zugehörige Hauptschnitt sind nach 

y § 55, 7 konfokal, der Ort der 

Pole einer Geraden aber in 
aPf^x^y, bezug auf ein System konfokaler 
Kegelschnitte ist nach § 32, 12 
die Normale der Geraden in 
ihrem Berührungspunkt mit dem 
von ihr berührten Kegelschnitt 
des konfokalen Systems. Daraus 
folgt: 

II. Die Verbindungslinie der 
entsprechenden Punkte Pq und J\ 
steht in P^ auf der Tangente 
der Fokalellipse (Fig. 189), beziehungsweise Fokalhyptrbel senkrecht, 

5, Brennpunkt und Direktrix. Die im Punkte (12) auf der 
ajy-Ebene oder die im Punkte (12') auf der rrz- Ebene errichtete Senk- 
rechte mit den Gleichungen: 




Fig. 189. 






a--d' 
-d' 



Uo 



a« — e- 



heißt die dem Brennpunkte P^^ x^y //(, oder Xq, Zq (§ 55, (>, 3. Absatz) 
entsprechende Direktrix.^*-) 
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Die eiVtßt»» Punkte P^ eiwes Fohalkegelschnütes entsprechende Direlc- 
trix ist die auf der Ebene des letzteren errichtete Sefikrechte p^ (Fig. 190), 
deren Fußpunkt P^ der Pol der 
Tangente des Fokalkegelschnittes 
in Pq mit Bezug auf den Haupt- 
schnitt der Fläche ist. 

Zu den Scheitelpunkten: 

(17) Ö,G' = ±6,0,0; 

H,H'^0,±y?'^~d%0', 

F,r^±d,0,0 

der FokaleUipse und Fokalhyperbel gehören nach (16); (16') die 
Direktrizen: 

(18) x^±~, y = 0; x = 0, y = ±^-=-; a; = ±^, ir = 0, 

also die Direktrizen der drei Hauptschnitte y = 0, x = 0, z ^0 der 
Fläche (11) im Sinne von § 4,(24). 

Da die Brennpunkte Xq, y^, und x^, 0, Zq den Gleichungen (10) 
und (10') genügen, so erftUlen die Punkte der Geraden (16) und (16') 
die Gleichungen: 



Fig. 190. 



e'x* 



(19) V +ä:^3£«y^-=l5 






z' 



1. 



Der Ort der J)irektrizen aller Punkte der Fokalellipse oder Fokal- 
hyperhd ist der elliptische Zylinder (19) oder der hyperbolische (19^). 

Die Strahlenkoordinaten p^^ der Tangente (15) oder (15') sind 
(I § 48, (3)): 

1 -^- — ^<> • 1 — '• ^* 

und die Strahlenkoordinaten p^^ der Direktrix (16) oder (16'): 
a* (i* ri' a* — c* a* 

Sie entsprechen nach § 82, (10) den Beziehungen reziproker Po- 
laren der Fläche (11): 






QPsi 



PtA 



9Pii 






Ptn 



Die Direktrix eines Punktes Pq der Fokalellipse oder Fokalhyperbcl 
ist die reziproke Polare der Tangente des Fokalkegelschnittes in ihm. 

Da beide reziproken Polaren aufeinander senkrecht stehen, gehören 
sie nach § 85, 6; 8 dem Arhsenkoniplcx der Fläche an. 
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6« Die Untersoheidung der Azniot-Mac Cullaghsohen Fokaleigen- 
sohaften. Das erste Olied auf der rechten Seite der Identitäten (13) 
und (13') ist das Quadrat des Abstandes r = PPq des laufenden Punktes 
P^x,y,e Ton dem Brennpunkt Po= XQ,yQyO oder Po=' Xq^O, jsq. 
Das zweite Olied dagegen ist nach § 126^2; 5 bis auf einen kon- 
stanten Faktor m entweder das Quadrat des schrägen Abstandes s des 
Punktes P von der Direktrix Pq oder das Produkt der Abstände r^ 
und r, von zwei durch p^ gehenden Ebenen. Infolgedessen hat die 
Gleichung (11) eine der beiden Bedeutungen: 

r* = rn^s^ oder r* = m^r^ r^ , 

welche die Mac CuUagsche oder AmiotscJie Fohaleigenschaft enthalten. 
Welche von den beiden Bedeutungen zutrifft, hängt von den Vor- 
zeichen der Koeffizienten in den zweiten Gliedern der rechten Seiten 
von (13) und (13') ab und ist daher für die verschiedenen Arten der 
Mittelpunktsflächen verschieden. 

7« Das EUipsoid. unter der Voraussetzung: 
folgt mit: 

aus § 126, (10): 

und mit: 

aus § 126, (30) : 

„. (^ - ^i)^ + -«.--_7, (^ - ^i)' = ^ a.(aT-_ e«) '^'^ ' 
Daher gelten nach (13) und (13') die Identitäten (§ 4, (28)): 
r / » 8\ f ^* • y* . '* 1 1 9 e* — d*,, 

(a«_rf»)P; + /' ^. + -^, - l}= ,.«- ,*V!-''X^,., 

^^ ^ l a' a' — (i* ' a' — e' J a'(a* — c'') ^ -' 

WO r den Abstand des laufenden Kaumpunktes P = Xyp, /s von einem 
festen Punkte Pq = XQ,yQ,0 der Fokalellipse, bezüglich Po= ^oy^t ^o 
der Fokalhyperbel; s den schrägen Abstand des Punktes P von der 
Direktrix des Punktes Pq» parallel den Ebenen (§ 126, (11)): 

(21) d.£l_(e»_d«)-^-, = 



(20; 
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gemessen; und r^y r^ die senkrechten Abstände von den beiden durch 
die Direktrix gehenden Ebenen (§ 126, (29)): 

(22) d*(^_^^«)' _ (e^ _ d^)^^^ - 

bedeuten. 

Die Ebenen (21) sind nach § 58, (21') die Hauptkreisschnittebenen; 
die Ebenen (22) sind diesen parallel. 

I. Für jeden Punkt des Ellipsoides (11) mit d^>e^>d* ist das 
Verhältnis des Äbstandes von einem Punkte P^ der Fokalellipse und des 
schrägen, paraUd einer Kreisschnittebene gemessenen Äbstandes von der 

ssugehörigen Direktrix konstant, gleich r e* — öf* ; Ya^ — rf*, also audi 
unahhängig von Pq. 

U. Für jeden Punkt des Ellipsoides (1) ist das Verhältnis des 
Quadrates des Äbstandes von einem Putzte der Fokalhyperbel und des 
Rechtedces aus den senkrechten Abständen von den zwei durch die zu- 
gehörige Direktrix gelegten Kreisschnittebenen konstant, gleich e*(a* — dP) : 

./i*(o*-ö*). 

Der erste Satz enthält die Mac Cuüaghsche, der zweite die 
Ämiotsche Fokaleigenschaft.*^) 

Wählt man als Punkt Pq den Scheitelpunkt JSToder If der kleinen 
Achse der Fokalellipse in (17), so liegt die entsprechende Direktrix 
(18) in der y£r- Ebene parallel der ;er- Achse. Für die Punkte P d^s 
Hauptschnittes : 

' a* — a* a' — e' 

geht daher der den Hauptkreisschnittebenen, also der ^-Achse paral- 
lele Abstand s in den senkrechten Abstand von der Direktrix über. 
In dem Satze I ist also die Brennpunkt- Direktrixeigensdiaft § 4, 6 
des genannten Hauptschnittes unmittelbar entlialten. 

S. Das einsohalige HsTperboloid. Unter der Voraussetzung: 
folgt mit: 



g* ^t gt 



aus 


§ 126,(10): 






und 


mit: 


{X - 


-^i) 




1% ''' - 







«' - i* = ^! - '*? > 0, n»> P, 
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aus § 126,(14): 

Daher gelten nach (13) und (13') die Identitäten: 

\ (a« - e») j -1 + -r^j," - -. -^* . - 1 1 = r»- *v s», 

. I ^ -' l a' ' a' — a' c' — a' J a* ' 

I («*-'^){ :-. + Ä^ - 7«^. - 1)= r*- ^.- A 

wo r den Abstand des laufenden Punktes P = x,y,g von einem festen 
Punkte Pq = Xq, y^, der Fokalellipse, bezüglich P^ = Xq, 0, xr^ der 
Fokalhyperbel, und s den schrägen Abstand des Punktes P von der 
Direktrix des Punktes Pq, parallel den Ebenen: 

(24) rf'«.!:;,. -«%.!!„. =0 

gemessen, bedeuten. 

Die Ebenen (24) sind nach § 59, (21') die Hauptkreisschnitt- 
ebenen. 

Für jeden Punkt des einschaligen Hyperboloides ist daher das Ver- 
hältnis des Abstandes von einem Punkte der FokaleUipse oder Fokal- 
hyperbel und des schrägen, parallel einer Kreisschnittebene gemessenen 
Abstandes von der zugehörigen Direktrix konstant, gleich e:a bezüglich d:a. 

Beide Sätze enthalten die Mac Cidlaghsche Fokaleigenschaft; die 
AmiotscJie fehlt. 

9. Das zweischalige Hyperboloid. Unter der Voraussetzung: 

e^>d^>a^ 
folgt mit: 

aus § 126,(25): 

„. (^ - X,)*- ^,_ ^, (y - y,y = e^^,^^,_ ^^. r, r, ; 
und mit: 

aus § 126, (14): 

Daher gelten nach (13) und (13') die Identitäten: 

(% 2\(^* y^ 2' il_^ fiVe* — a*) 

/ « j«\ I «* y' ^^ 1 1 2 ^' — '^^ ^ 
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WO r den Abstand des laufenden Punktes x, y, z von einem festen 
Punkte Pq^ Xq, y^j der Fokalellipse, bezüglich Pq = Xq^O^z^ der 
Fokalhyperbel; r^ r^ die senkrechten Abstände von den beiden durch die 
Direktrix des Punktes P^ gehenden Ebenen: 

(26) e« <^ - f •)* - (c* - d«) ^^^ = ; 

s den schrägen Abstand des Punktes P von der Direktrix des Punktes 
Pq, parallel den Ebenen: 

(27) «*S-(«*-'^*)-Ä = 

gemessen, bedeuten. 

Die Ebenen (27) sind nach § 60,(21') die Hauptkreisschnittebenen, 
die Ebenen (26) diesen parallel. 

I. Für jeden Punkt des eweischaligen Hyperboloides ist daher dns 
Verhältnis des Quadrates des Abstandes von einem Punkte der Fokal- 
dlipse und des Rechteckes aus den senkrechten Abständen von den zwei 
durch die zugdiörige Direktrix gelegten Kreischnittebenen konstant, gleich 
i?(c«~a*)':a^((P-a^). 

II. Für jeden Punlct des zweischaligen Hyperboloides ist das Ver- 
hältnis des Abstandes von einem Punkte der Fokalhyperbd und des 
schrägen^ parallel einer Kreissdinütebene gemessenen Abstandes von der 

zugehörigen Direktrix konstant, gleich r e*— d^ : r e*— a*. 

Der erste Satz enthält die Amiotsche, der zweite die Ma^ Cullaghsche 
Fokaleigenschaft. 

10« Ebene Scbnitte durch Brennpunkt und Direktrix. Sei 77 

die durch den Brennpunkt Pq und die Direktrix p^ gelegte Ebene, 
die Normalebene im Punkte Pq der Fokalkurve (Fig. 189), und S 
ein Pnukt der Schnittkurve der Fläche mit der Ebene 77. 

Dann liegt die Entfernung r der Punkte S und Pq in der Ebene 
77; ebenso aber die schräge Entfernung 6^ des Punktes S von der 
Direktrix Pq. Sie fällt in die Schnittlinie der Ebene 77 mit einer 
durch S gelegten Kreisschnittebene. Daher sind die schrägen Ent- 
fernungen s aller Punkte S von Pq untereinander parallel und somit 
den senkrechten Entfernungen Sq von Pq proportional Femer aber ist 
jede der beiden senkrechten Entfernungen r^ und r^ des Punktes S 
von den durch die Direktrix gehenden Ebenen proportional der in der 
Ebene 77 liegenden senkrechten Entfernung Sq von der Direktrix selbst, 
also das Produkt r^ r^ proportional Sq^. 

Die Schnittkurve ist folglich der Ort eines Punktes *S, für den 
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das Verhältnis der Entfernung r Ton P^ und der senkrechten Ent- 
fernung «0 von p^ konstant ist. Es folgt daher nach § 4, 5:^^^) 

Ist Pq für das EUipsoid oder das ein- oder zweischalige Hyper- 
boloid ein Punkt der Fokaleliipse oder Fokaihyperbdy so schneidet die 
in Pq erriditete Normalebene der Fokalkurve die Fläche in einem Kegd- 
schnitt, für den P^ ein Brennpunkt ist. 

11. Allgemeine Grundlage der Brennpunkt -Direktrix -Eigen- 
Bohaft. Setzt man den in der Identität (13) oder (13') in der zweiten 
Klammer rechts stehenden Ausdruck gleich NuU, also: 

SO erhält man beidemal die Oleichung eines reellen oder imagi- 
nären EbenenpaareS; dessen Achse die dem Brennpunkte P^ ent- 
sprechende Direktrix (16) oder (16') ist und dessen Ebenen die dem 
Brennpunkte Pq entsprechenden Direktrixebenen heißen.^*) 

Die Identitäten (13) und (13') sind demnach von der allgemeinen 
Form:") 
(29) f^k^Ur, 

wo /"«O die Fläche selbst, fc = ein Kugelk^el (§ 69, (19)) mit 
dem Scheitel-(Mittel-)Punkt Pq und U^O, F = die Direktrixebenen 
sind. Mit Eöcksicht auf 6 folgt daher: 

I. Je ncuihdem die dem Brennpunkte Pq entsprechenden Direktrix- 
ebenen imaginär oder reell sind, gilt als Deutung der Identität (29) die 
Mac Cuüaghsche oder Ämiotsche Fokaleigenschaft. 

Infolge von (29) liegt ferner die Schnittkurve der Fläche /* «= 
mit der Ebene U = oder V = auf dem Kugelkegel k = und 
ist daher ein Kreis, also mit Rücksicht auf (28): 

IL Die einem Brennpunkte der Fläche zweiter Ordnung entspredien- 
den Direktrixebenen sind stets zwei derselben Hauptachse parallele Kreis- 
schnittd>enen. 

In der Tat sind die Ebeuenpaare (28), sowie auch ein drittes, 
einem Punkte Pq der imaginären FokaleUipse § 120, 9 entsprechendes, 
den in § 117, (17) dargestellten drei Ebenenpaaren, mit b^=»a'— rf^, 
(^'^ a^ — e* parallel. 

Infolge von (29) liegen endlich die beiden Kreise K^ und K^, 
in der der Kugelkegel ft = von dem Ebenenpaar Z7F= geschnitten 
wird, auf der Fläche /* = 0. Die beiden Flächen f^O und k = 
berühren sidi daher in jedem ihrer beiden gemeinsamen Schnittpunkte 
mit der Direktrix^ da sie hier die Tangenten der beiden Kreise K^ 



§ 127, 11—12. 703 

und K2 ebenfalls als Tangenten und damit auch die Tangentialebene 
(§ 67, 4) gemein haben. Es folgt also:^**) 

in. Jeder Brennpunkt Pq der Fläche zweiter Ordnung (Punkt 
der drei Fokalkurven § 120, 9) ist der Scheitdpunkt eines Kugdkegels, 
der die Fläche in ihren Schnittpunkten mit der entsprechenden Direktrix 
Pq doppelt beriäirt. 

Dieser Satz entspricht dem nach § 13, 8, II und § 20, 3 (zweitem 
Absatz) geltenden:^ 

IV. Jeder Brennpunkt eines Kegelschnittes ist der Scheitelpunkt 
eines KreisstraMenpaares, das den Kegdschnitt in seinen Schnittpunkten 
mit der entsprechenden Direktrix doppelt berührt 

12« Anwendung auf ebene Schnitte. Wenn die beiden Flächen 
/* =» und A; = sich in den Schnittpunkten mit der Direktrix p^ 
berühren, so gilt dies auch von ihren Schnittkurven mit einer durch 
die Direktrix gehenden Ebene. Der Eugelkegel t =» wird aber von 
einer Ebene durch seinen Scheitelpunkt Pq in einem Kreisstrahlen- 
paare geschnitten (§ 69, 9; § 12, 8). Legt man daher eine Ebene 
77 durch P^ undj^Q, so schneidet sie die Fläche /*= in einem Kegel- 
schnitt, für den P^ der Scheitel eines Kreisstrahlenpaares ist, das den 
Kegelschnitt in seinen Schnittpunkten mit p^ doppelt berührt. Daher 
muß Pq ein Brennpunkt des Kegelschnittes sein. Damit ist wieder 
der Satz unter 10 aus einem allgemeineren Gesichtspunkt gewonnen. 

Um diesen Gedankengang in Formeln zu verwirklichen, trans- 
formiert man die aus der Identität (13) folgende Gleichung der Fläche 
zweiter Ordnimg: 

(30){(x - xo)»+ (y - yo)*+ ^*)-(^.(^ - a^»)*+ l!3^!-(y - yi)*h 

durch die Substitution: 

(31) x^Xq+u^I-^ a^ri, y = yo+ ßi^ + ßiVf ^ = S 

auf ein neues rechtwinkliges System PqI^S? dessen | -Achse mit: 

die Normale und dessen g|- Ebene die Normalebene 77 der Fokal- 
ellipse (10) im Punkte Pq ist. Setzt man in der so transformierten 
Gleichung (30) alsdann i? = 0, so erhält man als Gleichung der Schnitt- 
kurve der FKche mit der Ebene 77: 

(33) (I« + g>) - ( :c + ,„._ /4._^>*(s - "' - -y - 0. 

Sie ist also nach § 4, (11) in der Tat ein Kegelschnitt mit dem 
Brennpunkt Pq. Das zweite Glied in (33) muß hierbei ein vollstän- 
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diges Quadrat eines in | linearen Ausdruckes werden, weil es, für 
sich gleich Null gesetzt, das Schnittlinienpaar der Ebene rj = mit 
dem Direktrixebenenpaar darstellt und dieses, da die Ebene tj ^ 
durch die Direktrix geht, eine DoppeUinie wird.^®^) 

§ 128. Brennpnnkt-Direktrix-Eigenscliaft der Paraboloide. 

1. Eine auf swei konfokale Paraboloide bezügliche Identität. 
Die beiden Flächen: 

(1) y;+i; + 2a;-fe* = (6»>c»), 

(2) f^ + 'J^ + 2x-b"=0 (b'^X^) 

sollen konfokal (und konfokal liegend) sein, so daß (§ 56, 10): 

(3) ft»-fe'«-.c*-c'»-AS 

wo h^ den gemeinsamen Wert der beiden Differenzen bezeichnet. 

Sind nun x, y, z imd rr^, t^^, z^ irgend zwei Punkte des Raumes, 
80 ist: 

**|(P + % + 2^ - *') - (f' + Ti' +2^0-^'*)! 

= 2 A»(x - X,) - V + {V - b'») ( j; - i-i) + (c« - c'^ c; - j:) . 

Da aber: 

SO folgt: 

I. Sind die beiden Flächen (1) und (2) konfokal und bezeichnet 
h den gemeinsamen Wert der beiden Differenzen (3), so besteht identisch 
in Xy y, z und Xq, y^, Zq die Gleichung: 

(4) ={(a;_a;„)«+Cy-yo)'+(^-^o)'} 

-[{x-x,- hy +(^ y-l, y,y + (^ ^ - J «o)* j • 

Über die Änderung der Formel beim Übergang von c oder c in 
ic oder ic' gilt dasselbe, wie § 127, 1. 

3. Die Identität des Amiot-Mac Cullaghschen Satzes. Ordnet 
man dem Punkte Po'^^o;yo;^o durch die Beziehung: 

(S\ X =^ X 4- h^ ^* = ^ ^1 =, fo 

W -^^i =* ««^o I '* > jt ^'«? gj ^ g'j 

einen Punkt Pj •= ^i, yi, -8^1 als entsprechenden Punkt zu, so nimmt (4) 
die Form an: 
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(6) «{(a;-aro)»+(y-yo)'+(«-;?o)*) 
-[{X - x,y + J,\y - y,)» + "p'(^ - s>,y]- 

Ist endlich Po= ^ojVot ^o ®^^ Punkt des Hauptschnittes: 

(7) |l + 2a:-&'^=0, ^ = oder (7') Jl + 2a: - 6'*= 0, y = 0, 

des Paraboloides (2), so ergibt sieh: 

II. Ist Pq = Xq, ffQ, orfer P^ = a:o, 0, jsTq ein Punkt des Haupt- 
Schnittes ^ — oder y = des Paraboloides (2) und tr/rd cm enf- 
sprechender Punld P^ ==^i/yu ^i ^^ Pi^^if ^y ^i ^^ Hauptebene 
definiert durch: 

(8) a?! = a:o + h\ y^ == ^,yo, (^O ^i = ^o + *% ^i - f.^o; 
so ist identisch in x, y, z: 

(9) ^**(p + ;* + 2a: - 6«) 

(9') A»(-j;+^; + 2x-ft») 

= {(a:-a-o)»+y» + (;är-0„)»)-j(a;-ajJ»+J',V + ^';(^-^,)«). 

3. Ausartung des zweiten Paraboloides. Mit c'^ = oder V^ = 
(§ 123, 3) wird nach (3): 

Ä« - c^ fc'« = 6« - c« oder: Ä« = 6«, c'* - c* - 6^ 

und die Hauptschnitte (7), (7') gehen in die linke oder rechte Fokal- 
parabel (§ 56, (7)) des Paraboloides (1): 

fc/v« + 2t - {V- c«) = 0, ;j = /^-^, + 2x = 0, y = 

über. Setzt man alsdann noch: 

h^ ^ Pj c^^p — e 
und daher bezüglich: 

h^=p — e, b'^ = e oder ^^=^Pf c*= — (', 

80 ergibt sich als Sonderfall von II: 

lU. Ist Po= Xq, i/q, oder Pq= Xq, 0, Zq ein Punkt der linkcHy 
bezüglich rechten Fokalparabel: 

(10) ^' + 22-e = 0, ^ = 0, (10') -^* + 2a;-0, y == 
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des Paraboloides: 

(11) ^-+ ^'- + 2x-i) = 0, 

und wird ihm ein entsprechender Funkt J?i = ^i , ^i, oder P^^x^, 0, jer^ 
in der Ebene der Fokalparabel durdi die Formeln: 

(12) Xi = x^ + p — e, yi=-^yo o<^ (12') a;, = a;, + |), ^j ^' 'o 

zugeordnet, so ist identisch in x, y, z: 

(13) ip-e)[yl + /^ + 2x-p] 

4. Abhängigkeit des Punktes Pj vom Funkte Pg. Die Glei- 
chung des Hauptschnittes des Pai'aboloides (11) in der Ebene z = Q 
oder y — lautet: 

(14) ^- 4- 2a; - j, = 0, (14') -fl- + 2a; - j, - 0. 

Die Polare irgend eines Punktes x^, y^ oder x^yS^ in bezug auf diesen 
ist nach § 20, (41): 

Die Polare des Punktes (12) oder (12') wird folglich: 

(15) y^ + x + x^-e=^0, (15') -Y+a; + ;Co=0. 

Dies ist aber nach § 13, (35) die Tangente im Punkte x^, y^ der 
linken Fokalparabel (10) oder im Punkte x^j Zq der rechten Pokal- 
parabel (10'). Somit folgt auch umgekehrt (§ 18, 4): 

I. Der Punkt P^ in (12) oder (12') ist der Pol der im Punkte 
P^==^ x^y ^0 ^^^ -Po =" ^o; ^0 ^^ ^^^^ linke oder rechte Fokalparabel ge- 
legten Tangente in bezug auf den zugeliörigen Uauptsdinitt der Fläche. 

Mit Rücksicht auf § 56, 7 und § 34, 11 folgt ebenso, wie in 
§ 127,4: 

n. Die Verbindungslinie der oitspredienden Punkte Pq und P^ 
steht in Pq auf der Tangente der Fokalparabel senkrecht. 

5. Brennpunkt und Direktrix. Die im Punkte (12) auf der 
a;y-Ebene oder die im Punkte (12') auf der a;;er-Ebene errichtete Senk- 
rechte mit den Oleichungen: 
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^ A j ^x £\ yx«a f 1 mt^ \ n^ . . aa I «^ tm ^^ 



(16) x^XQ + p-c,y=^VQ oder (16') x ^ Xq + p, z ^ - z, 



g ^U X , V . . , g '0 



heißt die dem Brennpunkte i^o = ^o? ^o; ^ ^^^^ J^o = ^o; ^> ^o ^^^^ 
sprechende Direktrix}^) 

Die einem Punkte Pq einer Fokalparabel entsprechende Direktrix 
ist die auf der Ebene der letzteren errichtete Senkrechte Pq, deren Fuß- 
punkt Pj der Pol der Tangente der Fokalparabel in Pq mit Bezug auf 
den Haupischnitt der Fläche ist. 

Zu deu Scheitelpunkten: 

(17) G = |,0,0; 1^-0,0,0 

der linken und rechten Fokalparabel gehören nach (16)^ (16^) die 
Direktrizen: 

(18) x=p-~ y = 0; x^p, ^ = 0, 

also die Direktrizen der Hauptschnittparabeln (14^ und (14) im Sinne 
von § 2, (20). 

Da Xq, Pq, bezüglich Xq, Zq den Gleichungen (10) und (10') ge- 
nügen, so erfüllen die Punkte der Geraden (16) und (16') die Glei- 
chungen: 

(19) ^+2ix-p) + e = 0; (190 (^. - 2(a;-p) = 0. 

Der Ort der Direktrizen aüer Punkte einer Fokalparahd ist ein para- 
bolischer Zylinder, der zur Ebene der Fokalparabel senkreckt steht. 

Die Strahlenkoordinaten p^, der Tangente (15) oder (15') sind: 

0,0,e-a:o,^,-l,0; 0, - a;«, 0, ^ , 0, 1 

und die Strahlenkoordinaten j}/^ der Direktrizen (16) oder (16'): 

-^, ^0 +P-^, 0, 0, 0, 1; ^7-^0, 0, Xo + p, 0,-1, 0. 

Sie entsprechen nach § 83, (9) den Beziehungen reziproker Polaren 
des Paraboloides (11): 

QPn--Puf QPsi y-Ä4^ QPu-p^L\e-P^e' 

f JPf8 / P54 f JPj4 

QP\A = p(p _ e) y 9Pu — p __ e y P^34 ^ ' 

Die Direktrix eines Punktes P^, einer Fokalparabel ist die rezi- 
proke Polare der Tangente der Fokalparabel in ihm. 

6« Das (linke) elliptische Faraboloid. Unter der Voraussetzung: 

00 >p > e 



(20) 



{ 
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folgt mit: 

aus § 126, (10): 

«nd mit: "^ "^ 

' p — f ' ' p — e' 

aus § 126, (30): 

(^ - a^i)' - p 1 , (^ - z,y = « ^-i- r, r, . 
Daher gelten nach (13) und (13') die Identitäten: 

WO r den Abstand des laufenden Punktes F^x,y,z von einem 
festen Punkte Pq = Xq, y^, der linken^ bezüglich Pq = x^^ 0, Zq der 
rechten Pokalparabel; s den schrägen Abstand des Punktes P von der 
Direktrix des Punktes Pq, parallel den Ebenen: 

(21) (p-e)x^-es' = 

gemessen, und r^, r, die senkrechten Abstände von den beiden durch 
die Direktrix gehenden Ebenen: 

(22) (j) -e){x- x,y -eiz- z,y = 0. 
bedeuten. 

Die Ebenen (21) sind nach JJ 61, (15) die Hauptkreisschnitt- 
ebenen, die Ebenen (22) sind diesen parallel. 

I. Für jeden Punkt des elliptischen Paraholoides ist das Verhältnis 
des Ahstandes von einem Ptinlie der inneren Fokalparabel und des 
sdirägen, parallel einer Kreisschnittebene gemessenen Ahstandes von der 

zugehörigen Direktrix konstant, gleich 1 e: ^ p. 

II. Für jeden Punkt des elliptischen Paraboloides ist das Verhält- 
7iis des Quadrates des Ahstandes von einem Punkte der äußern Fokal- 
pnrabel und des Hecht eckes aus den senkrechten Abständen von den zwei 
durch die zugdiörige Direktrix gelegten Kreisschnittebenen konstant, 
gleidi p :p — e. 

Der erste Satz enthält die Mac Cullaghsche, der zweite die 
Amiotsdie Fokaleigenschaft.^®) Die Voraussetzung: 

0>p>-co, 

die dem rechten elliptischen Paraboloid entspricht, gibt dieselben 
Sätze wieder. 
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7. Das hyperbolisohe Faraboloid. unter der Voraussetzung: 

e>p>0 



folgt mit: 

> p ' p 

aus § 126, (10): 

(x - x^y + j{y- y,)* = s* 

und mit: 



aus § 126, (14): 



(x - a;,)* + ^^ (« - «,)» - s». 



Daher gelten nach (13) und (13') die /(fen^itö^: 

(23) ,«• z« , 

WO r den Abstand des laufenden Punktes P ^ x^y^z von einem 
festen Punkte Pq =- a?Q, yo, der linken, bezüglich P^ = a:^^, 0, z^ der 
rechten Fokalparabel und s den schrägen Abstand des Punktes P 
Yon der Direktrix des Punktes P^, parallel den Ebenen: 

(24) ^ - -^ = 

gemessen, bedeuten. 

Die Ebenen (24) sind nach § 62, (13) die durch den Scheitel- 
punkt gehenden Ebenen der geradlinigen Schnitte, die Asjmptoten- 
ebenen (§ 62, 3). 

Für jeden Punkt des hyperbolischen Paraboloids ist daher der Ab- 
stand von einem Brennpunkt gleich dem schrägen , parallel den Ebenen 
der geradlinigen Seimitte gemessenen Abstand von der zugehörigen 
Direktrix. 

Es ist die Mac CWIo^Asche Fokaleigenschaft der Fläche. 

Wählt man als Punkt Pq den Scheitelpunkt der rechten Fokal- 
parabel F in (17), so liegt die entsprechende Direktrix (18) in 
der a;y-Ebene, parallel der y-Achse. Für die Punkte P des Haupt- 
schnittes i? = Hegt dann r = FP auch in der Ebene jer ■= und 
geht der schräge Abstand s, da er dem Ebenenpaar (24) parallel sein 
soll; der o;- Achse parallel werdend, in den senkrechten Abstand über. 
In dem Mac Cidlaghschen Satze ist daher die Fokaleigenschaft da- 
Parabel § 2, (7) enttiaUen. 

Staude, FlAchen «weiter Ordnong. II. 46 
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8. Ebene Sohnitte durch Brennpunkt und Direktrix. Wie in 
§ 127, 10; 12 ergibt sich:*»*) 

Ist Pq für das elliptische oder für das hyperholische Paraboloid ein 
Punkt einer der beiden Foialparabeln, so sdineidet die in Pq errichtete 
Narmaiehene der FoTcalparahel die Fläche in einem Kegelschnitt, für den 
Pq ein Brennpunkt ist. 

9. Brennstrahl- Direktrixebenen -Eigensohait des Kegels. Für 
den elliptischen Kegel: 

(25) S + Ä + ^.':^.»=0, «''>«*>d», 
haben die beiden Brennlinien nach § 54, (11) die Gleichungen: 

(26) x:y:z= - :0:-' ^ — , f ==- ± 1. 

Bire Polarebenen, welche die Direktrixeijenen^^) des Kegels heißen mögen, 
sind nach § 84, (3) 6der (7) in der Hesseschen Normalform: 

^ ^ eya\a* — d») + (c* — a V* 

Das Quadrat des Abstandes q eines beliebigen Raumpunktes 
P^x,xj,z vom Brennstrahl (26) ist (I § 43, (20)): 

(28) p*= -__y2+|^j:_ ^__^J+_y», 

und das Quadrat des Abstandes Ö von der zugehörigen Direktrixebene: 



., ^ {df(a«— g«)a? + go«ye « — d'xr} ' 



^ ^^ ^ «•{«•(«* — d') + (c' — a')d*| 

Setzt man nun zur Abkürzung: 



(30) X« = 



o«(o« — d«) + (e«— a*)(/* 



a«(c« — a«) ' 

80 wird: 

DoAer fces^Ä/ identisch in x,y,z die Gleichung :^^) 

(31) ia' - <?) ( S + ^ ^•,. + ^,. 1 = «>* - ''*<^* 
oder mit der Bezeichnung § 53, (13): 

(32) 6>(£; + |;_'£![ = p«_xM», a«>6S 

wo nunmehr: 

(33) ^,^a.l.+ (a.-6.)c.. 
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Der elliptische Kegel ist der Ort eines Punktes, dessen Entfernungen 
von dein Brennstrahl und der zugdiörigen Leitebene das konstante Ver- 
IwUnis X haben}^) 

Für den Kegel a*= c* in § 54, 8 wird nach (33) x* - 1. 



§ 129. Das Ivorysche Theorem und die Jacobisclien Fokaleigenschaften. 

1. Die Identität des Ivorysohen Theorems für die Mittel- 
pnnktsflächen. Wenn die beiden Mittelpunktsflächen: 

(1) s+i;+j;-i, (2) ::+i;+^=i, 

konfokal sind und: 

(3) a^-a^^ 6»- 6'«= (?- (f^=h^ 

gesetzt wird, so besteht nach § 127, (4) identisch in x, y, z und 
^o^yo';^o' ^i® Gleichung: 

- I(t^ - f <)*+ (y y - y yo')'+ ( ■ ^ - i V)*)- 

Wir setzen jetzt voraus, daß die beiden Flächen (1) und (2) 
gleicJiartige, also beide Ellipsoide oder, mit Umkehr der Vorzeichen 
von c* und c\ beide einschalige Hyperboloide oder, mit Umkehr der 
Vorzeichen von 6*, c* und 6'*, c'*, beide zweischalige Hyperboloide seien. 

Wir nehmen nun zwischen den Punkten des Raumes die affine 
Verwandtsdiaft : 

rM ± ^ y^ y ± — 1. 

^^^ a ^ a' b 6'' c ■" c 

an, vermöge welcher jedem reellen Punkte P ^ x^y^e ein reeller 
P' = x'j y, z entspricht, da auch bei Umkehr der Vorzeichen von 6* 
und 6'* oder <? und c* die Formeln (5) reell bleiben. 

Hiemach kann aber der Inhalt der Gleichung (4) in folgender 
Weise gefaßt werden: 

I. SindP'^ Xy y, z, P'- x\ y, z und P^ = Xq, y^, z^, Pq^ V, y^, z^ 
zwei Paare entsprechender Punkte in der Affinität (5), so besteht iden- 
tisch in X, y, z und x^y y^, Zq die Gleichung: 

46* 
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2. Das Ivorysohe Theorem für die lüttelpunktsfl&chen. Für 
zwei entsprechende Punkte P nnd P' folgt aus (5): 

Liegt daher P auf der Flache (1), so liegt P' auf der Flache (2) 
und umgekehrt. 

IL Vermöge der Affinität (5) entspricht jedem Punkte der einen 
der beiden Fläclien (1) und (2) ein Punkt der andern. 

Ist nun P ^ Xj y, z irgendein Punkt der Fläche (1) und 
^0 "^ ^ii} Vq} ^0 irgendein Punkt der Fläche (2), so daß auf der 
linken Seite von (6) die beiden runden Klammem verschwinden, so 
bleibt: 

(8) 0-{(a:-V)«+(y-yo')' + (^-V)'} 

oder: 

(9) Pl'o - P'Po 

III. Die Entfernung irgend zweier Punkte P und 
Pq der beiden gUiclvartigen Jconfokalen Mittdpunkts- 
flächen (1) \md (2) ist gleidi der Entfernung der beiden 
entsprechenden Punkte P' und P^ der jedesmal andern 
Fläche (Fig Idiy^^) 
Fig. 19?. 3« l^ie Identität des Ivoryschen Theorems für 

die Paraboloide. Wenn die beiden Paraboloide: 

(10) f;+^; + 2x-6» = 0, (11) f + ^ + 2x-b'*^0 

konfokal sind und: 

(12) 6«-j'a«c*-c'«=A« 

gesetzt wird; so besteht nach § 128, (4) identisch in x, y^ e und 
^o'iyo'iV <*i® Gleichung: 

(13) A* ( (S + ? + 2x - V^) - (^% + -Jl' + 2< - &'«) ) 
= {{X - X')* + is - y^)' + {z - z^f) 

-((- - x^-hy + {^,y - |yo')V [i^- ;<n- 

Wir setzen voraus, daß die beiden Paraboloide (10) und (11) 
gleidiartigCy also beide linke elliptische, beide hyperbolische oder beide 
rechte elliptische sind. 

Wir nehmen alsdann zwischen den Punkten des Raumes die 
affine Verwandtschaft: 
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(14) x-x + -^, f-f, - = ^ 

an, vermöge welcher jedem reellen Punkte P = x,y, z ein reeller 
Punkt P' = x'f y, z entspricht. 

Hiermit aber ergibt sich aus (13): 

r. Sind P^x,y,z, P'= x, y\ z und P^^x^, y^, Zq, P^^ x^, y^, z^ 
zwei Paare enisprechender Punkte in der Affinität (14), so besteht iden- 
tisch in Xy y, z und x', y', / die Gleichung: 

(15) h»[(f, + ^,+2x-b')- (^ + ^ + 2<- 6'«)) 

- { (x-x,y+ (f,-y,y+ {z-z,y ]-{(x- x,y+ (y'- y,y+ (y- 0,y j . 

4. Das Ivorysohe Theorem für die Paraboloide. Für zwei 
entsprechende Punkte P und P' folgt aus (14) und (12): 

(16) g; + i.; + 2x - 6»=. ^ + ^ + 2x-b'*. 

Liegt daher P auf (10), so liegt P' auf (11) und umgekehrt. 

11'. Vermöge der Affinität (14) entspridU jedem Punkte der eimn 
der beid€7i Flächen (10) und (11) ein Punkt der andern. 

Ist nun P ^ x,yyZ irgendein Punkt des Paraboloides (10) und 
^0 '^ ^ofVof^o irgendein Punkt des Paraboloides (11), so daß auf 
der linken Seite von (15) die beiden runden Klammem verschwinden, 
so bleibt die Gleichung (8) oder die gleichbedeutende (9). 

Iir. Die Entfernung irgend zweier Punkte Pund P^ der beiden gleidi- 
artigen konfokalen Paraboloide (10) und (11) ist gleich der Entfernung 
der beiden entsprechenden Punkte P' und Pq der jedesmal andern Fläche. 

5. Feste Längen auf den Erzengenden beim einsohaügen Hyper- 
boloid. Wir denken uns in (1) un^ (2) c* und c* negativ, so daß 
wir zwei konfokale einschalige Hyperboloide vor uns haben. Zwei 
Punkte Pi^ x^, yi, z^ und Pg =• 0:2, y^, z^ einer Erzeugenden der 
Flache (1) sind nach § 82, (14); (15) durch die Gleichung verbunden: 

Sind nun P/ = x/, y/, ;?/ und P,' = x,', y,', 5,' die nach 2, II ent- 
sprechenden Punkte der Fläche (2), so geht nach (5) aus (17) hervor: 

also: 

IV. Zwei Punkten P^P^ einer Erzeugenden der eimn Fläche (1) 
entsprechen stets zwei Punkte P/, P,' einer Erzeugenden, der andern 
Fläche (2). 
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Multipliziert man nun die aus (17) folgende Gleichung: 

& - ?)*+ {f - f )■+ (f - ?)'- » 

mit A*, so folgt mit Rücksicht auf (3): 
oder: 

«■(^-?)'+»'(?-f)"+«'&-?)" 
-«■■(f-?)'+»-(i'-f)*+''-&-^)' 

oder endlich, wenn man rechts nach (5) die Koordinaten von P,', Pj' 
einführt und mit a», 6», c», o'», 6'*, c'» kürzt: 

(x.-x,)*+(yi-y-3)*+(^.-^.)» = «-<)*+(yi'-y,')*+('^.'-0', 
also: 

(19) P\P\^P^. 

V. Di« Länge einer Strecke P^ P, auf einer Erzeugenden der einen 
von zwei konfokalen Hyperboloiden ist gleich der Länge der entspredien" 
den Strecke P/Pf' auf einer Erzeugenden der andern (§ 63, 11; 12). 

VI. Jedes aus Erzeugende}! gebildete Vierseit des einen Hyperboloides 
iä>erträgt sich mit unveränderten Seitenlangen auf das andere, also über- 
haupt auf jedes konfokale Hyperboloid,^^) 

6. Feste Iiängen auf den Erzeugenden beim hyperbolisohen 
Faraboloid. Wir denken uns in (10) und (11) c^ und c'* negativ, 
so daß wir zwei konfokale hyperbolische Paraboloide vor uns haben. 
Zwei Punkte P^^ x^^y^, z^ und Pi = x^^y^j z^ einer Erzeugenden der 
Fläche (10) sind nach §83, (13); ^14) durch die Gleichungen verbunden: 

(20) yv + ^' + 2a;,-6»-0, J^fi + 'i^f« + x,+ a;,-6».0, 

Sind nun P^' = x^y y^', z^ und P^' =* x^, y^\ z^ die nach 4, IF ent- 
sprechenden Punkte der Fläche (11), so geht nach (14) aus (20) hervor: 

(21) \\ + ^' + 2x; - 6'* = 0, y^y<- + ?L^ + a;/ + x; - b'* - 0, 

|;* + ^' + 2x,'-6'«=0, 

80 daß Satz 6, IV auch für das hyperbolische Paraboloid gut. 
Multipliziert man nun die aus (20) folgende Gleichung: 

(f-D'+i^-^r-o 
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mit Ä*, 80 geht mit Rücksicht auf (12) hervor: 
oder: 

2 ^ /«. jETjX« 






2 



oder endlich, wenn man rechts nach (14) die Koordinaten von P^, P^' 
einfahrt: 

also die Beziehung (19). 

Die Sätze 5, V und VI gelten also auch für das hyperbolische Para- 
boloid (§ 65, 14). 

7. Lage entsprechender Pnnkte bei den EUipsoiden und 
Hyperboloiden. Geht man für die Flachen (1) und (2) zur Bezeich- 
nung von § 120, (1) über und setzt unter Annahme zweier Ellipsoide: 

(22) a^^a-X, h^^ß-X, c^^y-X-, a^=^a-X\ V^==ß-X\ c'«=y-A', 

so lauten die quadrierten Gleichimgen (5) in den elliptischen Ko- 
ordinaten X, IL, V und X', /*', V der beiden Punkte P und P' nach 
§ 120, (13): 

(a - /i)(a — v)^{a — (i')(a — v), (ß -ii)(ß — v) = (ß — li) {ß - v') , 

(y - ^)(y - v) =- (y — /)(y - v), 
woraus ^ + v = ^'+v', (iv ==- (iv und mit Bücksicht auf die Un- 
gleichungen § 120, (8); (9): fi = /t', V ™ V folgt. 

Entsprechende Pmikte zweier konfokaler EUipsoide X und X' 
haben gleidie elliptische Koordinaten fiund v; oder 

Entsprechende Punkte zweier konfokaler Ellipsoide werden von den 
Schnittkurven der konfokalen ein- und zweisdialigen Hyperboloide aus- 
geschnitten, den orthogonalen Trajektorien der konfokalen Ellipsoide, 

Zur vollständigen Bestimmung (§ 121, 1) ist nur zu beachten, 
daß sie nach (5) in gleichen Oktanten liegen. 

Das Analoge gut von entsprechenden Punkten zweier konfokaler 
Hyperboloide der einen oder andern Art. 

8« Lage entsprechender Funkte bei den Farsboloiden. Geht 
man für die Flächen (10) und (11) zur Bezeichnung § 123,(1) über 
und setzt unter Annahme zweier linker elliptischer Paraboloide nach 
§ 123, (2-): 

(23) b'=ß-X, c»=y-X, x=x+^; b''=ß-X', c'*=y-X', x=x+^, 
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80 geben die Gleichungen (14), nach § 123, (13), in den parabolischen 
Koordinaten X, /*, v und X', fi, v der beiden Punkte P und P' dar- 
gestellt, da nach (12) und (23) A«= A'- X wird: 

^ + y — X — fft — V |5 + 7 — '^' — y^ — v' , 't' — X 

(^-^)(/j-i/) = (^-^')(/'-A (y-/^)(y-i^) = (7-f*')Cy-^') 

und damit ft = /*', v = v'. 

Entsprechende Punkte zweier Tconfokaler linker elliptischer Para- 
boloide werden von den Schnittkurven der konfokalen hyperbolischen und 
rediten elliptischen Paraboloide, den orthogoticden Trajektorien der kon- 
fokalen linken elliptischen Parahcloide, ausgeschnitten, 

Sie liegen überdies nach (12) in demselben Quadranten des von 
der xy- und a;j?-Ebene geteilten Raumes. 

Das Analoge gilt von entsprechenden Punkten zweier kofif okaler 
hyperbolischer oder zweier rediter elliptischer Paraboloide. 

9. Die Jacobische Fokaleigensohaft. Wählt man als Fläche (1) 
ein beliebiges Ellipsoid k des konfokalen Systems und als Fläche (2) 
das in das Innere der Fokalellipse zusammengeklappte Ellipsoid k^y 
(§ 120, 4), so entspricht nach 7, in eUiptischen Koordinaten an- 
gegeben, einem beliebigen Punkte P =^ X, ii,v des ersteren ein be- 
stimmter Punkt P' = y, ^, V des letzteren, femer entsprechen drei 
Punkten -4^ = X, y, v^, Ä^ = X, y, v,, A^ = A, y, 1/3 des ersten Haupt- 
schnittes der Fläche X (§ 121, 2) drei Punkte P^ = y, y, i/^ , Pj = y, y, Vj, 
Pj == y, y, V3 der Fokalellipse. Nach (9) ist dann: 

(24) FF, = TÄ„ PF,^F'J„ FF.^P'I,. 

I. Die Abstände eines Punktes P des Ellipsoides von drei festen 
Punkten P^, P^, P3 der Fokaldlipse (drei Brennpunkten) sind gleich 
den Abständen des entsprechenden Punktes P' im Inneren der Fokal- 
ellipse von drei festen, den Punkten F^^F^, P, entsprediendeti Punkten 
Ä^f A^, A^ des ersten Hauptschnittes des Ellipsoides (drei Scheitel- 
punkten) (§ 36, 6, I). 

Da ein Punkt P' der ersten Hauptebene schon durch seine Ab- 
stände von zwei festen Punkten A^ und A^ dieser Ebene zweideutig 
als Schnittpunkt zweier Kreise bestimmt ist, so ist der Abstand von 
einem dritten Punkte A^ derselben Ebene durch eine bestimmte Rela- 
tion mit jenen beiden Abständen verbunden. Die Abstände eines 
Raumpunktes P von drei festen Punkten P^, P,, Pj sind im all- 
gemeinen unabhängig voneinander und bestimmen den Punkt P zwei- 
deutig als Schnittpunkt dreier Kugeln. Ist aber P ein Punkt des 
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EUipsoides A, so sind die drei Abstände PFj, PF,, FF^ nach (24) 
derjenigen Relation unterworfen, durch die P'A^, P'-^,, P'A^ ver- 
bunden sind. Daher spricht man den vorigen Satz auch so aus: 

n. Das EUipsoid ist der Ort eines Punktes P, dessen Erlernungen 
von drei festen Punkten P\, -F,, F^ der Fokcddlipse durch dieselbe 
Relation verbunden sind, welche die Entfemwigen eines Punktes P' der 
Ebene der Fokcdellipse von den drei entsprechenden festeti Punkten 
A^, A^y Ä^ des ersten HauptscJinütes verbindet (§ 36, 6, 11).^^) 

Denkt man sich die Entfernungen irgendeines Punktes P' im 
Innern der Fokalellipse von den Punkten A^y A^^A^ als feste Stangen, 
die um P' drehbar sind, so hat man diese nur mit ihren Endpunkten 
A^y A^y A^ nach F^yF^,F^ zu verstellen, um den zugehörigen Punkt 
P im Raum zu erhalten. 

Dieselbe Eigenschaft gilt, wie für das Ellipsoid l und den 
gleichartigen Fokalkegelschnitt A = y (§ 120, 4), in analoger Weise für 
Hyperboloide und Paraboloide. ^ 

10. Allgemeine Darstelliuig der Jaoobischen Fokaleigensohaft. 
Das Volumen V eines Tetraeders drückt sich durch die Längen e^, 
der sechs Kanten in der Weise aus (§36, (24)):*®^) 

(25) 288 F« = . 1 1 1 1 . 



1 
1 
1 
1 







'12 



>8 

'21 

»2 
'31 

a2 







z»2 



»2 
'13 

,2 
'23 



e- 







24 

2 
34 







*'41 ^42 *'48 

Indem man die eine Ecke in die gegenüberliegende Seitenebene fallen 
läßt, gehen die sechs Kanten in die sechs 
gegenseitigen Entfernungen von vier Punkten 
der Ebene über. Die Bedingung F » ist also 
die zwischen diesen sechs Entfernungen be- 
stehende Relation. Sie lautet, wenn man in 
Anlehnung an die Bezeichnung (24) setzt j^ 
(Fig. 192): 




Fig. 192. 



(26) 



^8 — -^2-^8 — ^y 



'31 



A^A^ — by Cjg — A^A^ — c, 



ai 



= ä;p' 



n 



e^^ — -4gP — Tg, 



e. 



34 



A^P — ^8; 



entwickelt: 

(27) a\r,*-r,^ (r^« - r,») + h\r*-r,') {r,*-r^) + <?{r^-r^) (r,»- r,») 
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I. Dies ist also die Belation, welche die Entfernungen r^, r,, r^ 
eines Punktes P' der Ebene von drei festen Punkten Ä^, Ä^, A^ dieser 
Ebene verbindet. 

Unterwirft man nun die Entfernungen eines Raumpunktes P—Xyf/^js 

von drei festen Raumpunkten i^i^^ij^u^i, -fs^^^s^ya^^s? ^i^^^ifP^y^s 
dieser Relation, setzt also: 

(28) r; ^x^+f/ + z^- 2x,x - 2y,y - 2b,z + x,^ + y,« + z?, 

i = 1, 2, 3, so erhält man in (27) eine Gleichung zweiten Grades in 
x,y,z. Somit folgt (§36, 7, II): 

II. Der Ort eines Punktes P im Buume, dessen Entfernungen von 
drei festen Punkten jPj, F^, F^ durch dieselbe Belation verbunden sind, 
welche die Entfernungen der Ecken eines Dreiecks A^A^A^ voti einem 
Punkte P' ihrer Ebene verbindet, ist eine Fläche zweiter Ordnung, 



§ 130. Die Brennlinieneigenscliaft des Kegels zweiter Ordnung. 

1. Definition eines Ortes im Strahlbündel oder auf der Kngel. 
In einem Strahlbündel mit dem Mittelpunkt soll der Ort eines laufen- 
den Strahles p untersudit werden, dessen Winkel q und q' gegen zwei 
feste Strahlen f und f eine unveränderliche Summe oder Differenz vom 
Werte ± 2 a hohen. 

Um die Bedeutung der Winkel q = fp, q' = fp (Fig. 193) fest- 
zulegen, geben wir deif Strahlen f, f\ p bestimmte Pfeilspitzen, worauf 

^^ wir (I§32,1): 

(1) 0<Q<a, 0<Q'<n 

nehmen. Dann ist für die Summe und 
den absoluten Wert der Differenz: 




Fig. 19S. 



(2) Q<Q + Q<2n, 0<\Q-Q\<n. 
Ist daher a ein spitzer Winkel: 

(3) 0<a<2, ^<jr — a<;r, 

so kann für (> -+- p' der Wert 2 a oder 
2n — 2a, für Q — q der Wert 2a oder 
— 2a gefordert werden. 

Die vier Möglichkeiten: 

(4) p + p'=2a, Q + Q^2n-2a, q ^ q ^ ±2a 

sind aber auch durch die Gleichungen: 

»in — -^- =i ± sm a, sin ^ ^ »= ± sin a 
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dargestellt, die, von Vielfachen von 2jc abgesehen, zunächst auf: 



^4^ =-+•«, ^T«, 



Q — Q 



± cc\ X Zf a 



und daher mit Rücksicht auf (2), (3) wieder auf (4) zurückkommen. 
Der gesuchte Ort ist daher schließich durch die Gleichung: 



(5) ( sin ^ "T ^ + sin ccj (sin 



q + q' 



Binaj f sin^-Y^+sina) (sin 



2 



sinaj«0 



bezeichnet (§ 1, (4)). 

Nennt man die Schnittpunkte der positiven Halbstrahlen /*, /", p 
mit der um beschriebenen Einheitskugel (I § 49, 9) F, F\ P, so 
entspricht der Bewegung des Strahles p eine solche des Punktes P 
auf der Kugd (Fig. 193). Summe oder Differenz der auf größten 
Kreisen gemessenen (kürzesten) Abstände q und q des Punktes P von 
zwei festen Punkten F und F' bleibt dabei unveränderlich. 

3* Einführung eines Koordinatensystems. Wir nehmen als 
Anfangspunkt eines rechtwinkligen Koordinatensystems OxyZj dessen 
jgra: -Ebene die Ebene der Geraden /", /" ist, und dessen positive ;sr-Achse 
den Winkel 2a von f und f halbiert (Fig. 194). 

Die Richtungskosinus der Strahlen /*, f (I § 33, 2) sind dann : 



(6) 



f : sin £, 0, cos £ ; /" : — sin £, 0, cos £ ; < £ < -r- 

Z 



Zur Deutung der Kon- 
stanten a in (3) nehmen 
wir in der zx-^hene zwei 
weitere gerichtete Strah- 
len g, g {OA, OA, Fig. 
194) an, die mit der 
j?-Achse je den Winkel 
a bilden und die Rich- 
tungskosinus haben: 

(7) g : sin«, 0, cos«; 
g' : — sina, 0, cosa. i/ ^ 

^ y f jf Fig. 194. 

Die Richtungskosinus des laufenden Strahles p(OP) seien: 

(8) p: A,^, 1/-, l^+ii^+v^^L 

An Stelle der Winkel a und e führen wir durch die Gleichungen: 




>*r 



(9) 



a 
sm Ä = — : 



j 



sm£ = — 
e 
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die Verhältnisse von drei neuen positiven Eonstanten a, d, e ein^ die 
den Bedingungen entsprechen sollen: 

(10) 0<a<e; 0<d<e. 

Für die Winkel q und q des Strahles p gegen f und f ist 
nach (8) und (6) (I § 35, (1)): 

cos ^ « sin f • 2 + cos e • v, cos (>'== — sin a • 2 + cos e • v 
und damit: 

C08 P COS O'. , / •9i9i99 

— ^—z ^ = sm £ • >L, cos Q cos q ^ — sin* £ • iL* + cos* s • i/* 

oder nach (9): 

(11) ''-2 ^ = yA, C0S(>C0S() =-^^2 + - ^T— J'^- 

3. Eine identisohe Gleichung. Der die linke Seite von (5) 
bildende Ausdruck: 

(12) S - (sin«-?-+^ - sin« «) (sin^^^^ ~ sin« a) 

oder: 

S - sin« ^-^ sin« ^^ ^' ~ (sin«^ + ^' + sin« ?-=^) sin« « + sin* « 

nimmt infolge der trigonometrischen Formeln: 

«;« P + p' „• p — p' cos p — cos p' 
sin — 2— sm — 2— = 2 -, 

o;«2i+A -L a,-«2^~P' _ ^ — C03 (g + g ) , 1 — COg (p — pQ 

Sin — g— -t- sm — — - 2 -h 2 

^ cos (p + p') + cos (p — p') ^ , 

«1 ^- "^^2 = 1 — COS p cos (> 

die Form an: 

C, /cosp — cos p'\« f^ '\ • o I • 4 

o =- I —\ — (1 — COS Q cos () ) Sin- a + sin* «. 

Daraus aber wird nach (11) und (9): 

und nach (8): 

e*S - - rf«(a«- 6«)A«+ a«(e«- d«)i/«+ a«(a«- e«)(A«+ fi«+ v«) 
= (a« - eP) (a« - c«) 2« + a«(a« - e-) /i- + a«(a« - rf«) t;«. 

Sind daher q und q' die Winkel, die ein laufender Strahl 
p^ X, {Lj V des Bündels (Fig. 194) mit den beiden festen Strahlen f 
und f einschließt j so ist mit den Bezieimngen (9) identisch: 
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(13) { / 4- ' \/ - ' 

= e* f sin*^-~-^ — sin' a j (sin* ^-^-^ — sin* aj • 

Sind X, y, z die Koordinaten und r der LeitstraU eines Punktes 
auf dem Strahle Xy fi, v, so ist (I § 33, (14)): 

Demnach gut für jeden Punkt x, y, e des laufenden Strahles p die 
Identität:^) 

(14) { 

I =. e*(a:« + y« + z^) (sin« a - sin« ^^) (sin« a - sin« ^-^) • 

4« Fokaleigensohaft des elliptischen Kegels und des sphäri- 
schen Kegelschnittes. Die beiden festen Strahlen f und f haben 
nach (6) in laufenden Punktkoordinaten die Gleichungen: 

(15) X :y : z = ±Bm€ :0 : cos e 
oder nach (9): 

(16) i-^d^-^' y = o- 

Infolge der Identität (14) ergibt sich nun (Fig. 194), daß die Glei- 
chung (5) und die Gleichung: 

sich gegenseitig bedingen. Dabei können x, y^z (I § 49, 6) sowohl 
Koordinaten des Strahles im Bündel als des Punktes im Räume be- 
deuten. Mit Rücksicht auf § 54, (1); (11) folgt daher: 

Der Ort eines Strahles p im Bündel j für den die Summe oder 
Differenz der Winkel, die er mit zwei festen Strahlen f und f bildet, 
den festen Wert ±2a behält, ist ein elliptischer Kegel mit den Brenn- 
strahlen f und f\ 

Bei jedem dliptisdien Kegel ist die Summe oder Differenz der 
Winkel der laufenden Erzeugenden gegen die beiden Brennlinien un- 
veränderlich}) 

Für den Durchschnitt des Kegels (17) mit der Einheitskugel: 

(18) ^ + y« + ;j«=l, 

unter x, y, z Punktkoordinaten im Räume gedacht, lauten dieselben 
Satze: 

Der Ort eines Punktes P der Kugel, für den die Summe oder 
Differenz der sphärischen Entfernungen von zwei festen Punkten F, F' 
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(Fig. 194) Iconstant bleibt, ist ein sphärischer Kegelschnitt (eine sphärische 
Ellipse). 

Bei jeder sphärischen Ellipse ist die Summe oder Differenz der 
sphärischen Entfernungen des laufenden Punktes von den Brennpunkten 
konstant.^) 

5» Verschiedene Lage des Kegels gegen das Achsensystem. 

Bei festem Winkel £(0<£<~ nach (6)j kann üher den Winkel 

a(0 <.€c <.Y ^*^^ (ß)) *^f doppelte Weise verfügt werden, nämlich 
entweder (vgl. (9)): 

(19) Y > a > f; sin a > sin £; c^ > a^ > d^ 

oder: 

(19^) £ > a > 0; sin £ > sin a; d* > a* > . 

Dementsprechend ist der Kegel (17) nach § 54, 4 ein aufrechter 
Eegel mit oberem und unterem Mantel oder ein liegender mit rechtem 
und linkem Mantel. 

6. Verteilung der Brennpunktseigensehaften auf die beiden 
Kegel. Der sphärische Kegelschnitt k, in dem der Kegel (17); (19) 
die Einheitskugel (18) schneidet, besteht, den beiden Mänteln des 
Kegels entsprechend, aus einem oberen ABA'B^ und einem untereiii 
Zweig A^B^A^By, die beide durch die a:y-Ebene getrennt sind (§54, 
Fig. 127); der sphärische Kegelschnitt (17); (19') ebenso aus einem 
reckten AG A^C und einem linken Zweig A^CyA'C^, die beide durch 
die yif-Ebene getrennt sind (§ 54, Fig. 128). 

Da die größten Kreisbogen 2€ = FF\ Q^FP, q ^ F' P, 
% ^ Q ^ F^Py % — p' = F^P je < n und kürzeste Entfernungen 
ihrer Endpunkte auf der Kugel sind, so ist in den Dreiecken FPF' 
und F^PF^ (Fig. 128 und Fig. 194): 

2s<q + q\ 2B<{%^Q) + {n-Qy, q<2b + q, Q<2e + Q 
oder: 

(20) 2b<q + q <27C- 26; (20') 0<\q-q\<2b. 

Ist nun mit (19): 2^ < 2a < ;r, so ist nach (20'): | () — (>' | =* 2a 
unmöglich. Ist aber mit (19'): 0<2a<2£ und 2;r — 2f < 2;r — 2a, 
so ist nach (20): (> + p'= 2a und 2;r — 2a unmöglich (§ 1, 4). 

Von den vier Möglichkeiten (4), von denen nach der Identität 
(14) wenigstens eine statthaben muß, bleiben daher für den Kegel 
(17); (19) und (17); (19') bezüglich nur übrig: 

(21) Q + Q^2a oder 2;r — 2a, (21') Q — Q^2a oder - 2a 
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Für den größten Wert — von a (vgl. (19)), a = 6 nach (9), 

fallen von dem Kegelschnitt (17), (18), (19) der obere nnd nntere 
Zweig in den größten Kreis der xy-Ebene hinein, nnd zugleich ver- 
einigen sich die beiden Möglichkeiten (21) in die eine: 

(22) q + q'^x, 

die somit für diesen Kreis gelten muß. Bei abnehmendem a fällt daher 
die erste Möglichkeit (21) dem oberen, die zweite dem unteren Zweige zu. 

Da andererseits für Punkte P links von der ^;er-Ebene q'<q 
und rechts q' "> Q ist, so kommt dem linken Zweig des Kegelschnittes 
(17), (18), (19') die erste Möglichkeit (21'), dem rechten die zweite zu. 

Die vier Möglichkeiten (4): 

(23) Q-^Q'==2a, () + p'= 2;r — 2a; (> — ()'= 2«, (>'—(> = 2a, 

die sich auf die sphärischen Abstände q und q' des laufenden Punktes 
P von dem rechten und linken oberen Brennpunkt F und F' beziehen^ 
kommen also bezüglich dem oberen und unteren Zweig des sphärischen 
Kegelschnittes (19) linrf dem linken und rechten Zweig von (19') zu. 
Bezeichnen indessen (§ 54, Fig. 127): 

Qi^^ — Q} 9i^^^9 
die Abstände des Punktes P von dem unteren linken und rechten 
Brennpunkt F^ und 2^/, so können die vier Eigenschaften (23) alle 
in der Summenform, und zwar: 

(24) Q + Q'^2a, (>i + (>i' = 2a; pj + (>' = « — 2a, p + ()/ = Ä — 2a 

geschrieben werden. 

Jeder Zweig eines sphäriscfien Kegelschnittes hai daher die Eigen- 
schaft, daß die Summe der sphärischen Abstarb seines laufenden Punktes 
von seinen beiden inneren Brennpunkten gleich seinem größten sphärischen 
Durchmesser ist. Er kann somit, wie die Ellipse in der Ebene, 
mittels eines in den Brennpunkten befestigten und auf der Kugel 
gespannten Fadens beschrieben werden. ^^) 

m. Kapitel 

Die Theorie der gebrochenen Fokaldistanzen. 

§ 131. Fokaleigenschaften konjugierter Fokalkegelsclmitte. 

1. Die konjugierten Fokalkegelsclmitte. Die in der Ebene 
z =^0 liegende Ellipse: 

(1) ^ + fJ = i 
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und die in der Ebene y = liegende Hyperbel: 



X* z* 



(2) -:.- - f. = 1 

haben^ wenn zwischen ihren Eonstanten die Beziehung: 

(3) cP-e«+/*>=0 

besteht, die Eigenschaft, daß die Scheitelpunkte C^^ C^ der Ellipse 
(Fig. 195) die Brennpunkte der Hyperbel und die Scheitelpunkte B^, Bq 
der Hyperbel die Brennpunkte der Ellipse sind. 

Der eine der beiden ^^konjugierten Kegelschnitte^^ ist durch den 
andern bestimmt.^»») 

Sie sind zugleich die Fokalkegdschnüte § 55, (9) der Mittelpunkts- 
fläche § 55, (1), die Fokalellipse und Fokalhyperbel. 

2. Entfernung sweier Punkte der konjugierten Fokalkegel- 
sohnitte. Sind (7 = rr^, y^, imd B ^ x^, 0, z^ zwei Punkte der 
Kegelschnitte (1) und (2), also: 

V^) gt -r ^2 — A, ^, /•*""' 

so ist für ihre Entfernung q mit Rücksicht auf (3): 

_«*-r 2 , d» + r j 9 _d^x^^ e^x^* « 

— gS ^0 1 Js ^1 " ^^0^1 7« I ä* ^^0^1 

/dXf^ e3i\\^ 

und somit: 

(5) p = 5C=±(^._£J.). 

Nach (3) und (4) ist: 

(6) d<e, \x^\<,e, lajj^rf 
\md daher: 



(7) \d^\<d<e< 



x. 

« rf 



Somit gilt in (5) das positive oder negative Zeichen, je nachdem 
a^i < oder > 0. 

Die absolute Entfernung eines Punktes C == ic^j, y^, der Ellipse 
und eines Punktes B = x^, 0, z^ der Hyperbel ist:^^) 

(8) p = bC = ^-^ oder ()==5C = -^rf-^, 

je nachdem B auf dem reckten (Fig. 195) oder auf dem linken Zweig 
der Hyperbel liegt (vgl. § 4, (36)). 
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3. Winkel der Strecke CB gegen die Tangente der Ellipse. 
Die Richtungskosmus der Strecke CB (Fig. 195) sind (I § 34, (7)): 






y± 






und die der Tangente der Ellipse (1) im Punkte C nach § 13, (5); (6): 



(9) 



— a^ a^ 0- o = l-l/ -• 4- 2^0* 



wobei die Tangente so gerichtet ist, daß sie den Punkt zur Linken 
läßt (I § 17, (5)). 

Daher ist für den Winkel y zwischen der Strecke CB und der 
Tangente (I § 35, (1)): 

und nach (8): 

(10) cos y = ^ oder cos y = 



e P ' 



je nachdem B auf dem rechten (Fig. 195, wo yQ<.0, also y spitz) oder 
auf dem linken Zweig der Hyperbel liegt. Da die Ausdrücke (10) 
x^jZ^ nicht enthalten, folgt: 

Der Winkel y, den die Strecke 
CB (Fig. 195) mit der Tan- 
gente der Ellipse im Punkte C 
bildet, ist von der Ixige des 
Punktes B auf detnselben Hy- 
perbdeweig unabhängig und gelit 
nur in jt — y über, wenn B auf 
den anderen Hyperbelzweig über- 
geht; oder, was dasselbe ist: 

Der von einem beliebigen 
Punkte C der Ellipse über der 
konjugierten Hyperbel errichtete 
Kegd ist ein BotaHonskegd, dessen Rotationsachse die Tangente der 
Ellipse in C ist; die beiden Zweige der Hyperbel gehiyren verschiedenen 
Mäntdn des Kegels an (§ 122, 8, III). 

4. Winkel der Strecke BC gegen die Tangente der Hyperbel. 

Die Richtungskosinus der Strecke BC (Fig. 195) sind: 




Fig. 195. 



Xq —— J?j 



Vo 



Stftade, Flächen sweiter Ordnung. II. 



47 
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und die der Tangente der Hyperbel (2) im Punkte B nach § 13, 

(6); (6): . 

(11) -ep^, 0, -«jp^; 1>-1:]/^ + 7t; s^sigsLX^, 

wobei die Tangente nach abwärts gerichtet (-~ ^l' jt < Oj ist 

Daher ist für den Winkel ß zwischen der Strecke BC und der 
Tangente: 

und nach (8), wo für « = 1 die erste, für £ = — 1 die zweite 
Formel gilt: 



(12) 



cosjS = 



e pz. 



d r 



(Fig. 195, wo mit e^> ß spitz ist). Da der Ausdruck (12) die 
Koordinaten x^, y^ nicht enthält, folgt: 

Der Winkd ß, den die Strecke BC (Fig. 195) mit der Tangefiie 
der Hyperbel im Punkte B bildet, ist von der Lage des Punktes C auf 

der Ellipse unabhängig; oder, 
was dasselbe ist: 

Der von einem beliebigen 
Punkte B der Hyperbel über 

i-ö'-. J der konjugierten EUipse errichtete 

Kegel ist ein BotaHonskegd, 

^ ^o "T dessen Rotatio^^sacJise die Tan- 

gente der Hyperbel in B ist; 

j C^xy7^-\B,^x,oz, die Ellipse gehört dem eifien 

Mantel des Kegels an. 

5. Fokaleigensohaft der 
Ellipse in bezug auf zwei 
ungleiohseitige Punkte der 
Hyperbel. Sind (Fig. 196) B^^ x^, 0, z^ und jB/=x/, 0, z^' zwei 
feste Punkte der Hyperbel, bezüglich auf dem rechten und linken 
Zweig (ungleichseitig) gelegen, und C == x, y, ein laufender Punkt 
der Ellipse, so ist nach (8): 




I 
I 

Fig. 19«. 



B^C^ 
und danach: 
(13) 
unabhängig yon x, y. 



eXi 



dx i> '/i *^i 



dx 



B^C+B^'C=-^''^^ 
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I. Die Summe der Entfernungen des laufenden Punktes C der 
Ellipse von ewei festen ungleichseitigen Punkten B^ und B^' der Hy- 
perhd (Fig. 196) ist unveränderlich.^^) 

Die Winkel der Strecken CB^ und CB^ gegen die Tangente der 
Ellipse in C haben nach (10) entgegengesetzte Kosinus; ist der eine 
y, so ist der andere n — y. 

Man kann dies noch anders ausdrücken. Sind a^, b^, c^ und 
Oj, b^, c^ die Richtungskosinus der beiden Strecken und X, fi, v die 
der Tangente, so ist nach (10): 

a^X + &if* + qv = — («2^ + fej/i + Cjv), 
woraus folgt (I § 35, (9)): 

r. Die innere Halbierungslinie h des Winkels der Strecken CB^ 
und CB^ steht auf der Tangente t der EUipse in C senkrecht (Fig. 196). 

Mit x^ = d, x^ = — d geht aus (13) die Fokaleigenschaft der 
Ellipse § 1, (9): 



(130 B^C+B^'C^2e 

(Fig. 196) und aus Y die Winkel- 
beziehung der Brennstrahlen 
CB^, CB^ zur Tangente § 13, 4 
hervor. 

6. Fokaleigenschaft der 
Ellipae in besug auf zwei gleich- 
seitige Punkte der Hyperbel. 
Sind (Fig. 197) B^=^x^,0,z^ 
und -B| = a;„ 0, jETj zwei feste 
Punkte auf demselben (rechten) 
Zweig der Hyperbel und C^Xj 
ffy ein laufender Punkt der EUipse, so ist nach (8): 



B,^jk;oz, 




^JC 



cy-^t 



^\B^^oz^ 



Flg. 197. 



* de 



B^C===^ — — 

^ d e 



B^C-B^C^'^''^^^ 



und danach: 

(14) ^,. ^,._ ^ 

unabhängig von x, y. 

IL Die Differenz der Entfernungen des laufenden Punktes C der 
Ellipse von zwei festen gleichseitigen Punkten B^ und J5, der Hyperbel 
(Fig. 197) ist unveränderlich. 

Die Strecken CB^ und CB^ bilden nach (10) mit der Tangente 
der Ellipse in C gleiche Winkel y. 

11* 
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7. Fokaleigensohafb der Hyperbel in bezug auf zwei Punkte 
der Ellipse. Sind (Fig. 198) C^^x^, y^, und C, «arg, y,, zwei 
feste Punkte der Ellipse und B == x^ 0, z ein laufender Punkt der 

j^x ^/ Hyperbel (des rechten Zweiges), 

so ist nach (8): 

ex dx^ 




CiB = 



ex 



aB = ^^- 



e ' 
dx^ 



^'X und somit: 



I 



(15) C\B - C^B = -^^*-""^») 



I 
I 

I 

Fig. 198. 



C^B-C^B=^2d 



in. Die Differenz der Ent- 
fernungen des laufenden Punktes 
B der Hyperbel von zwei festen 
PunUen C^ und C^ der Ellipse 
(Fig. 198) ist unveränderlich. 
Die Strecken jB6\ und BC\ bilden nach (12) mit der Tangente 
der Hyperbel in B gleiche Winkel ß. 

Für x^ = — e, Xj = c geht aus (15) die Fokaleigenschaft der 
Hyperbel § 1, (10): 

(15') 

hervor. 

8. G^ebroohene Entfernungen. Der Satz (13) kann auch in der 
Form ausgedrückt werden: 

Die gebrochene Entfernung 

B^CB^ ziveier migleidiseitiger 

\'X^oz, Punkte By und B^' der Fokal- 

hyperbel über die Fokalellipse 

ist unveränderlich (Fig. 196). 

Denkt man sich Ellipse 
und Hyperbel aus dünnem 
glatten Draht hergestellt und 
durch ein geradliniges Draht- 
stück CqBqBqCq mit einander 
fest verbunden und denkt man 
sich die gebrochene Linie 
l?i CBi als unaasdehnbaren 
Faden, der in B^ und B^ befestigt ist und in C frei über die Ellipse 
gleitet, so ist der Faden, da die Resultante der Spannungen der 




>JC 



:cy 



Fig. 199. 
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Stücke CBj^ und CB^' nach 5, Y in die auf t senkrechte Halbierungs- 
linie h fällt, im indifferenten Oleichgewicht, und der Gleitpunkt C 
längs der Ellipse verschiebbar (wenigstens auf der vorderen Hälfte 
der Ellipse; der Übergang auf die hintere wird durch das Draht- 
gestell verhindert). 

Insbesondere folgt mit jB^' = B^ (x^' = — d) aus (13): 
Die gebrochene Entfernung B^CBq eines beliebigen Ptmktes 
JBi = x^y 0, e^ (x^ >0) der Hyperbel von dem ungleichseitigen Scheitel 
Bq — — rf, 0, der Hyperbel, über die Ellipse hinweg (Fig. 199), ist 
von unveränderlicher Länge: 

(16) B,CB,' = '-^ + e. 

9. Zusammengesetste Fokaleigensohaft der Ellipse und 
HyperbeL Die Punkte Bq und Gq haben die Koordinaten: — d, 0, 
und €, 0, 0. Ist nun C=Xq, y^, ein Punkt der Ellipse, 5— a?!, 0, jer^ 
ein Punkt des rechten und B = x^', 0, e^' ein Punkt des linken Hy- 
perbelzweiges (Fig. 200 und 201), so ist nach (8): 



Az 




\ ,. /f^-L 




Fig. SOO. 

/7T3 ^^ ^*^0 



Bc,='4--rf, 



Fig. 201. 



-Bo'C' = « + ^, 



C'J5' = 



ear,' d«. 



ex. 



BCo=- -}- + d 



und somit unabhängig von der Lage der Punkte C, B, B' bezüglich 
auf der Ellipse, auf dem rechten und linJcen Zweige der Hyperbel: 

(17) BlC+CB-BC^ = d + e, B^'C - CB + BU^== d + e. 
Ebenso ist mit B^ und Cq statt mit Bq und CJ, endigend: 

(18) B^+CB- BC^ '=öf + e, B^C^CB + BC^'=d + e, 
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§ 132. Die gebrochenen Fokaldistanzen über die Fokalellipse. 

1 • Die beiden Fokalkegel eines Pnnktes« Die von einem Punkte 
P ^ x,yy des Raumes über dem einen oder andern der beiden Fokal- 
kegelschnitte § 131, (1); (2) errichteten Kegel zweiter Ordnung heißen 
nach § 122, 2 die beiden Fokalkegd des Punktes P- 

Sie können als Spezialfälle des 
Berührungskegels von P an eine 
Fläche zweiter Ordnung (§ 70, 4) 
betrachtet werden, da die Fokal- 
kegelschnitte selbst nach § 120, 4 
^ als Flächen zweiter Ordnung mit 
einer verschwindenden Halbachse 
entstehen. Indem man daher die 
Gleichung § 70, (22) des Berüh- 
rungskegels an die Fläche § 70, (1) 
mit a\})\c^ = e\f^,0 und rf», 0, 
— /^ auf die Grenzflächen § 131,(1); (2) anwendet, ergibt sich: 

Die Gleichungen der beidefi Fokalkegel des Punktes P = a?, y, e 
lauten in laufenden Koordinaten X, F, Z (Fig. 202): 




Fig. 202. 



(1) 

(2) 



(xz—ixy 



(X r-y X). _ (^r-j,z) _(^Y-yY^O. 



2. Bedingung der Botationskegel. Für den Kegel (1) ist in der 
Bezeichnung von § 100, 3 : 



(3) 



[«11=- 



,* ; 



yz 

^23 y* f 



^22 ~ fi y 

_^ zx 
^1 •" g« } 



^3 "^ 7« "T" y« ~ ^ ? 



a^g = . 



Sieht man also von dem Falle xr = ab, wo der Kegel in die Doppel- 
ebene Z* = zerfällt, ist er nach § 1 00, (7) ein Rotationskegel immer 
dann und nur dann, wenn entweder: 

(4) .-0, (f--^^)(f;-»:+x)-»>'— f;;:(;:+f;+.)-o, 

oder: 

(5) »-0, (^-^;+,)(^'.-i;)--;f,-_,*:f;g:-^;_i)_o. 

Der Kegd über der Fokalellipse § 131, (1) ist daher ein Rotations- 
kegdy wenn der Punkt P = x,y,z auf der Fokalhyperbd § 131, (2) 
oder auf der imaginären Fokaldlipse der yz- Ebern § 120, (21) liegt.^^^) 
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Entsprechendes gilt für den Kegel (2). Indem wir die imaginäre 
Fokalellipse ausscheiden, heben wir nur hervor, wie schon § 122, 8, III 
und § 131, 3; 4 bewiesen wurde: 

Der von einem Punkte der Fokalhyperbel über der Fokaleüipse und 
der von einem Punkte der Fokalellipse über der Fokalhyperbel errich- 
tete Kegel ist ein Rotationskegel. 

3. Die Fokallinien. Eine gemeinsame Transversale (Trefflinie) 
der beiden Fokalkegelschnitte § 131, (1), (2), wie BC in Fig. 195, soll 
ein Fokalstrahl oder eine FokaUinie genannt werden. 

Durch einen Punkt P des Raumes gehen im allgemeinen vier Fokal- 
linien, nämlich die nach § 122, 6 stets reellen Schnittlinien der beiden 
Fokalkegel des Punktes. 

Liegt jedoch der Punkt P selbst auf einem Fokalkegdsclmitty so 
gehen durch ihn ausnahmsweise oo^ Fokallinien, seine Verbindungs- 
linien mit dem andern 
Fokalkegelschnitt, die 
nach 2 einen Rotations- 
kegel bilden. 

Im allgemeinen Falle 
(Fig. 203) seien die 
Schnittpunkte der vier 
FokaUinien fuUyfz, A 
des Punktes P mit der 
Fokaleüipse Cy,C^,C^, 
C^ und mit der Fokal- 
hyperbd B^jB^jB^, B^. 

4t. Gebrochene Ent- 
fernungen über die 
Fokalellipse. Die ge- /' 
brochene Entfernung / 
B'CB^ oder (Fig. 199) ' 
BCBq eines Punktes B 
des linken oder eines Punktes B des rechten Zweiges der Fokalhyperbd 
von dem ungleichseitigen Brennpunkt Bq oder Sq der Fokalellipse, 
über diese hinweg, ist nach § 131, 8 für alle Lagen des Enickpunktes C 
dieselbe, Sie ist die indifferetüe Gleichgewichtslage eines in C über die 
Ellipse gleitenden und in dan Endpunkten BB^ oder BB^q festge- 
haltenen Fadens. 







Fig. 203. 



b\ 
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Die gebrochene EnifemuDg: 



(6) 



r = PCB„ 



oder 



r' = PCB'. 




eines helidngm Punktes P='X,y,g des Ranmes von einem Brenn- 
punkte: 

5'o= d, 0, oder £', d,0,0 

(Fig.204) der Fokalellipse § 131,(1), 
über diese hinweg, wird im all- 
gemeinen von dem Knickpunkt 

Pig. 204. ^ = ^07 !/o> abhängig sein. 

In Formeln drückt sich diese 
Abhängigkeit in folgender Weise aus: 

(7) r = FC+ CB,= Q + T, r-=PC+CB,'^Q + t\ 
wobei: 

(8) Q = P~C = V^^-^xf+iy^'-yy ^PP 

(9) r = CB, =lT^^Tyo* , t' = CB~' = Vix^+ df+y^', 
während gleichzeitig: 

(10) ^V + ?^C=1; (11) d*-e>+/^=0. 
Nach § 4, (35) ist auch: 



(12) 



T = e X, 



Of 






Dabei sind die beiden voneinander unabhängigen Knickpunkte von r 
und r in der Bezeichnung C = Xq, y^, nicht besonders unterschieden. 

5. Größte und kleinste Werte der gebrochenen Entfernung. 

Während der Knickpunkt C die ganze Ellipse (10) durchläuft, bleibt 
die gebrochene Entfernung r in (7), die Summe der absoluten Ent- 
fernungen Q und T immer endlich und größer als Null. Sie muß also 
wenigstens einmal einen kleinsten und einmal einen größten Wert 
erhalten. 

Die gebrochetie Etüfernung r^FCB^ und ebenso r = PCBf^' 
liat je wenigstens ein Minimum und ein Maximum, 

6. Notwendige und hinreichende Bedingungen der Minima und 
Maxima. um die extremen Werte zu bestimmen, betrachten wir r 
als Funktion der unabhängigen Veränderlichen Xq^ während wir y^ 
durch (10) Yon Xq abhängig gemacht denken. Dann ist der erste und 
zweite Differentialquotient yon j^^ nach XqI 



und zn^eidi mit BScfcwij scf iv xsid IT : 
(14) l_,^j'_^*>,= *:. 

Ferner ist sadi S.>. f^ ^Aoi «nicB mmd xvmes Diffnvntijdqiio- 
tienten Tcm p mck j^: 

(15) ei*^=vx.-x:-Ä-f Jj = -x,-x.-5j.j^-jr), 

oder mit Rocksidit aaf <'14' und /13^: 

Der erste imd xireite Differmtialqiiotieiit ron r nach x^ wird 
nach (7) mit Benntzong der Dantdhing (12 r ron r and der Formel ^5"^: 

dr df d X, — X /*x^y. — 3f <! 



(17) 
(18) 



dx^ dx^ e f «* y» f « ' 

d*r d*9 



dx^^ dx.* 

Mit Benutzimg der Darstellong i9) Ton r nnd der Formel (15) kann 
man den ersteren audi in der Form annehmen: 

Die Werte von x^, för die ein extremer Wert von r eintritt, 
müsaen nun der Gleichung: 

dx^ 

genügen. Für einen solchen Wert von x^ ist aber nach (17): 

dg _ d 

dx^ ~ e 

nnd daher nach (18) und (16): 

(20) .pL=K4L,.y.. 

Hiernach tritt bei reellen x^^y^ im allgemeinen (y + 0, y^^O) auch 
wirklich ein Minimum oder Maximum ein imd zwar jenes oder dieses, 
jenachdem ^ound y gleiches oder verschiedenes Vorzeichen haben. 

Die entsprechenden Formeln für r gehen nach (9) und (12) durch 
Umkehr des Vorzeichens von d hervor. 

Die gerochene Entfernung r oder r in (6), (7) hat immer dann 
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und nur dann einen extremen Wert, wenn der Knickpunkt C = iCo, y^, 
nd)en (10) der Bedingung genügt: 

(21) 1^ = oder (210^ = 0, 

und zwar ist sie dann ein Minimum oder ein Maocimumj jenachdem 
C in hezug auf die zx-Eheiie mit P gleichseitig oder ungleidtseitig liegt 

7. Geometrische Bedeutung der Bedingung (21). Die Bedin- 
gung (21) wird mit Einsetzung von (19): 

(22) - f, (^;^ + ^7-*«) + 5 (^-^ + " - y^) = . 

Da nun nach § 131, (9): 

bezüglich die Richtungskosinus der Tangente der Ellipse § 131, (1) in 
C = Xq, Vq, und der Strecken CP und CB^ (I § 34, (7)) sind, so 
bedeutet die Gleichung (22) (I §35,(9)): 

Die gebrochene Entfernung r oder r in (6) hat für solche Lagen 
des KnicJcpunktes C auf do' FolcaMlipse einen extremen Wert, wo die 
innere Halbierungslinie der Strecken CP und CBq oder CB^ auf der 
Tangente der Ellipse in C senkrecht steht oder^ was dasselbe ist, die 
Winkel der beiden Strecken gegen die gerichtete Tangente sidh zu % 
ergänzefi (Fig. 196). 

Die gebrochene Entfernung bildet dann zugleich die Gleichge- 
wichtslage eines Fadens, der in C über die Ellipse gleitet und in P 
und Bq oder Bq festgehalten wird, und zwar eine stabile für ein 
Minimum und eine labile für ein Maximum (eine indifferente für den 
in 4, 1. Absatz, erwähnten Ausnahmefall P == B' bei r und P^B 
bei /). 

8. Die Anfangsstücke der Maxima und Minima als Fokallinien. 

Bildet die Strecke CBq eines extremen Wertes der gebrochenen Ent- 
fernung r = PCBq mit der gerichteten Tangente der Fokalellipse in 
C einen Winkel y, so bildet nach 7 die Strecke CP mit dieser Tan- 
gente den Winkel 7t — y. 

Da aber die erstere Strecke den Punkt Bq enthält, gehört sie 
nach 2 dem einen Mantel des von C über der Fokalhyperbel errich- 
teten Drehungskegels an. Dieser Mantel ist daher der Ort aller von 
C ausgehenden Halbstrahlen, die den Winkel y mit der Tangente 
bilden, während der andere Mantel ebenso der Ort aller Halbstrahlen 
mit dem Winkel :r — y ist. Somit gehört die Strecke CP diesem 
andern Mantel an, die unbegrenzte Gerade PC aber überhaupt dem 
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von C über der Fokalhyperbel errichteten Drehungskegel. Sie ist 
daher nach 3 eine Fokallinie des Punktes P. 

Die gebrochene Entfernung r^PGBQ oder r' ^ PCBq ist ein 
Maximum oder Minimum, wenn ihr Anfangsstück PC in eine der vier 
Fokallinien des Punktes P fällt und die Strecken CP und CBq oder 
CBq verschiedenen Mänteln des von C über der Fokalhyperbd errich- 
teten Drehungskegels angehören. 

9. Das 2U einer Fokalliiiie gehörige Maximum oder Minimum. 
Umgekehrt gibt jede der vier Fokallinien des Punktes P immer ent- 
weder ein Maximum oder ein Minimum von r oder von r. Denn 
ist C ihr Schnittpunkt mit der Fokalellipse^ so gehört die Strecke 
CP nach 3 dem einen Mantel des von C über der Fokalhyperbel 
errichteten Kegels an, dessen erzeugende Halbstrahlen etwa den Winkel 
y mit der Tangente der Ellipse in C bilden mögen. Die Strecken 
CBq und CB^ gehören verschiedenen Mänteln desselben Kegels an, 
so daß die eine den Winkel y, die andere den Winkel tc — y mit der 
Tangente bildet. Eine von beiden gibt also, an PC angesetzt, eine 
gebrochene Entfernung, die der Bedingung (22) entspricht. Also: 

Zu jeder der vier Fokailinien des Punktes P gehört entweder ein 
Maximum oder ein Minimum der gebrochenen Entfemuna r oder r in (6). 

10. Die vier gebrochenen Fokaldistanzen eines Punktes. Da 
aber nach 5 r und / wenigstens je ein Maximum und ein Minimum 
haben, so muß zu jeder der vier Fokallinien je ein solches gehören, 
und kann es nicht mehr als je eines für r imd für r' geben. 

Jede der beiden gebrodienen Entfernungen r = PCBq und r = PCBq 
des Punktes P von einem Brennpunict B^ oder B^ der Fokalellipse Ober 
diese hinweg (Fig. 204) hat ein Minimum r, und r/ und ein Maxi- 
mum r, und r^, und zwar ist (Fig. 205): 

(23) r,=^PC,B,, r,= PC,B,', r,'^PC,B,% r,'^PC,B,\ 

wo Cjy C^, C^f C4 die Schnittpunkte der vier Fokallinien des Punktes P 
mit der Fokalellipse in bestimmter Anordnung (vgl. II) bedeuten. 

Wir nennen r^yr^,r^j r^ die vier gebrodienen Fokaldistanzen des 
Punktes P über die Fokaldlipse.^) 

• 

11. Lage der Funkte B^, C^ auf der Fokallinie /). Nach 6 
liegen in bezug auf die Ebene der Fokalhyperbel C^ und Cj, die 
Knickpunkte der Minima, mit P gleichseitig, dagegen C^ und C^, die 
Knickpunkte der Maxima, ungleichseitig. Da aber der Schnittpunkt 
einer Fokallinie mit der zx-lSbene zugleich ihr Schnittpunkt mit der 



736 



§ 182, 11—12. 



Fokalhyperbel sein muß, so folgt: Ist J5. (/ «= 1, 2, 3, 4) der Schnitt- 
punkt der Fokallinie PC^ mit der Fokalhyperbel, so liegen JBj und 
2^3 außerhalb der Strecken FC^ und PC,, dagegen B^ und B^ inner- 
halb der Strecken PC^ und 
PC, (Fig. 205). 

Die beiden Strecken 
C^P und C^Bq von r^ ge- 
hören nach 8 verschiedenen 
Mänteln des von C^ über 
der Fokalhyperbel errich- 
teten Kegels an, die eine 
dem linken, auf dem der 
linke Hyperbelzweig liegt, 
die andere dem rechten. 
Dasselbe gilt von den bei- 
den Strecken C^P und 
f\B,,C,P und C,B,\C,P 
und C^Bq. 

B^ liegt außerhalb der 




Fig. 20."). 



\ 

\ \ 
W 

Strecke PC\, so daß die 
Folge der drei -Punkte PC\B^ (Fig. 205) oder B^PC^ ist. Da nun 
C^Bq dem rechten Mantel des von C^ über der Fokalhyperbel er- 
richteten Kegels angehört, gehört C^P dem linken an. Daher muß 
jBj bei der Folge PC^B^ auf dem rechten, bei der Folge B^PC^ auf 
dem linken Hyperbelzweig liegen. 

B^ liegt innerhalb der Strecke PC^, Da nun C^B^ in Bq den 
rechten Hyperbelzweig triflft, muß B^ auf dem linken liegen. 

Entsprechendes gilt für B^ imd B, . Bezeichnen wir daher all- 
gemein Punkte des rechten Hyperbelzweiges mit B^ des linken mit 
B\ so ergibt sich: 

Die Lage der ScJmittpunkte der vier Fokallinien des Putiktes P 
mit der Fökalellipse und I ohaJJiyperhel ist durch die Folgen bezeichnet 
(Fig. 203): 

. I fi-PGi^iOder B,'PC,, f.^PB^C,, 

^^^^ \ U^PC.B^ oder B,PC,, f,^PB,C,, 

Dadurch ist auch die Benennung der vier Fokallinien mit /i,/i, 
f99 fi ^^^ die Verteilung der Minima und Maxima (23) auf sie be- 
stimmt 

12. Ungleichung für die gebrochenen Fokaldistansen. Infolge 
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der in 10 eingeführten Bezeichnung der größten und kleinsten Werte 
ist zunächst: 

(25) ^2 > n , »"a' > n'- 

Femer ist in dem räumlichen Viereck C^PO^B^C^ (Fig. 205) die 
Summe von drei Seiten größer als die vierte (in Fig. 205 nicht 
ausdrücklich gezeichnete)^ also: 



Addieii man zu dieser Ungleichung die aus der Fokaleigenschaft der 
Ellipse § 1, (9) folgende Gleichung: 

so ergibt sich mit Weghebung von C^BqI 



PC, + C,B, + PC, + C,B,'>2e 
oder nach (23): 

Schreibt man diese Ungleichung in der Form: 

2(r,+ r,')-Ae>0 
und addiert beiderseits r, + r,'— rj — r/, so folgt: 

(26) r, + r/ + r^ + r/ — 4e > r, + r,' — r^ — r/. 

Endlich ist die Summe der beiden nach (25) positiven Größen r^ — r^ 
und T^—r^ größer als der absolute Wert ihrer Differenz: 

(27) (r,-rO + (r,'-r/)>|(r,-rO-(r,'-r.')|. 
Durch Verbindung von (26) und (27) folgt daher: 

ZwiscJien den vier gebrochenen Fokaldistanzen (23) eines beliebigen 
Punktes P bestehen die Ungleichungen: 

(28) rjj + r,' + r^ + r( — 4e > r, + r^ — n — ^i' > ka - '^r— ^i + ^i\f 
wo der Einschluß des dritten Ausdruckes in Vertikalstridie dessen ab- 
soluten Wert bezeichnet. 



§ 133. Gebrochene Distanzen über Fokalellipse und Fokalhyperbel. 

1. Distanzdifferenzen über die Fokalellipse. Wenn man statt 
der extremen Werte der Summen § 132, (7) die extremen Werte der 
Differenzen: 



(1) m^-PC+CBo = -Q + r, m PC + GB^^- q + x 

sucht, so hat man die Entwicklungen § 132, 6 — 10 im wesentlichen 
zu wiederholen, nur mit umgekehrtem Vorzeichen von p. 
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Die Gleichung § 132^ (22) gibt mit dieser Änderung den Satz 

a§35,(9)): 

Die Differenz m oder tn hat für solche Lagen des Knickpunktes C 

auf der Fokalellipse einen extremen Wert, wo die äußere Halbierungs- 
linie der Strecken CP und CBq oder CB^ auf der Tafigente in C 
senkrecht steht oder, was dasselbe ist, die Winkel der beiden Strecken 
gegen die gerichtete Tangente gleich sind (§ 132, 7). 

Hieran schließt sich, wie § 132, 8 die weitere Folgerung: 
Die Differenz m oder m ist ein Maximum oder Minimum, wenn 
das Anfangsstück PC in eine der vier Fokallinien des Punktes P fäUi 
und die Strecken CP und CBq oder CBq demselben Mantd des von 
C über der Fokalhyperbel erridtteten Drehungskegels angehören. 

Die DiflFerenz m hat daher, wie in § 132, 9 — 10, ein Minimum m^ 
und ein Maximum m^ und die Differenz ni ein Minimum m^' und 
ein Maximum m,', und zu jeder Fokallinie geli'ört einer der extremen 
Werte m^, m^, m/, w,'. 

2. Beziehung zwischen den extremen Werten der Differenz 
und der Summe. Für alle Punkte C der Fokalellipse § 131, (1) ist 
nach § 1, (9): _ 

(2) CBQ+CB^^2e 

und daher auch bei beliebigem P: 

/ {PC + CB^ + (- PC + CW^) = r + m' = 2e, 
^^ \{PC+ CBo') + (- PC + C'^o) = / + m~2e. 

Für einen Punkt C, für den /• oder r (ygl. § 132, (7)) ein Minimum 
ist, ist daher m' oder m ein Maximum und umgekehrt. Während 
daher nach § 132,(23): 

I r, = PC, + C;B~ , r, = PC, + Cp, , 
^*^ \ r/- PC, + (XB^, r,'= PC, + C^/V, 

ist gegenwärtig (Fig. 205): 

[nii^-PC^+C^BQ, m, = ^PC; + C,BQ, 

^^^ [ ;<= - PC, + CBq, m/= - PC, + 6\ B^. 

Femer stehen die extremen Werte der Summen und die der Differenzen 
in der Beziehung: 

(6) r, + Wj' =• r, + w/ = r/ + m, ^ r, + m^ = 2e 

3. DistanzBummen und Distanzdifferenzen über die Fokal- 
hyperbel. Für die Summen § 132, (7) und die Differenzen § 133, (1) 
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war der Anfangspunkt P ein beliebiger fester Punkt des Raumes, 
der Endpunkt Bq, Bq ein Brennpunkt der FokaMlipse und der Knick- 
punkt C ein laufender Punkt der Fokalellipse. 
Wir betrachten jetzt die Summen: 



(7) s^PB+BCo, s'=^PB + BCo 

und die Differenzen: 



(8) n^^PB + BCo, n-^-PB + BCo, 

wo der Anfangspunkt P derselbe feste Punkt wie vorhin, der End- 
punkt Cq, Cq ein Brennpunkt der Fokalhyperbel und der Knickpunkt 
B ein laufender Punkt der Fokalhyperbel ist, und suchen wieder die 
Maxima und Minima der vier Größen (7) und (8). 

Wir haben dann in den Entwicklungen § 132, 6 — 10 e und d, 
y und Zy p und — /^ zu vertauschen (§131, (1); (2)) und erhalten als 
Bedeutung der danach veränderten Gleichung § 132, (22) entsprechend 
§ 132, 8 und § 133, 1 : 

Die Summe s(s') und die Differene w(n') ist ein Maximum oder 
Minimum, wenn das Anfangsstück PB in eine der vier Fokallinien 
des Punktes P fäUt, und die Strecken BP und BCq{BC^) für die 
Summe verschiedenen Mänteln, für die Differenz demselben Mantel des 
von B Ober der FokaleUipse errichteten Drehungskegels angehören. 

4. Angahl und Verteilung der extremen Werte. Die Summen 
r, r und die Differenzen m, m' mit auf der Fokalellipse laufendem 
Knickpunkt C hatten im Ganzen acht extreme Werte (4); (5), von denen 
zu jeder Fokallinie je ein extremer Summentvert und ein extremer Diffe- 
renzwert gehörte. 

Auch die Summen s, s' und die Differenzen n, n mit auf der 
Fokalhyperbel laufendem Knickpunkt B haben im Ganzen acht extreme 
Werte, da jede der vier Fokallinien, in die die Anfangsstücke PB 
der extremen Werte fallen müssen (§ 132, Fig. 203), von B nach C^^ 
oder Cq fortgesetzt werden kann^ und jede solche Fortsetzung einen 
extremen Wert entweder von s, s' oder n, n ergibt. 

Es wird sich nun zeigen, daß hier, anders wie bei der Ellipse, 
zu zwei FokaUinien je zwei extreme Summenwerte und zu den zwei 
andern FokaUinien je zwei extreme Differenzwerte gehören. 

Der Grund für diesen Unterschied liegt in der Verschiedenheit 
der Fokaleigenschaft der Ellipse, die in der Formel (2) ausgesprochen 
ist, und der der Hyperbel, die in die Formeln (§ 1, 8): 



(9) 5Co'--BCo = 2d, B'(7o-5'Co'=2d 
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zerfallt^ wenn B den laufenden Pankt des rechten und B' den des 
linken Hyperbelzweiges bezeichnet. Infolge hierron ist bei beliebigem P: 



(lOj 



(PJ8 + BC^) - (PB + BC,) = 2rf, 
{PB' + jB'Co) - {PB' + B'C^) = 2d, 



^ ^ 1 (- PP' + P'Co) - (- PP' + P'Co') - 2rf. 

5. Minima der Distanzsummen über die Fokalhyi>erbel. Je 

zwei der vier Summen auf den linken Seiten von (10) haben also 
gleichzeitig kleiuste und gleichzeitig größte Werte. Sie können aber 
solche nur haben, wenn (Fig. 203) die Anfangsstücke in eine der 
beiden Fokallinien /j = PB^'C^ oder f^ = PB^C^ fallen, da dann die 
Strecken B^'P und B^'Cq oder B^G^^ bezüglich B^P und B^C^ oder 
B^Cq rersdiiedenen Mänteln des von P,', bezüglich P^ über der 
Fokalellipse errichteten Drehungskegels angehören, während Ent- 
sprechendes bei f^ und f^ (§ 132, (24)) nicht der Fall ist. Da über- 
dies (§ 132, (24)) P und Pj', wie P und P^, auf gleicher Seite der 
a;y-Ebene liegen, so handelt es sich nach § 132, 6 (in Formel (20) 
daselbst e und d, y und ^, p und — /'* vertauscht) um Minima. 
Es gibt daher in: 



s, = PB, + P,Co, s, ^ PB^+B,'C,, 



T ' 



(Fig. 203) heziujlk'h ein Minimum der gehrodieneti Entfernung des 
Punktes P von dem rechten %md linken Brennpunkt der Hyperbel, je 
entweder über den gleichnamigen {Sy,s^) oder über den ungleichnamigen 
Zweig (s^, Sj') derselben hinweg. Zugleich ist: 

(13) s^ — i>/ = 5g' — 6'i =» 2d. 

6. Maxima und Minima der Distanzdifferenzen über die Fokal- 
hyperbel. Je zwei der vier Differenzen in (11) haben ebenfalls gleich- 
zeitig kleinste und gleichzeitig größte Werte. Ihre Anfangsstücke 
fallen alsdann in die beiden noch übrigen Fokallinien f^ und f^. Da 
Formel § 132, (20) hier mit Vertauschung von e und rf, y und z, 
/'• und — p und mit umgekehrtem Vorzeichen von q anzuwenden ist, 
findet ein Minimum oder ein Maximum statt, je nachdem der Knick- 
punkt B^{B^') oder B^{B^') in bezug auf die a:y-Ebene mit P un- 
gleichseitig oder gleichseitig liegt. 

Daher sind für /; ^-JPC^B^ (§ 132, (24) ) die Differenzen - PB^ 
+ B^Co und -PPi-t-PiCo' und für f^^PC^B^ die Differenzen 
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^^' + Bj'Co und -PB^ + B^o sämtüch Minima; für /; == B^'PC^ 
Differenzen - P5/+ JS/Co_und ^PJB/+B/Co' und für 
^^B^PC^ die Differenzen -PJSj+BjCo und -PB^+B^Cq 
sämtlich Maxima. 

Um nun eine für alle Fälle gültige Abzahlung der Maxima und 
Minima von n und n zu erreichen, ersetzen unr die Definitionen (8) 
durch die Doppeldefinitionen: 



(14) 



n = 



PB - BCo , 



n — 



PB'-B'C^', 
{-PB+BC^, 



0D< 




-PB'^B'C^, 

Geht nämlich der Enickpunkt B durch das Unendliche hindurch von 
einem Hyperbelzweig auf den andern über, so wechselt die Differenz n 
in (8) ihr Vorzeichen. Denn entfernt sich (Fig. 206, gezeichnet in 
der Ebene der beiden durch P und 
<7q zu der betreffenden Asymptote 
der Fokalhyperbel gezogenen Paral- 
lelen) B auf dem rechten Zweige 
als B^ unendlich weit nach oben, 
so werden die Strecken PB und 
jBCo parallel und wird die Diffe- /' 

renz -P^,, + 5^0 = ^)0, wenn ,/' 
Q der Fußpunkt des von P auf ^ / 
die zweite Strecke gefällten Perpen- 
dikels ist. Erscheint dagegen B auf 
dem linken Zweig unten als jB«, 

80 wird - PBi + ^Co = - PD^ ^ , wenn D^ der Fußpunkt 

des von C^ auf die erste Strecke gefällten Perpendikels ist. Beim 
Übergang des Knickpunktes von dem rechten Zweig ifi) auf den 
Hnken (J5') geht also die Differenz PB-BC~ stetig in - PB'+ B'C^ 
über. Die durch die Doppelformeln (14) definierten Differenzen n und 
n bleiben daher y wahrend B, B' die ganze Fohühyperhd durchläuft,, 
immer endlich und stetig und haben daher je ein Minimum n^ und n/ 
und je ein Maximum n^ und n,^ 

Diese Minima und Maxima sind ]aber nach der eben gegebenen 
Bestimmung der Minima und Maxima von (8) die folgenden: 



/ 



/ 



Fig. S06 



(15) 



für /; = PC, B, : < = - P5, + 5, Co', «, - P^, - B, C„; 



für /; = B^'PCi : n,' == PB,' - B^'C^', n, PB,' + B^' C«; 

für /i =. PC,B,': n, = -PW+B^o, <= ^^ ^^'; 
för /i - B,PC, : n, = PB, - B^C^, n,'- - PB, + B,C^. 



Staude, Flftohen 8 weiter Ordnang. II. 
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Danach gehört eu f^ stets da^ Minimum von n und das Maxi- 
mum von n, zu f^ stets das Minimum von n und das Maximum von n\ 
Dabei ist mit Rücksicht auf (11) immer: 

(16) WjH- w^'= ni'+ M, = 2d. 

7. Beuehung der gebrochenen Distanzen über die Hyperbel 
zu denen über die Ellipse. Zwischen den Strecken auf den einzelnen 
Fokallinien gelten mit Rücksicht auf § 132, (24) die Beziehungen: 



für f.^PC^B,: B^C, ^PB^^PC^, 
(17) { für /; = J5/PCi: B^C^ = PB^+PG^-, 

für /i ^ PB^C^: B^C^ = PC, - P]^'; 



für /i = PC3P3': B,^C, ^PB^^PC,, 
(18) { für f, = B,PC,: B,C, ^ PB, + PC,-, 

für /; = PB^C^: B^C^ = PC^ - PB^. 

Setzt man nun für BC und B'C in § 131, (18) die Werte (17) 
und in § 131, (17) die Werte (18) hier, so ergibt sich: 



B,C,^PB, + PC,+B,C,'^d+e, B,C,+PB,'+PC,^B,'C^'^d+e; 

B,C, + PC,^ PB^^B^C^^ d + a; 



B^C,^PB^+PC,+B^C,^d + e, B^C, + PB^+PC,--B^C^^d+e', 

B^% + PC^- PB^ - B~C^ ^d + e. 

Hieraus folgt aber mit den Bezeichnungen (4), (12), (15): 

Die gebrochenen Distanzen r^, rg, r/, r,' über die FohüMipse stehen 
zu den gebrochenen Distanzen 6\, s/, Wj, n^ über die Fohühyperbd in 
der Beziehung: 

(19) r^ + y\ = r, — s^ = r/ + n^ = r,' — s^ = d + e. 

Zuzüglich der Formeln (6), (13), (16) sind damit alle sechzehn 
extremen Werte gebrochener Distanzen über EUipse und Hyperbel 
auf rj, rg, r^', r^ zurückgeführt. Man kann die Beziehungen folgender- 
maßen zusammenfassen: 

auf fi' r^ — e = e — m^ = d — n/ = Wj ~ ^5 

auf fi' r^ — e = e — w?/ = rf + 5/ = 5^ — d; 

auf /*8 : e — r^' ^ m^ — e = n^ — d = d — Wj'; 

auf ^4 : e — r^' ^ m^ — e = — d — s^ == d — s^' . 

8. Die vier gebrochenen Haupt-Fokaldistanzen eines Punktes. 
Unter den vier gebrochenen Fokaldistanzen in bezug auf die Fokoü" 



(20) 



fÄ 



Ml ^0 


/\ 


'^^^N% , 


^s^^^^.y 


TtJ 


7 ^ 


• 
• 
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eUipse (§ 132, (23)) sind r^ und r/ Minima und r, and r^' Maxima. 
Die letzteren kann man nach (19) durch die Formeln: 

(21) r, = V+rf+«; V=5i + d + c 

auf zwei gebrochene Fokaldistanzen in bezug auf die Fohühyperbd 
zurückfahren, die nach (12) ebenfalls Minima sind. 

Es sind dann (Fig. 207): 

(22) r^^FC^B^ und r^'^PC^B^ 

die Mrzesten Entfernungen des Punktes P von dem rechten und linken 
Brennpunkt der FokaleUipse über die FokoieUipse und: 

(23) «1 = PB^C^ und s,' = PB^C^' 

die kargesten Entfernungen von 
dem rechten und litJcen Brenn- 
punkt der Fokalhyperhd je über 
den gleichnamigen Zweig der 
Fokalhyperbd. 

Sie sind alle vier stabile 
Gleichgewichtslagen eines Fadens, 
der in dem betreffenden Brenn- 
punkt befestigt ist, über den 
entsprechenden Fokalkegelschnitt frei gleitet und im Punkte P ge- 
spannt gehalten wird. Sie heißen Hauptfokaldistanzen. 

9. Symmetrie in bezug auf die yxr-Ebene. Aus der Symmetrie 
der Fokalkegelschnitte in bezug auf die yj?- Ebene folgt: Ist von zwei 
Punkten, P = a^, y, ^ und P = — a;, y, ä?, der eine das Spiegelbild des 
andern in bezug auf die y^er-Ebene, so sind die in B^ und C^ endigen- 
den Hauptfokaldistanzen der einen auch die Spiegelbilder der in B^ 
und Cq' endigenden der andern, also auch entsprechend gleich groß. 

Für einen Punkt der ye-Ebene sdbst ist: 

(24) ri = r/ s^ = s,\ 

Liegt P rechts von der y;?- Ebene, so ist die kürzeste Entfernung 
r^ von dem näheren Brennpunkt Bq kleiner als die kürzeste Entfer- 
nung r/ von dem ferneren Pq', ebenso s^ < s/. Allgemein ist daher: 

(25) r^ < r/, s^ < s^ oder r^ > r/, s^ > 5/, 
bejriehungsweise nach (21): 

(26) rj < r/, r,' < r^ oder r^ > r/, r^' > r^, 

jenachdem P rechts oder links von der yz-Ebene liegt. 

48* 
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§ 134 Die Fokaleigenscliaften der MittelpnnktsfläolLeii. 

1. Gleiohungen der Eiiiekpankte der gebroohenen Fokal- 
distansen. Die Bestimmung der vier Fokallinien eines Punktes P 
führt algebraisch auf eine biqtiodratische Gleichung. Denn entweder hat 
man die vier Schnittlinien zweier Kegel zweiter Ordnung (§ 132, (1), (2)) 
zu ermittebi oder die vier Schnittpunkte zweier Kegelschnitte, näm- 
lich die Schnittpunkte B^ der Fokalhyperbel mit der Zentralprojektion 
der Fokalellipse von P auf die £rx- Ebene oder die Sdiniäpunkte C^ 
der FokahUipse mü der ZentrcUprcjektion der Fokalhyperbel vom P cuif 
die xy-Ebene (Fig. 203).^««) 

Die Punkte C^^ x^yy^^O sind nach § 132, 10 zugleich die Knidk- 
punkte der vier gebrodienen Fokaldistangen r^yr^, r^\ r^ über die Fokal- 
ellipse, also diejenigen, für welche die gebrochenen Entfernungen 
(§ 132, (7); (12); (8)): 

(1) r^Q + e-^"^ oder (1') r'-p + c+^ 

mit: 

(2) Q = V^^^^~:^^::^^:^t 

einen extremen Wert erhalten. Nach § 132, (10); (21), (21') und (17) 
genügen diese Knickpunkte den Bedingungen: 

(3) *V+^*.*=1 oder V-^V + yo* = r 
und: 

(4) - ^yo(xo -x)+ px^ (yo - y) + dey^Q « 0, 

(4') - e*yo(^o -^) + f ^o(yo - y) - rf«yo9 = . 

Macht man die Gleichungen (4) und (4') durch Multiplikation rational 
und setzt den Wert (2) für p* ein, so vereinigen sie sich zu: 

{-ßW^o-^)+/"X(yo-y))'-^^V{(^o-^)H(yo-y)*+^*}=-o, 

eine Gleichung, die sich unter Benutzung von (3) und § 132, (11) auf 
die Form bringen läßt: 

<^P { yo(^o - ^) - ^o(yo -y)V- <?*«r (y« - y? - <Pe\'z' = o 

oder: 

Diese Gleichung, die mit X = .Tq, F= yo, Z= aus § 132, (2) 
hervorgeht, stellt daher in der Tat die Zentralprojektion der Fokal- 
hyperbd von P = x^y, z auf die Ebene der Fokalellipse in laufenden 
Koordinaten Xqj y^ dar. Aus (3) und (5) wären die vier Punkte 
(7i»> a?09 yo' ^ zu bestimmen. 
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Die Gleichungen sind überdies vom Vorzeichen von q nj^abhängig^ 
wie denn die Maxima und Minima der Differenzen m, m' in § 133, (1) 
dieselben Enickpnnkte haben, wie die Summen r, r . 

2. Gleichung der gebrochenen Fokaldistansen. Mit der Be- 
stimmung der vier Punkte C^=^ x^yy^^O sind auch die entsprechen- 
den Werte von r und /, also r^, r^ und r/, r,' in § 132, (23) bestimmt 
Man hat nur die Werte x^y y^, jenachdem sie der Gleichung (4) oder 
(4') genügen, in (1) oder (!') einzusetzen. Es sind femer auch die 
vier Fokallinien /)= PC^ und deren Schnittpunkte B^ mit der Ebene 
y = durch die Punkte C^ bestimmt. 

Statt indessen auf diese Weise alle unbekannten Bestandteile der 
gebrochenen Fokaldistanzen auf die biquadratische Gleichung der Schnitt- 
punkte der Kegelschnitte (3) und (5) zurückzuführen, wollen wir un- 
mittelbar eine Gleichung für r, r^, r^, r^ selbst herstellen und auf 
diese die übrigen Unbekannten zurückführen.''^') Die herzustellende 
Gleichung ist ebenfalls vom vierten Grade. Wir nennen sie die bigua- 
dratische Gleichung der gebrochenen Fokaldistanzen, Um sie zu erhalten, 
eliminieren wir Xq, y^ aus (1), (3), (4) und aus (1'), (3), (4'). 

3. Ableitung der biquadratisohen Gleichung der gebroohenen 
Fokaldistanzen. Nach § 132, (11) kann man die Gleichungen (4) in 
der Form schreiben: 

(6) e^y^x - px^y — d^x^y^ + dey^Q =- 0, 
(60 e^y^x — f^x^y - d:^x^y^ - dey^Q = . 
Durch Elimination von q aus (1) und (6) folgt nun: 

oder: 

(7) {rf(r-e) + ca;)^-/-y^ = 0, (7-) [d{e-r) + ex]^^-fy^-Q. 

Führt man jetzt für r — e und e — r die gemeinsame Bezeich- 
nung At ein: 

(8) i-'-^''-^' 

so laufen die Gleichungen (7) und (7') in die eine zusammen: 

(9) (4d< + ea;)^-/-yJ = 0, 
während (1) und (l^) die Form erhalten: 

(10) 4< + ^_p = 0, (lOO 4< + ^ + (»-0, 
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oder zusammengefaßt und mit Einsetzung des Wertes (2): 

(^-*o)*+(y-y«)*+«»-(4< + ^)*-o. 

Die Entwicklung dieser Gleichung gibt mit Bücksiclit auf (3): 

a:* + y*+ ;?»- 2a;Xo- 2yy, + /^- 16«»- 8^ - 0. 

Mit Hinzunahme von (9) hat man daher zwei lineare Gleichongen 
für Xq imd Pq'. 

i(4dt + ex) '^ + fy^ - -'±yl±Jl± C _ 8««, 

(11) 

\fy''-{4dt + ex)f^0, 

deren Auflösungen nach Xq und y^ werden: 

( { (Ut + exy + /^y« I^L = (4dt + ex) {^-t^ti!±/! _ sfi), 
(12) e l 2 j 

I { i4dt + exy + fY ) 7 =■ /"y ( ^-* ''^ "'^-^ -Sfi\- 

Durch Quadrieren und Addieren geht hieraus hervor mit Rück- 
sicht auf (3): 

(Adt + exy + rf = j?!+yl+-il±^ -8fi]' 

oder: 

64f* -8{x^ + i/ + z^ + P + 2cP)fi - Sdext 

+ T { ( ^ + y^ + ^^ + py - 4:6^^' - 4/'«.v* } - 0. 

Mit Hinblick auf (8) folgt daher: 

Sind r^, rg, r^\ r^ die vier gehrochenefi Fokaldistanzen eines Punktes 
P ^ x,y, z über die FolaleUipsey so genügen die Differenzen: 

der yybiquadratischen Gleichxmg der gebrochetien Folaldistanzen" : 
(14) ^ - i (^* + t/' + -2^ + c? + e*)^2 _ Ldexf 

+ 256 { (^' + 2/- + -2^' + n' - 4e'^' - 4/-2y2 } = Q. 

4. Andere Wurzeln der Gleichung (14). Da die Gleichungen 

(10) und (10') zusammengefaßt wurden, hängt die Gleichung (14) 

niclit vom Vorzeiehen von q ab, wie ihr denn auch nach § 133, (20) 

die Differenzen: 

w, — e Wj — e e — w/ e — iw,' 

4 ' 4 ' ~4 ' 4 

genügen. 

Die Gleichung (14) bleibt ungeändert bei Vertauschung von d 
und e, y und z^ p und —p. Sie gehört also in gleicher Weise zur 
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FoTcdOiyperbd tote zur FokoieUipse § 131, (1); (2). In der Tat genOgen 
ihr nach § 133, (20) auch die mit den gebrochenen Fokaldistanzen 
über die FokaOiffperbd gebildeten Differenzen: 

d+«i d — 8^' d+g/ _ g, — d d — n^' __n^ — d n^—-d d — n^' 

^ — -^4 y i — 4 ; 4 4 f 4 =" 4" " 

5. Summen je zweier gebrochenen Fokaldistanaen. Da in der 
Gleichung (14) das Glied ^ fehlt, ist die Summe der vier Wurzeln 
Null, also nach (13): 

Zioischen den vier gebrochenen Fökdldistaneen eines Punktes über 
die FoicdeUipse besteht stets die Beziehung: 

(15) fk + r.-r^^r^'^O. 

6. Die BesolTente der biquadratischen Gleichung (14). Die 
Resolvente der biquadratischen Gleichung: 

i^ + W + mt + n=^0 

ist die Gleichung sechsten Grades :^^) 

T« + SIT'' + 16 (J> - 4n)T^ - G4m« = 0, 

und die sechs Wurzeln: ± 1\, ± T,, ± T, dieser stehen mit den vier 
Wurzeln t^, ^, i^\ t^ jener in der Beziehung: 

(16) T^^t^ + h-t^-t^y ^2=-^i + ^i+V-V; T^—k+^-K+t^' 
Nimmt man, um diesen Satz auf die Gleichung (14) anzuwenden: 

^ = -?(^' + y' + -e^* + e? + e«), m = -|dea:, 
'* = il6{(^' + y" + ^* + n'-4eV-4ry*}, 

so erhält man als Resolvente der Gleichung (14) mit Benutzimg von 
§ 132, (11): 

T« - (rr« + y* +if* + (P + ^)T^ 

+ {((? + e')x^ + e>y« + e?;?* + d^e^] T^ - d^^x^ = 
oder auch: 

- (T* - (?) (T* -e^x"- T\T^ - e*)y^ - T\T^ - d^)z^ 
+ T\T^ - d^){T^ - e^ ^ 0. 

Indem wir die Unbekannte T mit a bezeichuen und die Summen 
(16) mittels (13) ausdrücken, ergibt sich: 

Die biquadratische Gleichung der gebrochenen Fokaldistanzen r^^r^, 
r/, r^ irgendeines Punktes P ^ x^j/yZ über die FokaMlipse hat als 
Besdvente sechsten Grades mit den Wurzeln: 

(ii) ± . , ± 7 , ± T 



(19) 
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die folgende Gleichung: 

(18) _aV-^)(a'-e')(S + ^d. + ^T^-l)-0. 

Es besteht dalier die in a, satcie in x, y, z identische Gleichung (§ 1, (6)).*^) 
= (04. '-. + '•.'+ «-i+ r.'-Ae N / _ r.+f.'+r,+r.'— A« \ 

7. Bealität der sechs Wurzeln der Besolvente. Da für die 
Funktion: 

/•(a«) = - (a« - d}) (a> - e*)a;* - a\a} - e«)y« - a*(a« - (J«)j^ 

der Veränderlichen a*, wie § 120,5: 

f{0) = _ dVa:^ /•((?) = (? (6*- d«)y», /"(e«) = - e\e^- d^e\ f{+ 00) = + 00, 

und nach § 132, (11) e^ > (P, so folgt: 

Die in a* hibische Gleichung (18) hat drei positive reeUe Wurzeln 
ajL*, cfj*, ttj*, rfic zivischen deti Grenzen liegen: 

(20) < a8*< d«< a8*< e«< ai*< + 00, 

tvobei die Grenzen selbst zulässig sind. 

Bezeichnen wir die positiven Werte der Quadratwurzeln aus 
^1^ ^s^ ^8^ ™^^ ^1; ^87 ^S7 ^^ ^^^ ebenfalls: 

(21) 0<a^<d<a^<e<a,< + <x>, 

und ± %, ± a,, ± Oj sind d/e sechs reellen Wurzeln der Besolvente (18). 

8. Bealität der vier gebrochenen Fokaldistanzen. Da aber die- 
selben sechs Wurzeln durch die Ausdrücke (17) vorgestellt werden, 
und da diese letzteren, mit dem +- Zeichen genommen, den Un- 
gleichungen § 132, (28) entsprechen, so müssen die beiderlei Bezeich- 
nungen in der Beziehung stehen: 

WO nach § 133, (26) « == + 1 oder — 1 ist, je nachdem P rechts oder 
links von der y^-Ebene liegt. Dazu kommt die Gleichung (15). 

Die vier gebrochenen Fokaldistanzen r^, r,, r/, r^ eines Punktes 
P ^ X, y, z über die FokaMlipse drücken sidi dalier durch die drei 
positiven redien Wurzeln a^, a^, a^ der Besolvente (18) in der Weise aus: 



§ 184, 8—10. 
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(23) 



«1 — 0^2 — *«s + ^; 
«1 + Ctg + f Oa + ty 

«1 — Og + ««5 + 6, 

^1 +«2 — ««8 +«> 



uitJ genügen den Ungleichungen': 

(24) < 



^ — ft - r, +r,; ' ^ ^ <- ^ + V — r^ — r/ 



Die vier gebrochenenen Fokaldistanzen sind daher stets reell. 

In der Bezeichnung § 120, (2') sind die Wurzeln a^^, a,*, a,* der 
Gleichung (18) in Rücksicht auf (20) mit a—X, cc—iij a— v gleichbedeutend^ 
wo,A, (i, V die Wurzeln der Gleichung § 120, (10) sind. Daher folgt 
(§ 133, (21)) neben (23): i««) 

Dwrclh die eUipHschen Koordinaten X, (i, v des Punktes P drücken 
ÄUJÄ die vier gebrochenen Hauptfokcddistanzen in folgender Weise aus 
(§ 33, (10)): _ ^^^ 

r^ = Va — X — Va — iL — e Va—v + Va — y^ 



(23') 






9. Bestimmung der Kniokpnnkte. Zu jeder der vier gebrochenen 
Fokaldistanzen r^, r,, r^', r,', beziehungsweise dem nach (13) ent- 
sprechenden Werte von t, geben die Gleichungen (12) den zugehörigen 
Knickpunkt C^ — Xq, y^, (i = 1, 2, 3, 4).^^®) Daher sind auch die vier 
Punkte C^ und damit die vier Fokallinien ff des Punktes P, sowie 
deren Schnittpunkte B^ mit der 2r2;-Ebene sämtlich reell (§ 132, 3). 

10. Die Identität der Fokaleigenschaften. Die Identität (19) gilt 
in a einerseits und ia P ^ x,y, z andererseits identisch, wobei r^, r,, 
Tj', r,' die gebrochenen Fokaldistanzen des Punktes P über die Fokal- 
eUipse sind. Bei fest gedachtem a ist daher die Bedingung, daB der 
Punkt P auf der Fläche: 



(25) 



?: 4- y 4- ' = 1 



liegt, vollkommen gleichbedeutend mit der Bedingung, daß seine ge- 
brochenen Fokaldistanzen mit a in der Beziehung stehen (§ 1, (4)): 
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(26) (a+ ^+'-''+'>+'-''-^* )(a- ^+^'+'';+^-'-*' )(«+ ^«+'-«7"'-^-) 

Die in der Gleichung (26) ausgesprochene Eigenschaft kommt also 
jedem Punkte der Fläche (25) und Jceinem anderen Punkte des Baumes au. 

11. Verteiümg auf die einseinen Flächen. Ist nun +(x>>a>ey 
so ist die Fläche (25) ein Ellipsoid (§ 55, (3)) und von den sechs 
Faktoren (26) kann nach (24) nur der zweite verschwinden. Ist die 
Fläche (25) mit e > a > d ein einschaliges Hyperboloid, so kann 
nach (24) nur der yierte, und ist sie mit c2 > a > ein zweischaliges 
Hyperboloid, so können nach (24) nur die beiden letzten Faktoren 

(26) verschwinden (§ 1, 4). 

Daher liat die Flädie (25), je nachdem sie ein Eüipsaid oder ein 
einschaliges Hyperboloid oder ein zweischaliges Hyperboloid isi^ be- 
ziehungsweise die Fokaleigenschaft: 

(27) r, + r^+r^ + r/== 4a + 4«, 

(28) r, +r/-ri-r/=4a, 

(29) r3-r;-ri+r/«4£a, 

wo in (29) £ = + 1 für die redite und £ = — 1 für die linke Schale 
des ziveischaligen Hyperboloides gilt. 

12. Einführung der Hauptfokaldistanzen. Vermöge der Glei- 
chung (15) kann jede der Gleichungen (27)— (29) in je zwei kürzeren 
Formen geschrieben werden (§ 1, (9); (10)): 

(30) r, + r^ = 2a + 2e, r^' + r^'==^ 2a + 2e; 

(31) r3--r/«2a, rj' — ri=2a; 

(32) r8-<-2£a, r,' - r, ^2aa, 

oder mit Einführung der vier Hauptfokaldistanzen nach § 133, (21): 

(33) r^ + 5/ == 5i + r/ = 2a + e - d, 

(34) 5/ — r/ == Si — r^ = 2a — e — (? , 

(35) 5/ — 5^ = r/ — r^ = 2£a . 

Nennt man also die über die Fokalellipse laufenden Hauptfokal- 
distanzen ri,ri' ungleidinamig mit denen über die Fokalhyperbel 5^, s^ 
und die in den rechten Hauptbrennpunkten endigenden r^, 5^ ungleichseitig 
mit den in den linken Hauptbrennpunkten endigenden r/, ä/, so lauten 
die erhaltenen Sätze (Fig. 207): 

I. Für jeden Punkt des Ellipsoides ist die Summe zweier un- 
gleichseitiger ungleichnamiger gebrochener Hauptfokaldistanzen gleich der 
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ungleichDamigen Brennpunkten B^ und Cq und bringe ihn in die 
Lage BqC^PB^Cq (Fig. 207) derart, daß der Pnnkt P in dem Ranm- 
quadranten oberhalb der o;^- Ebene und vor der j^rc-Ebene liegt, der 
Faden bei Cg unter der Fokalellipse und bei B^ hinter der Fokal- 
hjperbel und bei P über ein mit der Hand gehaltenes Häkchen, 
überall frei gleitend, hinwegläuft. Alsdann beschreibt der Punkt P, 
indem das Häkchen^ den Faden beständig Spanner^, bewegt toird, in- 
folge von 13, I und 13, T den in dem genannten Qtuxdranten liegenden 
Teil der Oberfläche des EUipsoides (25).") 

Kommt insbesondere P in die xy-Ebene zu liegen, so legt sich 
das Fadenstück CqB^^ in CqBq-= e — d von selbst fest, r/ wird bei 
C3 gestreckt, und man erhält den HauptschniU des EUipsoides mit den 
Brennpunkten Bq\ Bq mittels der noch beweglichen Fadenlänge 2a 
aufgrund von § 1, 9. Kommt P in die ira;-Ebene zu liegen, so legt 
sich das Fadenstück Bq Cg in Bq Cq ^ e — d fest, s^ wird in J?^ ge- 
streckt, und man erhält den zweiten Hauptschnitt des EUipsoides mit 
den Brennpunkten Cq\ Cq mittels der noch bewegUchen Fadenlänge 
2 a auf Grund von § 1, 9. 

Die Fadenkonstruktion des EUipsoides sdiließt also die der EUipse 
als besonderen Fall in sich ein. 



§ f35. Fokaleigenschaften konjugierter Fokalparabeln. 

1. Die konjugierten Fokalparabeln. Die in der Ebene jer » 
liegende nach links offene (linke) Parabel: 

(1) y^+2ex-e^^0 

und die in der Ebene 1/ = liegende nach rechts offene (rechte) 
Parabel: 

(2) z^-2ex^0 

haben die Eigenschaft, daß der Scheitel Cq der linken (Fig. 208) der 
Brennpunkt der rechten und der Scheitel der rechten der Brennpunkt 
der linken ist. 

Die eine der beiden „konjugierten Parabeln" ist durch die andere 
bestimmt. Sie sind zugleich die Fokalparabeln § 56, (7) des Parabo- 
loides § 56, (i)}^) 

3. Entfernung zweier Punkte der konjugierten Fokalparabeln. 
Sind C ^ Xqj yQ, und B = x^, 0, z^ zwei Punkte der Kegelschnitte 
(1) und (2), also: 

(3) yo'+^exQ-e^^O, z,^^2ex,'^0, 



§ 135, 2—3. 
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so ist für ilire Entfernung g: 

^«=. BC'^ {x,--x,y+y,'+z,'^(x,-x,y- 2ex, + e'+2ex, 

= (^1 — ^0 + ^y ' 

Da aber nach (3): 

y — a:o>0, x^>0, 

so folgt: 

Die absolute Entfernung eines Punktes C = Xq, y^, der linken 
und eines Punktes B = x^y 0, z^ der reckten Parabel (Pig 208) ist: 

(4) Q = BC= x^ — XQ + e. 

3. Winkel der Strecke CB 
gegen die Tangente der Parabel 
in C oder B. Die Bichtnngskosi- 
nus der Strecke CB (Pig. 208) sind 
a § 34, (7)): 



yum ~~~ «Tii 



Vo 




C'^oVoO 



Q ' Q Q ' 

die Gleichungen der Tangenten der 
Parabeln (1) und (2) in C und B 
nach § 13, (35): 

^^ + yoV — «(^ — ^o) = 

also ihre Richtungskosinus: 

(5) —qVof ««; 0; ? = l:l/?Ty77 —P^i, 0,—pe', i>== 1 :>^e» + V- 
Daher ist für die Winkel y der Strecke CB gegen die Tangente 
in C und /3 der Strecke BC gegen die Tangente in B: 



Fig. 208. 

— ex + z^z — CiCi = 0, 



92^0 



P-s^i 



cosy = - ^ {Xi — Xq+c), cos/3 = ^ (a;i — a^^ + e), 
und nach (4): 
(6) cos y^ — ^yo y cos /3 = i?;?! . 

Diese Werte sind bezüglich von x^, z^ und von Xq, y^ unabhängige 
also: 

Der Winkel y, den die Strecke CB (Pig. 208) mit der Tangepiie 
der linken Parabel im Punkte C bildet, ist voti der Lage des Punktes 
B auf der rechten Parabel, der Winket ß, den die Strecke BC mit der 
Tangente der rechten Parabel im Punkte B bildet, ist von der Lage 
des Punktes G auf der linken Parabel unabhängig: oder, was das- 
selbe ist: 

Der von einem beliebigen Punkte der einen Parabd über der an* 
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deren errichtete Kegel ist ein Botationsiegd, dessen BoiatUmsachse die 
Tangente der ersteren in dem Punkte ist, 

4. Fokaleigensohaft der einen Parabel in besag auf swei Punkte 
der andern. Sind (Fig. 209) B^ = x^y 0, z^ und jBj= a^, 0, jbt, zwei 
feste Pankte der rechten und C ^ x, y, ein laufender Punkt der 
linken Parabel, so ist nach (4): 



Daher ist: 

(7) 



B^C = x^ — X + e, B^C '^x^— X + e. 



B^C-B^G=^Xi-^x. 



2 



unabhängig von C = x, y, 0. Somit folgt mit gleichzeitiger Bück- 
sicht auf (6): 

I. Die Differenz der Entfernungen des laufenden Punktes C der 
linken von zwei festen Punkten B^ und JB, der reckten Pardbd 
(Fig. 209) üt unveränderlich, ^^) 

1'. Die Strecken CB^ und CB^ bilden mit der Tangente der linken 
Parabel in C gleiche Winkel y. 

Der entsprechende Satz gilt für einen laufenden Punkt B der 
rechten und zwei feste Punkt der linken Parabel. 



V^,oz^ 




C'-jcyo 



\^?i'^<'^z 




Fig. 2(»9. 



Fig. 810. 



5. Zusammengesetzte Fokaleigenschaft beider Parabeln. Die 

Brennpunkte B^ und Q der beiden Parabeln haben die Koordinaten 

0, 0, und y, 0, 0- Sind nun C^Xq^ y^, und B^x^, 0, z^ zwei 

beliebige Punkte der linken und rechten Parabel (Fig. 210), so ist 
nach (4): 

(7') B^^-Xo + e, C~B^x,-x,+ e, BC^^x, + -lr, 
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und somit unabhängig von der Lage der Funkte B und G auf der 
rechten und linken Parabel: 



(8) B,C-CB+BC^=^i^ 



§ 136. Die gebrochenen Fokaldistanzen über die Fokalparabeln. 

1. Die beiden Fokalkegel eines Punktes. Die von einem 
Punkte P =» X, y, z des Raumes Über der einen oder anderen der 
beiden Fokalparabeln § 135, (1); (2) errichteten Kegel zweiter Ord- 
nung heißen nach § 125, 1 die beiden Fokalkegd des Punktes P. 
Wie § 132, 1 erhält man die Gleichungen der beiden Kegel aus 
§ 70, (40) mit 6», c*, a = e, 0, - e oder 0, e, 0(— x für x): 

Die Gleichungen der beiden Fokaikegel des Punktes P ^ x, y, z 
lauten in laufenden Koordinaten X, Y, Z: 

(1) (yZ - gY)*+ 2e(xZ - zX)(Z - z) - e\Z - ey -^0, 

(2) (zY-yZ)^-2e(xY-yX){Y-y)^0. 

2. Bedingungen der Botationskegel. Für den Kegel (1) ist iji 
der Bezeichnung von § 100, 3: 

(hz y^f «81 ^^y ai,= 0. 

Sieht man also you dem Falle j? » ab, wo der Kegel in die Doppel- 
ebene Z'»0 zerfällt, ist er nach § 100, (7) ein Rotationskegel immer 
dann und nur dann, wenn: 

(3) y - 0, (;?*- 2ex + (?)z^- e'z^^z'iz^- 2ex) = 0. 

Ebenso ist der Kegel (2), vom Falle y = abgesehen, ein Rotations- 
kegel für: 

(4) ^ = 0, y*(y»+ 2ex) - eY- y\y' -f 2ea: - e*) - 0. 

Der von einem Punkte der einen Fokaiparald über der andern 
errichte Kegel ist ein Botationskegd (§ 135, 3).^^) 

3. Die Fokallinien. Eine gemeinsame Transversale der beiden 
Fokalparabeln § 135, (1); (2), wie BC in Fig. 208, soll ein Fokal- 
strahl oder eine Fokallinie genannt werden (§ 125, 2). 

Die durch eitlen Punkt P des Baumes gellenden Fokallinien sind 
die vier gemeinsamen Erzeugenden der beiden konzerUrischen Kegd 
zweiter Ordnung (1) und (2). 

Da aber die beiden Fokalparabeln § 135, (1); (2) den unendlich 
fernen Punkt der o:- Achse gemein haben, so ist die eine der vier 
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r/i - - p^ -ci; 

U,*i\*^'U. "»r^lfiuH jedo^'rh in dem besonderen 
/ ;ill^ daß /' #^j/i Funkt B der rediten Pa- 
yfihfi 5} \\h'f^(2) iHt, nach § 135, 4 von 
U^iu Kfiir^kpunkt (' unabhäugig ist. 

Wir Nf«i/.an: 



/v/ I r;//, - -p + r, 
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(8) 9 - PC - V(x, - xy + (yo - y)» +7« , 



(9) . . "^ = ^'-^0 = ^*»' + y»*' 
nährend gleichzeitig: 

(10) y,'+2cx,-e'^0. 
Nach § 135, (70 ist auch: 

(11) t = e — XQ. 

Dabei sind die beiden Yoneinander unabhängigen KnickpuKkte von r 
und m in der Bezeichnung C^Xq, y^, nicht besonders unterschieden. 

5. Größte nnd kleinste Werte der gebrochenen Entfernungen. 

Während der Knickpunkt C die ganze linke Parabel durchläuft, bleibt 
die gebrochene Entfernung (5) immer größer als Null und wird bei 
unendlich fernem C unendlich groß. Sie wird daher wenigstens ein- 
mal einen kleinsten Wert erhalten. Dagegen bleibt die positive oder 
negative Differenz (6) immer endlich; bei unendlich fernem C fällt 
die Strecke CBq in die o;- Achse und die Strecke PC wird der 
:r-Achse parallel, so daß m ^ — x wird. Die Differenz wird daher 
im allgemeinen wenigstens einmal einen kleinsten und einmal einen 
größten Wert annehmen. 

Die gebrochene Entfernung r hat wenigstens ein Minimum, die ge- 
brochene Entfernung m wenigstens ein Minimum und ein Maximum, 

6. Notwendige und hinreichende Bedingungen der Mazima 
und Minima. Um die extremen Werte zu bestimmen, betrsrchten 
wir r und m als Funktionen der unabhängigen Veränderlichen x^^ 
während wir y^ durch (10) von x^ abhängig gemacht denken. Dann 
ist der erste und zweite Differentialquotient von y^ nach x^i 

und zugleich: 

Ferner ist nach (8) für den ersten und zweiten Differential- 
quotienten von Q nach x^i 

oder mit Rücksicht auf (13) und (12): 

Staude, FlAohen s weiter Ordnung. IL 49 
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Der erste und zweite Differentialquotient von r nach Xq wird 
nun nach (7) mit Benutzung der Darstellung (11) von r: 

(16) ^«^ — 1 — ^0 — ^ ^ y^ — y i 



(17) 



d^r d^Q 



dxo* dXo* 



Mit Benutzung der Darstellung (9) von x und der Formel (14) kann 
man den ersteren auch in der Form annehmen: 



Die Werte von Xq, für die ein extremer Wert von r eintritt^ 
müssen nun der Gleichung: 

dr 



dxQ 



= 



genügen. Für einen solchen Wert von Xq ist aber nach (16): 

J^=. 1 
dx^ "" 

und daher nach (17) und (15): 

(IQ) d'r ^ 1 e* y 

Hiemach tritt bei reellen Xq, y^ im allgemeinen (y + 0, y^^O) 
auch wirklich ein Minimum oder Maximum ein^ und zwar jenes oder 
dieses, je nachdem y^ und y gleiches oder verschiedenes Vorzeichen 
haben. 

Durch Umkehr des Vorzeichens von q erhält man die ent- 
sprechenden Formeln für mi 

(\Q'\ dm ^ X q^x e yp — y y 

^ ^ dx^ Q '^ y^ Q ' 

(19') fE = _lA'^l.. 

^ ^ dxp* Q yo y© 

Die gebrochene Entfernung r und m in (7) hat immer dann und 

nur dann einen extremen Wert, wetin der Knickpunkt C = x^^ y^, 

neben (10) der Bedingung genügt: 

(20) ^ = oder g = 0, 

und zwa/r ist r dann ein Minimum, wenn C in bezug auf die zx-Ebene 
mit P gleichseitig liegt, und m ein Minimum oder ein Maximum, je 
nachdem C mit P ungleichseitig oder gleichseitig liegt. 
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7. Geometrische Bedeutung der Bedingungen (20). Die Be- 
dingungen (20) werden mit Einsetzung von (18), (18'): 

(21) _y.(±^ + ?---^) + e(±?^ + *^) = 0, 

WO die oberen Zeichen f&r r, die unteren für m gelten. 
Da nun nach § 135, (5): 

bezüglich die Richtungskosinus der Tangente der Parabel § 135, (1) 
in C » Xq, y^, und der Strecken CP und CBq sind, so bedeutet 
die Gleichung (21) (I § 35, (9)): 

Die gebrochene Entfernung r, 'bezüglich m, hat für solche Lagen 
des Knickpuhktes G auf der linJcen Fokalparabel einen extremen Wert, 
wo die innere, bezüglich äußere Halbierungslinie der Strecken CP und 
CBq auf der Tangente der Parabd in C senkrecht steht oder, was das- 
selbe ist, die Winkel der beiden Strecken gegen die gerichtete Tangente 
sich zu n ergänzen, bezüglich gleich sind (§ 131, 5). 

Die gebrochene Entfernung r bildet, wo sie ein Minimum ist, 
zugleich die stabile GleichgewicJitslage eines Fadens, der in C über die 
Parabel gleitet und in P und Bq festgehalten wird. 

8. Die Anfangsstücke der Maxima und Minima als Fokallinien. 
Bildet die Strecke CBq eines extremen Wertes Yon r, bezüglich m, 
mit der Tangente der linken Fokalparabel in C einen Winkel y^ so 
bildet nach 7 die Strecke CP mit dieser Tangente den Winkel n — y, 
bezüglich y. 

Da aber die Strecke CBq den Punkt Bq enthält, gehört sie nach 
2 dem einen Mantel des von C über der rechten Fokalparabel er- 
richteten Drehungskegels an. Dieser Mantel ist daher der Ort aller 
von C ausgehenden Halbstrahlen, die den Winkel y mit der Tangente 
bilden, während der andere Mantel ebenso der Ort aller Halbstrahlen 
mit dem Winkel :t — y ist. Somit gehört die . Strecke CP dem 
letzteren, bezüglich dem ersteren Mantel an, die unbegrenzte Gerade 
CP aber überhaupt dem von C über der rechten Fokalparabel er- 
richteten Drehungskegel, weshalb sie nach 3 Fokallinie sein muß. 

Die gebrochene Entfernung r, bezüglich m, ist ein Maximum oder 
Minimum, wenn ihr Anfangsstück PC in eine der drei FokaUinien 
des Punktes P fällt und die Strecken CP und CBq bei r verschiedetien 
Mänteln, bei m denisetben Mantel des von C über der rechten Fokal- 
parabd errichteten Drehungskegels angehören. 

49* 
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9. Das zu einer Fokallinie gehörige Maximtun oder iciTiiTniiTn 

Umgekehrt gibt es zu jeder der drei Fokallinien f^^ f^, /, des Punktes 
P immer entweder ein Maximum oder Minimum von r oder von m. 
Denn ist C ihr Schnittpunkt mit der linken Fokalparabel, so gehört 
die Strecke CP nach 3 dem einen Mantel des von C über der rechten 
Fokalparabel errichteten Drehnngskegels an, dessen Halberzeugende 
etwa den Winkel y mit der Tangente der linken Parabel in C bilden. 
Die Strecke CBq gehört demselben Kegel an und zwar demselben 
oder dem andern Mantel. Sie bildet also entweder den Winkel x — y 

oder y mit der Tangente, so daß nach 8 entweder PC + GB^ oder 

— PC -{- CBq ein Maximum oder Minimum ist. 

Zu jeder der drei Fokaüinien fi, ft, fi des Punktes P gehört ent- 
weder ein Maximum oder ein 3Iimmum von r oder von m. 

10. Die drei gebrochenen Fokaldistanzen eines Punktes über 
die linke Fokalparabel. Da aber nach 5 r wenigstens ein Minimum 
und m wenigstens ein Maximum und ein Minimum hat, so mufi zu 
jeder der drei Fokallinien /i, f^, f^ je ein solches gehören, und kann 
es nicht mehr als ein Minimum von r und ein Minimum und ein 
Maximum von m geben. 

Die gehrodiene Entfermmg r = PC + CB^ hat ein Minimum r^ 

und die gehrodiene Entfernung m = —- PC + CB^ ein Minimum m^ 
und ein Maximum Wj, und zwar ist (Fig. 213); 



(22) r,^PC, + C,B,, m,==^PC,+ C,B,, m, = - PC, + C^B^, 

wo Cj, Cj, Cj die Schnittpunkte der drei Fokallinien f^, f^, f^ des 
Punktes P mit der linken Fokalparabel in bestimmter Anordnung 
(vgl. 11) bedeuten. 

Wir nennen r^, wi^, m^ die drei gebrochenen Fokaldistanzen des 
Punktes P über die linke Fokalparabel. 

11. Lage der Punkte J?,., 6',- auf der Fokallinie /j. Nach 6 
liegen in (22) in bezug auf die Ebene der rechten Fokalparabel C^ und 
Cj mit P gleichseitig und C^ mit P ungleichseitig. Da aber der Schnitt- 
punkt einer Fokallinie mit der ^x- Ebene zugleich ihr Schnittpunkt 
mit der rechten Fokalparabel sein muß, so folgt weiter: Ist B^ 
(i «= 1, 2, 3) der Schnittpunkt der Fokallinie PC,, mit der rechten 
Fokalparabel, so liegen B^ und B^ außerhalb der Strecken PC^ und 
PCj, dagegen B^ innerhalb der Strecke PCj (Fig. 213.) 

Bei dem Minimum von r^ gehören nach 8 die Strecken C^P 
Cj Bq verschiedenen Mänteln des von C^ über der rechten Parabel er- 
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richteten Kegels an. Da nun C^Bq diese Parabel in Bq trifft, kann 
Cj P sie nicht treffen. Daher liegen auf der Fokallinie f^ die Punkte 
in der Reihenfolge PC^B^^ (Fig. 213). 

Bei dem Maximum m^ gehören nach 8 die Strecken C^P und 
C^Bq demselben Mantel des von Cj über der rechten Parabel er- 



Fig. 218. 

richteten Kegels an. Da nun C^B^ diese Parabel trifft, muß C^P sie 
auch treffen. Daher liegen auf f^ die Punkte in der Reihenfolge 

Die Lage der Schnittpunkte der drei Fokallinien des Punktes P 
mit den beiden Fokalparabeln ist durch die Folgen beeeichnet (Fig. 213): 

(23) n=FÜ,B,, f, = B,PC„ r,= PB,C,. 

Dadurch ist auch die Benennung der drei Fokallinien mit 
fi7 fif /s ^^^ ^^^ Verteilung der Minima und Maxima (22) auf sie 
bestimmt. 

13. Ungleichung für die drei gebrochenen Fokaldistansen. 
Bei der in 10 eingeführten Bezeichnung des größten und kleinsten 
Wertes von m ist zunächst: 

(24) Wg > iWi . 

Da femer in dem windschiefen Viereck C^PC^B^C^ (Fig. 213) die 
Summe dreier Seiten größer als die vierte ist: 

so folgt: 

r,-m,^ {PC, + C,B,) - (- PC, + C,B,) > 
oder: 

(25) r, > m, . 

Beide Ungleichungen (24) und (25) sind, da zwar r^ positiv ist, m^ 
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und m^ aber positiv oder negativ sein können, algebraisch zu rer- 
stehen. In diesem Sinne folgt daher: 

Die drei gebrochenen Fokdldistcmzen r^, m^, w, eines Punktes P 
entsprechen stets den Ungleichungen: 

(26) Wj < m, < ri 
oder auch: 

(27) mj + Wi <fni + r^<ri + tn^ . 

13. Die drei gebrochenen Fokaldistanzen eines Punktes über 
die rechte Fokalparabel. Die Unterscheidung der drei Fokallinien 
/^ und die Verteilung des extremen Werte von r und m auf sie be- 
ruht auf der Reihenfolge (23) ihrer Punkte P, B^y C^. Bei Ver- 
tauschung der Stellui^ von B^ und C^ gegen P vertauschen sich 
nach (23) f^ und f^, während f^ in sich übergeht. Bei der Oleich- 
berechtigung der beiden kongruenten Fokalparabeln folgt daher aus 
10, wenn unter B der laufende Punkt der rechten Fokälparabel ver- 
standen wird: 

Die gebrocliene Entfernung s = PB + BCq hat ein Minimum Si 
u)id die gebrochene Entfernung w = — PB + BCq ein Minimum n^ 
und ein Maximum n^, und zwar ist (Fig. 213): 

(28) s,^PB, + B~,Cq, n, PB. + B^Cq, n,^^PB^ + B^Q, 

wo B^j -Bg, Äj die Sdinittpunläe der Fokaüiniefi f^y /'j, f^ des Punktes 
P mit der rediten FoJcaiparabel in der durch (23) bestimmten Anord- 
nung sind. 

Wir nennen s^y w^, n^ die drei gebrochetien Fokaldistanjsen des 
Punktes P über die rechte Foialparabel. 

14. Beziehung zwischen gebrochenen Fokaldistanzen über linke 
und rechte Fokalparabel. Für die drei Fokallinien f^^ f^, f^ ist 
nach (23): 



B,C,=^PB,--PG^, B^C^ = PB, + PCi, B^C,^PC^-PB^. 

Setzt man diese Werte in die nach § 135, (8) geltende Gleichung: 

ein, so ergibt sich: 



{PC, + C\B,) + (- FB, + B, C'o) = ' 



(- PC, + C,B,) + (- PB, + B,C,) 



e 
2"' 



{-PC,+ C\B,) + {PB, + B, C\) = j 
Mit Rücksicht auf (22) und (28) folgt daher: 
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Die gebrochenen Fohüdistanzen r^, m^, m, über die linke und 
s^y n^y n, über die rechte Fokalpardbel stehen in der Beziehung: 



^1 + ^1 == »w, + nj =» Wi + «1 « y, 



(29) 

oder auch: 

(30) c-r^^Y+ni, c-w,= -|- + n,, e - m^^^- ^ + ^i- 

15. Die Bwei gebrochenen Hauptfokaldistansen eines Punktes. 
Mit Bezog auf r^ und s^, die Haup^oJcdldistangen, ergibt sich unter 
Verzicht auf die Differenzen m^^ m,, n^, n^: 

Es sind (Fig. 214): 

(31) ri-PC^Bo und s^^PB^G^ 
die kürzesten Entfernungen des Punktes P 
vom Brennpunkt der linken Fokalpardbel über 
diese hinweg und vom Brennpunkt der rechten 
Fokalparabd über diese hinweg. 

Sie sind stabile Gleichgewichtäa^en eines 
Fadens, der in dem Brennpunkt Bq oder 
Cq befestigt ist^ über die linke oder rechte 
Fokalparabel gleitet und im Punkte P gespannt gehalten wird. 




Fig. 214. 



§> 137. Die Fokaleigenschaften der Paraboloide. 

1. Gleichungen der Knickpuxikte der gebrochenen Fokal- 
distansen. Die Bestimmung der vier Fokallinien eines Punktes P, 
Yon denen eine als Parallele zur o^-Achse bekannt ist (§ 136^ 8) 
f&hrt algebraisch auf eine kubische Gleichung, Handelt es sich doch 
um die Bestimmung der vier Schnittpunkte zweier Kegelschnitte, die 
den unendlich fernen Punkt der o;- Achse gemein haben, nämlich der 
Schnittpunkte der einen Fokalparabel mit der Zentralprojektion der 
andern vom Punkte P auf die Ebene der ersteren.^®*) 

Die drei endlichen Schnittpunkte (7,. = Xq, y^, der linken Fokal- 
parabel mit der Zentralprojektion der rechten sind nach § 136, 10 zu- 
gleich die Enickpunkte der drei gebrochenen Fokaldistanzen r^jm^, m, 
über die linke Fokalparabel, also diejenigen, für welche die gebrochenen 
Entfernungen (§ 136, (7), (11), (8)); 



(1) 
mit: 

(2) 



r^Q + e — x. 



oder 



(1') tn^ — Q + e — x^ 



Q = Vi^o - ^y+ivo - y? + ^* 



k-_._ . 
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einen extremen Wert erhalten. Nach § 136, (10), (20), (16), (le*) ge- 
nügen diese Knickpunkte den Bedingungen: 

(3) V+2«^o-«*=0 

und: 

(4) (a^o - x)yo - (yo - y)^ - VoQ - o. 
W («0 - ^)yo - (yo - y)« + yo(> - o- 

Macht man die Gleichungen (4) und (4') durch Multiplikation 
rational und setzt den Wert (2) von q^ ein, so vereinigen sie sich zu: 

{(^o-^)yo-(yo-y)«)*-yoM(^o-^)* + (yo-y)*+^)-o, 

eine Gleichung, die sich unter Benutzung von (3) auf die Form 
bringen läßt: 

-2c{(;to-^)yo-(yo-y)^o}(yo-y)-'^V=o 

oder: 

(5) ^yo* - ^K^Vo - y^o)(yo - y) - o • 

Diese Gleichung, die mit X = Xq, Y = y^, Z = aus § 186, (2) her- 
vorgeht, stellt daher in der Tat die Zentralprojektion der rechten Fokal- 
parabd von P » o;, y, z auf die Ebene der linken Fokalparabel in 
laufenden Koordinaten x^^ y^ dar. Aus (3) und (5) wären neben dem 
unendlich fernen Punkte yo = 0, t^=^Q^ der ihnen bei homogener 
Schreibweise in a:^, y^^ (q genügt, die drei endlichen Punkte C^^x^, y^, 
zu bestimmen. 

2. Die kubische Gleichung der gebrochenen FokaldiBtansen. 

Statt aber die kuhisdie Gleichung der drei mdlichen Schnittpunkte der 
Kegelschnitte (3) und (5) aufzustellen, wollen wir unmittelbar die 
kubische Gleichung für die extremen Werte r^, m^, m^ von r und m 
ableiten (§ 136, 5), indem wir a:^, y^ aus (1), (3), (4) und (l'), (3), 
(4') eliminieren.^^®) 

Durch Elimination von q aus (1) und (4) folgt zunächst: 

(^0 - ^)yo - (yo - y)« - yo(^ - e + ^r^) = o, 
(^0 - ^)yo - (yo - y)« - Voi^^^ - ^ + ^o) = o, 

oder, wenn wir r als gemeinsame Bezeichnung für r und m benutzen: 

(6) (r + x)yQ~-ey=^0, 

Die Gleichungen (1) und (1'): 

r + XQ — e—Q = 0, r + XQ — e + Q = 

geben, durch Multiplikation vereinigt und unter Einsetzung des 
Wertes (2): 

ix,^xy+ (yo- y/+ ^'- (r + X,- ^)^== 
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oder mit Rücksicht auf (3): 

(7) 2{r + x)x,+ 2yy,= x^+y'+js^-r^+2er. 
Setzt man hier den Wert y^ aus (6) ein, so folgt: 

(8) 2(r + x^x^ - {x" + y« + ;^« - r» + 2er){r + x)- 2ey\ 

Durch Substitution der Werte (6) und (8) in die mit (r + xy multi- 
plizierte Gleichung (3) ergibt sich endlich: 

e>y* + eix^ + y* + ^* - r« + 2er){r + x) - 2e*y« - (r + a:)- e» - 
oder: 

(a;* + y* + jgf*— r^ + er — ex){r + x) — ey^^O. 

Ordnet man die Gleichung nach r, so erhält man den Satz: 

Die drei gebrochenen Fcikaldistamen r^, w,, Wj eines Punktes 
P ^ x, y, ß genügen der kubischen GleicJtung: 

(9) ,.5_ (g - xy - (x^ + y^ + z*)r + e(x^ + y») - {x^ + y« + -^')a: - 0. 

3. Die Summe der drei gebrochenen Fokaldistanzen. Daraus 
geht zunächst hervor: 

Für die Summe der drei gebrochenen Fokdldistamen eines Punktes 
P =^ X, y, js ist stets: 

(10) r^ + m^ + fw, + a; — e = . 

4. Bestimmung der Enickpunkte durch die gebrochenen Fokal- 
distanxen. Nach der Ungleichung § 136^ (26) läßt sich entscheiden^ 
welche der drei gebrochenen Fokaldistanzen r^, m^, m^ jede der drei 
Wurzeln r der Gleichung (9) darstellt. Der zugehörige Knickpunkt 
C^ = Tq, y^, ist dann jedesmal durch die Gleichungen (6) und (8) 
bestimmt. 

5« Kubische Gleichung für die Summe zweier gebrochenen 
Fokaldistansen. Wenn r = r^, m^y m^ überhaupt die drei Wurzeln 
einer gegebenen kubischen Gleichung: 

(11) r»+Zr«+iMr + n = 

sind, so geniigen die Summen R == m^ + w,, w, + r^, r^ + *W| der 
kubischen Gleichung:***) 

(12) R^ +21R^+ (P + m)K + (Im - n) = 0. 

Nimmt man, um diesen Satz auf die Gleichung (9) anzuwenden: 

l = — {e — x)y W = — (X* + y' + ;8r») , 

n = e{x^ + y*) — (x^ + y*+ z^)x , 
so wird die Gleichung (12): 

R''+2(x - e)R^+ (ß*- 2ex - y''-z-)R + ez^=-0 
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oder: 

- Ri/+(e - R)z^- 2x(e - R)R + (e - R^R = 
oder: 

Führt mau endlich statt R durch die Substitution: 

(13) R^e-p, p^e-R 

die neue Unbekannte p ein, so erhält man mit Hinblick auf (9) den 
Satz: 

Sind r^, m^, m^ die drei gebrochenen Fohaldistanzen eines Punktes 
P =^ ^j V} ^ w6er die linlce FüJcalparäbd, so sind: 

(14) e — m^— m^, e — m^ — r^, e^ r^-^m^ 
die Wurzeln der Gleichung: 

(15) __p(p_c)(^+^^^_ + 2x-i>)=0. 

Es besteht daher die in p, sowie in x, y, z identische Gleichung:^) 

[ -p{p-e)\^+ ''- + 2x—p\ 

(16) ^ ^ ^ [p ^ p — e ^ ^1 

1 = (;> - ^ + wio + yni)(p — e + fWi + ri){p -e + ri + w,), 
oder nach (10): 

-{p — x — »•,)(2> -X — mi)(p — X — Ml,) . . 



(17) 



Sie entspricht der identischen Gleichung § 2, (8), die in der Form 
geschrieben werden kann: 

--P\^f + 2x-p]^{p-x- r) [p -xi- r). 

6. Bealität der Wurzeln der kubischen Gleichung Q.5). Da für 

die Funktion: 

f\p) = - (i> - Oi/' -P^'-P(l>- «H2^' - P) 
der Veränderlichen p: 

/•(_oo) = -cx), m^et/, f,e)^^cz^', /•(+ c») = + cx), 

so folgt: 

Die kubische Gleichung (15) hat drei reelle Wurzeln ft,l>j,l>5, 
die zwischen den Grenzen liegen: 

(18) '-oo<p^<0<2h<e<p^< + (x>. 

7. Bealität der drei gebrochenen Fokaldistanzen. Da die drei 
Wurzeln aber auch mit (14) bezeichnet sind und in dieser Bezeich- 



§ 137, 7—9. 767 

nung den Ungleichungen § 136^ (27) genügen, so müssen die beiderlei 
Bezeichnungen in der Beziehung stehen: 

(19) e — füg — 1»! — i?i, « — % — »"i^A, ^ — ^1 — »»s — Ps- 

Die drei gebrochenen FohcHdistanzen r^y m^^ m^ eines Punktes 
P^ x,y,0 über die linke Fokalparäbd drücken sich daher durch die 
drei reellen Wuredn PuPi^p^ der Gleichung (15) in der Weise aus: 

[ZS)) r^ = 2 , tw, = , m^ = 2 

uiu2 genügen den Ungleichungen: 

(21) — oo<c — r^ — m,<0<e — nij — ri<c<c — m^— mi<+ c». 

Die drei gebrochenen Fokaldistanzen sind daher stets reell. Das- 
selbe gilt nach 4 von den Punkten C^ = x^y y^y {i « 1, 2, 3) und 
damit von den drei Fokallinien f^ und deren Schnittpunkten B^ mit 
der Ebene y = 0. 

8. Die Identität der Fokaleigensohaften. Die Gleichung (16) 
gilt in p einerseits und in P =» x,yjZ andererseits identisch , wobei 
r^j m^y m^ die drei gebrochenen Fokaldistanzen des Punktes P über 
die linke Fokalparabel sind. Bei fest gedachtem p ist daher die Be- 
dingung, daß der Punkt P auf der Fläche: 

(22) ^'+^.^^ + 2^-^ = 

liegt, vollkommen gleichbedeutend mit der Bedingung, daß seine ge- 
brochenen Fokaldistanzen mit p in der Beziehung stehen: 

(23) (i? — e + w,-f mi)(|? — € + mi+ri)(p — e-f-r^-f w,) = 0. 

Die in der Gleichung (23) ausgesprochene Eigenschaft kommt also 
jedem Punkte des Pardboloides (22) und keinem andern Pwikte des 
Baumes eu. 

9. Verteilung auf die einzelnen Paraboloide. Ist nun +oo>|>>e, 
80 ist die Flache (22) ein linkes elliptisches Paraboloid (§ 56, (2)), 
und von den drei Faktoren (23) kann nach (21) nur der erste ver- 
schwinden. Ist die Fläche (22) mit c > ^ > ein hyperbolisches 
Paraboloid, so kann nach (21) nur der zweite, und ist sie mit 
0>jj> — cx> ein rechtes elliptisches Paraboloid, so kann nur der 
dritte Faktor (23) verschwinden. 

Daher hat die Fläche (22), je nachdem sie ein linkes eüiptisclies 
oder ein hyperbolisches oder ein rechtes elliptisches Paraboloid ist, be- 
giehungstveise die Fokaleigenschaft: 
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(24) 
(25) 
(26) 

10. Einführung der nanptfokaldistanzen. Behält man unter 
Benutzung der Gleichungen (10) und § 136^ (29) nur die beiden Haupt- 
fokaldistanzen § 136,(31) bei; so nehmen diese Eigenschaften die 
Form an: 

(27) r,^p-x, 

(28) r,-s,^-^-p, 

(29) s,^x-(p-{). 

11. Die Fokaleigensohaft des elliptlBOhen Paraboloides. Um 

die Gleichungen (27) und (29) zu deuten, fähren wir die Haupt- 
direktrixebenen des Paraboloides ein. Nach § 83, (6) ist die Polarebene 
eines Punktes x^, y^, js^ in bezug auf die Fläche (22): 

M^ -'- +x + x^-p^O. 

Die Polarebenen der beiden Hauptbrennpunkte = jBq(0, 0, 0) und 
Co(y,0,o) sind daher:^*) 

(30) x=p, (31) ^ = P-|- 

Wir nennen sie die beiden Hauptdirektrixebenen des Paraboloides (§ 2, (1)). 

Sie liegen bei dem linken elliptischen Paraboloid (+ oo > ^i > c) 

ganz rechts, bei dem rechten (0 > p > — <x>) ganz links von der 

Mäche (vgL die schematische 

Fig. 215; 216). Bei jenem ist 

■rjc (30), bei diesem (31) diejenige 

"^'^'1 •^''^ Hauptdirektrixebene, die zu 

dem Brennpunkt der inneren 
Fokalparabel gehört; bei jenem 

o r~~~^^--^^~-/^^z ist ^;-^, bei diesem x - (fi~) 




sl B^^O Co der absolute Wert 



X'O jC'£ des Abstandes 

eines Punktes x, 
Fig. -16. y^g der Flache 

von dieser Hauptdirektrixebene. Daher geben die beiden Gleichungen 
(27) und (29) dieselbe Eigenschaft des elliptischen Paraboloides, mag 
es ein linkes oder ein rechtes sein: 
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14. Übergang auf die Parabel. Kommt beim linken elliptischen 
Paraboloid der Punkt P in die xy-Ehene zu liegen, so wird (Fig. 214) 
die gebrochene Hauptfokaldistanz r^ im Gleitpunkte C^ gestreckt, also 
direkt der Abstand des Punktes P vom Brennpunkt Bq'^ des 
ersten Hauptschnittes, der Parabel: 

^ + 2x-p^0, 0-0, 

während der Abstand von der Hauptdirektrixebene (30) der Abstand 
von der Direktrix § 2, (1) der Parabel wird. 

Die Sätee I, Y über das elUpHsche Paräbohid scMießen also die 
Fohdeigenschaft der Parabel §2, (8) und § 13, 13 als besonderen FaU 
in sich ein. 



VI. Abschnitt. 

Flächen zweiter Ordnung in Tetraederkoordinaten. 

I. Kapitel. 

Allgemeine Koordinatentetraeder. 

§ 138. Die Gleiclinng der Fläche zweiter Ordnimg und ilire Trans- 
formation. 

1. Allgemeine Form der Gleiohung. In bezng auf ein Koor- 
dinaten tetraeder E^E^E^E^ (I §57, (1); (4)) ist die allgemeine Gleichung 



einer Fläche zweiter Ordnung in 
laufenden Punktioordinaten x^, x^, 



Xj, x^: 



(1) f^f{x^, x^, a?3, a:J 



=^^'«*i^*^,= 0. 



1 1 



einer Fläche eweiter KlcLSse in lau- 
fenden Ebenenkoordinaten u^, u^^ 

(1-) F = F(u,, u,, u,, u^ 



Die linke Seite der Gleichung, für die: 

(2) «*,= «,* 1(2') ««■=<^* 

sein soU, ist eine quadratisdie Form der vier Koordinaten.*®) 



2. Die partiellen Ableitungen der Form. Wir bezeichnen den 
halben partiellen Differentialquotienten von f nach x^ und von F nach 
u, mit (§ 66, (5); § 75, (3)): 

(3) /i-/*(^i,^2,a:3,a:J=2^*'^r (30 F^^F^{u^,u^,u^,u^^^%,u,, 



Alsdann gelten die Identitäten (§ 66, (6)); 

4 4 4 



(4) 2 ^»** =2 2«»'*' **-/■• 



(4') 




fF,u, = F. 



Ist die Ableitung f^ fQr einen hestimmten Pnnkt x^'^ oder F^ für eine 
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bestimmte Ebene uj^"^ gebildet^ so gebi-auchen wir die Bezeichnungen: 
(5) /iW - f.ix.C^ x,C\ a;,(-), «,(«)) (5') F.C^ - F,(i,,(''\ <"), «,<•), «/•)) 

4 4 



3. Die bilinearen Formen. In bezug auf ewei bestimmte Punkte 

X/l^"^\ a:/*) oder Ebenen Ufj^^\ u/") setzen wir zur Abkürzung (§ 67, (9)): 

4 4 4 4 

11. 11 

4 4 4 4 

11 11 

Diese bilinearen Formefi gehen mit m » n wieder in die quadratischen 
Formen über: 

(7) /« » - /■(«i^"'^. ^<'"', ^»'""^ a;,("):). (7' . F„„= FCujC»), «,(-»), «,("), «,(«>). 

4. Die Determinante der quadratischen Form. Die Determi- 
nanten^^) der quadratischen Formen (1) und (!') (§ 66, (15)): 

(8) ^ = |«„| 1(8') £=|c„| 

sind infolge von (2), (2') symmetrische Determinanten vierten Grades. 
Infolge dessen ist für die ünterdeterminanten dritten Grades Ä^^ und 
zweiten Grades a^, von A ebenfalls: 

(9) A;,^ = A^^ , a^, =- a,t ; 
und entsprechend für die ünterdeterminanten von E. 

5. Ausführung der Transformation. Zum Übergang von dem 
alten Koordinatentetraeder E^E^E^E^ zu einem neuen JiJ%JzJ^y dessen 
Ecken J^ die Koordinaten x^"^"^ haben, dieneu die Formeln (I §63, (25)): 

4 

(10) a;,=2^.x,Wy„.. 

1 

Durch die Substitution (10) geht die quadratische Form der cdien 
Koordifiaten Xj^: 

4 4 



(11) /■=^*^'o*.^*^, 

1 1 
über in: 

also in eine quadratische Form der neuen Koordinaten y^: 
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(12) 



■4 4 



1 1 



deren Koeffizienten nach (6) die Werte haben: 



(13) 



mn 



mn 



4 4 

1 i' 




Sie sind büineare Formen der Koordinaten je zweier Ecken J^ und J^ 
des neuen Eoordinatentetraeders, bezüglich (für m ^n) quadratische 
Formen der Koordinaten einer Ecke J^ (§ 41, 5). 

6. Invarianteneigensohaft der Determinante. Nach (6) und (5) 
kann man den Wert (13) auch in der Form darstellen: 

4 4 

1 1 

Daher ist nach dem MultipUkationstheorem der Determinanten 
(I Anm. 1, V, 3, (2)) einerseits: 



*11 *12 ^18 ^4 

&,i 6„ 6„ 6j4 

^81 ^88 *88 *84 

*4l *42 *48 *44 



und andererseits: 

U'' W' U'^ /*<•' 

/;(» /;(«) f^if> /;(«) 
f^m f^w /;(.) /;(») 

f^W f^W /•,(«) f^W 



i «i«') a:,W a^<') «/») 

■ a;i<«) ai<*) «,(») a;4<») 

iCjO XjW a:,W «/«) 



{*) a;,W 



«,(*) «/) 



/i(i) ^,(1) ^,(1) /;(!) 

/i« /i^^ /•,(*> /•4(»' 

/;(.) ^,(») ^,(3) /;(») 

/;w ^,(«) /•,(«) /;w 



«u 


«X» 


o« 


«1* 




0,1 


«M 


OjJ 


<hl 


• 


«81 


«M 


"m 


Os4 




«41 


«ö 


o« 


0*4 





XjW x,W a^f») a:«(') 



(«) 



a;/*) a:,» »,(*) a;; 



a:/») a;,<») a;,W a;/) 



a;,W a;jW a-,i*) a:; 



(*) 



Durch Yerbindiing beider Formeln ergibt sich zwischen den drei 
Determinanten : 



(16) Ä 

die Beziehung: 
(17) 



a 



kl 



B 



'kl,} 



S 



X^^ 



B^S^A. 



Die Determinante der transformierten Form ist das Produkt der 
Determinante der ursprünglichen Form und des Quadrats der Stibsti- 
tutUmsdetermifuinte, oder: 

Die Determinante der quadratischen Form ist eine Invariante^) 
hei jeder Koordinatefitransformation (§91, (7)). 
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§ 138, 7—8. 



7. Besiehung der Unterdetemünaaten dritten Qredes. Infolge 
der Beziehungen (14) und (15) ist femer (I Anm. 1, V, 3, (3)): 



lüg ft| m^ Mf nij ftg 



^(«i) ^(«i) ^(«h) 

\ \ \ 



i /<«i) A»t) A»x) 

^ a;^"'*^ x^"^^ x^^*^ '/^**^ f^*^ /^**^ 

*i *» *a .'*! '*^t ''i 

Af*i) A^i) /<«») i I («i) («,) («i) 

^*i '*, '*. I ^ i 'i 'i ^ 

. A<) A'hd Ajh) ^ "V » z. ' ir^*^ T^"*^ ir^"»^ 

; ^«i) ^O ^«a) ^ 

*l *1 ** 



^M ^in,) ^(«h) i 
'i *» f» I 



«t,t «*... °k,H 



%h «*.!. «*b«. I • 

<»«*l. «».I. «»i». 1 



Durch Verbindung beider Gleichungen folgt, wenn m-iMim^m,, nM^n^n^, 
kkik^kf, l.lilfl^ je die Permutationen (I Anm. 1, HI, 2): 



(18) 
bedeuten: 

(19) 



1.234, 2.314, 3.124 oder 4.321 



B. 



mn 



4 4 




Hier sind -B^,, -4^,, ti^^'"^ die Unterdeterminanten dritten Grades der 
neuen und alten Determinante B und Äy sowie der Substitutions- 
deteiminante S in (16). Die u^^"") sind zugleich die Koordinaten der 
Seitenflächen 1^ des neuen Eoordinatentetraeders (I § 63, (30)). 

8. Beziehung der Unterdeterminanten zweiten Grades. Infolge 

von (14) und (15) ist endlich (I Anm. 1, V, 3, (4)): 



ü 









^("'i) ^(w») ' A^) A^ 






) 



i\ 







«*./x «*.«. 






X. ' z 



/ 



/, 



"A.'i ^*iJ« 



Durch Verbindung beider Gleichungen folgt, wenn niy^m^ die m% 
Wj»4 die n^°, ÄjAo die ä:*® und l^l^ die i** Variation der Reihe: 

(20) 23, 31, 12, 14, 24, 34 

bedeutet: 



(21) 



1 1 



Hier sind ß^^, a^,, ^/"*^ die Unterdeterminanten zweiten Grades der 
neuen und alten Determinante B und Ä und der Determinante S. 



§ 138, 8—9. 
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Die />j^("*) sind zugleich die Strahlenkoordinaten der Kante i^ des neuen 
Koordinatenteiaiieders (I § 63, (31)). 

Die Formeln (21) kann man (I §63, (32); I Anm. 1, UI, (11)) 
auch schreiben : 



Omn 



6 




,(m) ^(n) 



= yk 



Ä s s 



oder nach (17) und mit Weglassung der Querstriche: 



(22) 



B 



Ol« 



6 6 
1 1 




Hier sind B„^, A^^^ q^^^^ die ünierdeterminanten zweiten Orades aus 
den B^^, Ä^^, V*"^, die q^^*^^ aber zugleich die Achsenkoordinaten der 
Kante i^ des neuen Tetraedei-s (I § 63, 8). 

9. Darstellung der neuen KoefSfisienten und ihrer Determinanten 
duroh die alten. Die Zusammenfassung der yorstehenden Ergebnisse 
gibt den Satz: 

Die Koeffijsietiten 6„^ der transformierten Form (12) und die aus 
ihnen gebildeten Determinanten jsweiten, dritten und vierten Grades 
ßmni^mJf -^m«> ^ drücTcen sich durch die Koeffizienten a^, der ur- 
sprünglichen Form (11) und die aus ihnen gebildeten Determinanten 
^ki(\i)} ^kif ^ Mittels der Formeln aus:^^*) 



(23) 



' 


4 4 






Kn 


1 1 


a;j(») 


*/•>, 


ßmn 


G 6 

1 1 


p^W 


p/-^, 


''fim 


6 6 

1 1 


g;») 


?/"^ 


^mn 


4 4 
1 1 


)«/-), 


B 


= ^S», 







wo S die Determinante der Substitution (10), rc^^^"*) die Koordinaten der 
Ecken c7^, p/"*) die Strahlenkoordinaten der Kanten i^, qj^'^^die Achsen- 
koordinoaten der Kanten i^ und Uj^'""^ die Koordinaten der Seitenflächen 
1^ des neuen Koordinatentetraeders sind (I § 63, 8). 

so* 
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10. Kovariante Funktionen. Gleichzeitig mit der Form (11) 
der Koordinaten eines Punktes sollen die folgenden Formen der Koor- 
dinaten einer Ebene, eines Strahles und einer Achsei^'^ 

4L 4 

(24) F=2*^Ä„u,u„ 

1 1 

6 6 6 6 



(25) 9='2f2}'''^'P^P" '^=2j2j^'"9»^' 

11 11 

auf das neue Koordinatentetraeder transformiert werden. Die Koeffi- 
zienten dieser Formen sind Unterdeterminanten aus den Koeffizienten 
a^, der gegebenen Form (11). Zwischen den beiden Formen (25) 
besteht; wenn mit einem Proportionalitatsfaktor 6 gesetzt wird 
(1 § 59, (8)):"») 

(26) Qt = <tp^, 

die Beziehung (I Anm. 1, III, (11)): 

(27) «D = Aö^f . 

Zur Transformation dienen die Formeln (I §63, (26);. (27); (28)): 

4 

(28) S«, =2' «t^""^ «m , 

1 

6 6 

(29) l'*=2'^*""^'"'»' -5'?* =2«*^"''«"" 

1 1 

wo v^, r^y s„^ die neuen Koordinaten von Ebene, Strahl und Achse 
sind. Danach wird: 





s'-F= >* > A„>"<'^,n2:»r'^n 





5^<D =2 2 ^"2" «*""' *>» 2 «/"^ «- 




m ^n 




oder mit Rücksicht auf (23) und mit Wiederholung von (12): 

Beim Übergang von dem alten zu dem 'neuen Koordinatentetraeder 
geltepi nebeneinander die folgenden Transformationsformeln: 



§ 188, 10—11. 
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(30) 



4 4 4 4 

11 11 

4 4 4 4 



9 



1 1 

6 6 




1 1 
6 6 

Pmn 'm '«> 





^'">B^„5„S,. 



11 "l 1 

6 6 6 6 

11 11 

Die Funktionen f, F, 9, <!> sind Kovarianten^ die sich je aas den 
neuen Koeffizienten und Variabeln ebenso zusammensetzen wie aus 
den alten. 

11. Darstellimg der alten Koeffizienten nnd ihrer Determi- 
nanten durch die neuen. Die Auflösungen der Gleichungen (10), 
(28) und (29) sind (I § 63, (25')— (28')): 

4 4 

1 1 

6 6 

1 1 

Setzt man diese Werte in die transformierten Formen auf den rechten 
Seiten von (30) ein, so müssen sich rückwärts wieder die ursprüng- 
lichen Formen ergeben. Man erhält damit: 



(31) 



=22 { 22 *« " «»^"^ «/"' 1 ** ^" 

-22 ( 2"'2 -»m» ^^^''^a;/-) ) U,U„ 

=22 1 2"'2 <*»"■ ^^""^ «/"^ 1 A^" 
s'22^*'9k9,-2"'2^'-»2p>'^'"^^''2p'^''^^' 

-22 { 22 B™-W'"^i'/"^ 1 ik q,- 

Durch Gleichsetzen der Koeffizienten auf beiden Seiten dieser Glei- 
chungen folgt daher: 
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§ 188, 11—18. 



Die Koeffizienten der ursprünglichen Form und die aus ihnen ge- 
bildeten Determinanten drücken sich durch die KoeffiHenten der trans- 
formierten Form und ihre Determinanten mittels der Farmdn aus:^^^) 



(32) 



4 4 



S'a 



kl 




,-«•«« «»'">«/•^ 



1 1 

6 6 



«*«*,= >r>r^.n«*^'^^?/"^ 



S*A 



1 1 

c r> 
[1 



kl 




1 1 

4 4 

1 1 

mit derselben Bedeutung von Xf.^'^\ u^^"*), p^f^^ Qt^"*^ wie in (23). 

12. Transformation der Fläohe sweiter Klasse. Die Form: 

4 4 

(33) ^'=^2^*,«*«, 

1 1 

geht mittels der Substitution (28) über in: 



oder nach (6'): 
(34) 



S'-F = y!" V" F 






1 



1 



13. Übergang auf gemeine Koordinaten. Für die Beziehung 

zwischen einem rechtwinkligen System Oxyz und einem Bchiefwinkligen 
O'x'y'e gelten die Formeln § 91, (2); (3) und § 75, (6); (7). Daher 
ist dann in (10) und (28) zu setzen: 



(35) 



x,W 



«1 



a^'"=yi, a;,W=j'g, a;3("=y3, a;3W=^o, 



(36) 






«i'-*=A,, Mw=^, «,w=o, 

Uj(*)=B„ «V''=B3, «,W=0, 



«,<« = SV, «V*' = -Sj/o', «/' = Sz^, <^ = 'S 
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Danach ergeben sich aber mit a^^ fär b^j aus (12) die Formeln 
§66, (19)— (21) und mit b^^ für c^, aus (34) die Formeln §75, 

(13)-(16). 

§ 139. Einteilung der Flächen zweiter Ordnung nach dem Rang. 

1. Begriff des Banges. Nach § 138, (23) und (32) ist jede der 
neuen Determinanten vierten, dritten, zweiten und ersten Grades B, 
^mn) ßmn7 ^mn ^^® Uneave homogem Funktion der bezüglich gleich- 
gradigen alten Determinanten A, A^^y a^^ a^, und umgekehrt. Ver- 
schwinden daher alle alten Determinanten eines bestünmten Grades, 
so Terschwinden auch alle neuen desselben Grades und umgekehrt. 
Das Verschwinden aller Determinanten eines bestimmten Grades, welches 
überdies das aller Determinanten höheren Grades nach sich zieht (I 
Anm. 1, III, (17); II, (6); I, (4)), ist daher eine vom Eoordinatentetra- 
eder unabhängige Eigenschaft der Fläche, die wir als ihren Bang 
bezeichnen. Wir nennen nämlich die Fläche zweiter Ordnung § 138, 
(1) oder zweiter Klasse § 138, (1') vom Bange 4, wenn die Determinante 
-4 + ist; vom Bange 3, wenn J. =- 0, aber nicht alle Unterdeter- 
minanten dritten Grades Aj^^ verschwinden; vom Bange 2, wenn alle 
Aj^jy aber nicht alle Unterdeterminanten zweiten Grades a^^ verschwinden; 
vom Bange i, wenn alle a^„ aber nicht alle Elemente a^, verschwinden. 

Der Bang der Fläche zweiter Ordnung (oder zweiter Klasse) ist 
vom Koordinatensystem unabhängige^) 

2. Bedingung für das Fehlen einer Koordinate in der Gleichung 
der Fläche. Die Fläche: 

4 4 

(1) f -^ ^ (^kl^k^l- ^ 

hat nach § 138, (12) in bezug auf irgendein neues Koordinatentetra- 
eder JiJ^J^J^, die Gleichung: 

4 4 

(2) f=.^m^nh V V =0, b =^f =^f , 

1 1 

Wir nehmen an, daß in dieser Gleichung die Koeffizienten der 
vier Glieder, die y^ enthalten, verschwinden, also (§ 138, (6)): 

4 . 

(3) /;4=0 oder ^^.'W'-O, m = l,2,3,4. 

1 

Aus diesen in den vier Größen f^^^'^ linearen homogenen Gleichungen 
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mit der nicht verschwindenden Determinante S (§ 138, (16)) folgt aber 
(I Anm. 2, III, 3): 

4 

(4) /;^*) = oder ^a,^x,^^^-0, Ä= 1,2,3,4. 

1 

Wenn umgekehrt die Ecke J^ = o;/*^, x^^*\ x^^*\ äj^W den vier Glei- 
chimgen (4) genügt, so bestehen die vier Gleichungen (3). So folgt 
allgemein: 

I. Die notwendige und hinreicliende Bedingung für das Fehlen der 
Koardifiate y^(m = 1, 2, 3 oder 4) in der Gleichung (2) ist, daß die 
Koordinaten a?/"*^ der Ecke J^ des neuen Koordinatentäraeders den vier 
Gleichungen genügen: 

(5) f\{x^, x^y ^3, a:J = 0, * = 1, 2, 3, 4. 
Ausgeschrieben lauten diese: 

a„ x^ + a^^x^ + aijXg + a^^x^ = , 

^21*^1 ~r ^22*^2 ' ^3*^3 "• ^24^4 =^ U , 
^31 »^1 "T ^32*^2 "• ^38*^3 « ^84^4 ^^ ^ J 
0^41^1 + ^42^2 + ^43^3 + ^44^4 = ^ . 

Ebenso fehlt die Koordinate i;,^ in der transformierten Gleichung 
der Fläche zweiter Klasse (§ lo8, (34)), wenn die Koordinaten uj^^ 
der Seitenfläche 1,,^ des neuen Koordinatentetraeders den vier Glei- 
chungen genügen: 

(5') ^*0<i,W2.W3,wJ = O, A;= 1,2,3,4. 

3. Eigentliche und uneigentliohe Flächen. Im allgemeinen 

gibt es keinen Punkt, der den Gleichungen (6) oder (5) genügt. FaUs 
es aber einen solchen Punkt gibt, so ist er ein Punkt der Fläche 
selbst, da nach § 138, (4) identisch: 



(6) 



(7) ^^hx,^f- 



Wir nennen daher *^) 

jeden den GleicJiungen (5) genügen- jede den Gleichungen (5') genügen- 
den PunJä einen singuläre^i (Doppel-) i de Ebene eine singulare (Doppd^) 
Punkt der Fläche /* = 0. Ebene der Fläche F = 0. 

Die notwendige und hinreichende Bedingung, daß die Gleichungen 
(6) keine Lösung haben, ist aber: ^4=0.; also: 

Die Flächen zweiter Ordnung Die Flächen zweiter Klasse vorn 
vom Rasige 4 haben keinoi singu- Range 4 haben keine singulare 
lären PunU (§ 78, 2). Ebene, 



§ 139, 3—5. 
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Sie heißen eigenüiche Flächen zweiter Ordnung, bezüglich Klasse. 

Ihre Gleichung enihäUy auf welches Koordinatentetraeder sie auch 
bezogen ist, stets alle vier Koordinaten, 

Flächen geringeren Banges haben stets einen oder mehr singulare 
Punkte. Ihre Gleichungen können in weniger als vier Koordinaten 
dargestellt werden. Sie selbst gehören also niedrigeren Mannigfaltig- 
keiten als dem Räume an und heißen daher uneigenüiche Flächen 
zweiter Ordnung, bezüglich Klasse. 

4. Fläohen mit einem singolären Punkt. Ist die Fläche (1) 
vom Range 3, so daß A^O, aber nicht alle Aj^^ verschwinden, so 
gibt es (I Anm. 2, III, (12)) einen singulären Punkt, für dessen Ko- 
ordinaten x^ aus (6) hervorgeht:^') 
(^\ 7.0. ^0.^0.^0 A .4 .4 .4 

k - 1, 2, 3 oder 4 

Wählt man diesen Punkt als Ecke J^ des neuen Koordinaten- 
tetraeders, also: 

(9) 



a:,W 



'* f 



SO verschwindet aus (2) nach 2, 1 die Koordinate y^ und die Gleichung 

der Fläche wird: 

s 3 

(10) ^^nb^^v^v^^O. 



mn 



Die Form dieser Gleichung zeigt (I § 72, (18)): 



Die Fläche zweiter Ordnung vom 
Bange 3 ist ein Kegel zweiter Ord- 
nung; ihr Singular er Funkt ist die 
Spitze des Kegels (§ 79, 3). 



Die Fläche zweiter Klasse vom 
Bange 3 ist ein Kegelschnitt; ihre 
singulare Ebene ist die Ebene des 
Kegelschnittes, 



5. Determinante und Unterdeterminante des Kegels. Die Deter- 
minante der Gleichung (10), insofern sie als Gleichung zwischen den 
vier Variabein Huy^jy^iVi betrachtet wird, ist (§ 138, (17)): 



(11) 



B = 



ht 


^1» 


ft« 





K 


6s, 


*JS 





hl 


^31 


h> 


















= SU = . 



Daher Terschwinden alle Unterdeterminanten J?„, bis auf die eine: 



(12) 





K 


K 


*1S 


44 — 


6,1 


i« 


K 




^81 


&M 


K 
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die nicht verschwindet^ da die Flache Tom Range 3 sein soll (ygL 1). 
Infolgedessen verkürzt sich die vierte Gleichung § 138, (32) aof:^'^) 

(13) S'Ä,, = B^x,'^*yx<*i =. B^x,mxp. 

Ist die Fläche (1) ein Kegd^ so zerfallen die Unterdeterminanten 
A^f je in zwei Fnlioren in dem Sinne (13), wo x^ die Koordinaten 
der Spitze sind. 

Indem man diese Werte in die Form § 138^(24) etttföhi^' ei^bt 
sich:"«) , , 

(14) S'F= 5u22^*°^>*«» = MS'^''*')'' 

Für den Kegd ist die Kovariante JP, his auf einen "konstanten 
Faktor, das vollständige Quadrat einer linearen Form (§ 42, (14)). 

Dasselbe folgt aus der zweiten Gleichung § 138, (30) in der Form: 

(15) S'F^B^v,\ 

wo der Wert von v^ aus § 138, (31) mit Rücksicht auf (9) zu ent- 
nehmen ist. 

6. Flächen mit singulärer Linie. Ist die Fläche (1) vom Range 
2, so daß alle Ä^j, aber nicht alle a;^/ verschwinden, so gibt es oo^ Punkte, 
die Punkte einer geraden Linie, die den Gleichungen (6) genügen. 
Wir nennen diese Linie die singulare Linie der Fläche und finden 

aus (6) für ihre Achsenkoordinaten (I § 61, (13)): 

wo k = 1, 2, 3, 4, 5 oder 6 ist. 

Wählt man auf dieser Linie die beiden Ecken «/"j und J^ des 
neuen Tetraeders, also (§ 138, 9; I § 63, Fig. 320): 

(17) q,'''=g^ 

so verschwindet aus (2) nach 2, 1 sowohl die Koordinate y, als y^, und 

die Gleichung der Fläche wird: 

2 Ü 

(18) ^'^ '2'^„,.y,nyn = ^ ■ 

1 1 
Die Fläche zweiter Ordnung vom Die Fläche zweiter Klasse vom 
Bange 2 ist ein Ebenenpa^ar, Ihre \ Range 2 ist ein Punktepaar, Ihre 
singulare Linie ist die SdinittacJise singulare Linie ist der Verbindungs- 
des Paares, strahl des Paares. 

m 

7. Determinante und Unterdeterminanten des Ebenenpaares. 
Die Determinante der Gleichung (18), insofern sie als Gleichung mit 
vier Variabein betrachtet wird, ist (§ 138, (17)): 
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: 6n 6„ 

I 

^ ^ ; , 

I I 
Daher versch winden alle Unterdeterminanten ß^^ bis auf die eine: 

(20) ^«- ^'fc" 

die nicht verschwindet^ da die Flache vom Rai^e 2 sein soll (vgl 1 ;. 
Infolgedessen verkürzt sich die zweite Gleichung § 138, (32) auf: 

(21) S*a„-^„4»(»)g/»)-/J„«,V- 

M die Fläche (1) ein Ehenenpaar^ so sserfaüen die ünterdeter- 
minanien a^, je in zwei Faktoren im Sinne (21), wo q^^ die Koordi- 
dinaUn der DoppeUinie sind.^*^) 

Indem man die Werte (21) in die Form § 138, (25) einfahrt, 
ergibt sich:^^*) 

6 6 6 

(22) S V = ^„2 2 «»°«>*^' = ^w (2 «*°^*)*- 

11 1 

Für das Ebenenpaar ist die kovariante Form g), bis auf einen kon- 
stanten Faktor^ das vollständige Qtuidrat einer linearen Form. 

Dasselbe folgt aus der dritten Gleichung § 138, (30) in der Gestalt: 

wo der Wert von r, aus § 138, (31) mit Rücksicht auf (17) zu ent- 
nehmen ist. 

8. Koettsienten und Koordinaten der beiden Ebenen des 
Ebenenpaares. Sind u/ und u/' die Koordinaten der beiden Ebenen 
des Paares, so ist bis auf einen Faktor: 

4 4 4 4 

1 1 11 

und dementsprechend ergibt sich*^): 

Ztcischen den Koeffizienten der Gleichung (1) eines Ebenenpaares 
und den Koordinaten der beiden Ebenen des Paares besiehen die Be- 
jriehungen : 

(23) «*,-!(«;«,"+ «/«;')• 

Die Bestimmung von «(/, w/' durch a^^ wird sich § 143, 7 ergeben. 

9. Flächen mit einer eingulären Ebene. Ist die Fläche (1) 
vom Range 1, so daß alle a^^ aber nicht alle a^^^ verschwinden, so 
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gibt es oo^ Punkte, die Punkte einer Ebene, die den Oleichungen (6) 
genügen. Wir nennen diese Ebene die singulare Ebene der Flaclie 
und haben aus (6) für ihre Koordinaten: 

(24) M,^ V: W3Ö: V= a^i : a^,^: aj,^: a^^^, 

wo k = 1, 2, 3 oder 4 ist. 

Wählt man auf dieser Ebene die drei Ecken J^, J^, J^ des neuen 
Tetraeders, also: 

(25) «,« = < 

SO verschwinden aus (2) nach iyiy^y y^ und y^, und die Gleichung 
der Fläche wird: 

(26) 6„yi*=0. 

Die Fläche zweiter Ordnung vom \ Die Fläche zweiter Klasse vorn 
Bange 1 ist eine Doppelebene, ihre Bange 1 ist ein Doppeipunkt, ihr 
singulare Ebene, singulärer Punkt, 

10. Determinante und Eoeffissienten der Doppelebene. Von 

der Determinante B verschwinden alle Elemente auBer b^^. Zugleich 
ist nach der ersten Gleichung § 138, (32): 

(27) Ä»«,,= fc,,u,WMW=6i,M,«'u,«. 

Ist die Fläche (1) eine Doppelebene, so zerfallen die Koeffizienten 
a^j je in zwei Faktoren im Sinne (27), wo u^^ die Koordinaten der 
Doppelebene sind.^^^) 

Mit diesen Werten wird aus (1):^^®) 

44 4 

(28) Ä Y= ^.2 ^ u,Wx, = ^,(2 V^*)*- 

11 1 

Für die Doppelebene ist die Form f selbst ein vollständiges Quadrat. 

11. Allgemeinheit der Bedingungen des Ranges. Der Rang 

einer Fläche (1) wurde unter 1 als eine Eigenschaft ihrer Determinante 
A definiert. Die Entwicklungen 2 — 10 haben aber die geometrische 
Bedeutung des Ranges ergeben. Sie zeigen, daß die § 81, (27) für 
gemeine Koordinaten aufgestellte Tabelle auch für Tetraederkoordinaten 
dieselbe bleibt. 

Die Gleichung (1) stellt nämlich je nach dem Bang ihrer Deter- 
minante folgende Fläehen dar'^^): 

^ + 0: Eigentliche Flächen zweiter Ordnung; 

J. == 0, Aj^^^OV, Kegel zweiter Ordnung; 

^ = 0, ^t,=» 0!, a;t,+ 0!: Getrennte Ebenenpaare; 

l^«0, -4^,«0!, a*,= 0!, a^^+O!: Doppelebenen. 



(29) 



§ 139, 11. § 140, 1—2. 
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Dabei soll unter A^^^Ol oder ^;^,=f 0! usw. yerstanden werden, 
daß „alle -i^j-^Cy* oder ,^iclit alle -4^,= 0" usw. Infolge der Iden- 
titäten § 79, (10); § 81, (17); (24) können aber bei reellen a^, die drei 
letzten Zeilen (29) auch in der Form gegeben werden: 



(30) 



J. =■ 0, Ä'^0: Kegel zweiter Ordnung; 

-4 = 0, Ä'^0, -4." + 0; Getrennte Ebenenpaare; 

^«0, ^'=0, Ä"^0, A'"+0: Doppelebene, 



wo Ä'j Ä'\ Ä" die Swnmen der Hauptunterdeierminanten dritten, zweiten 
und ersten Orades der Determinante Ä bedeuten (§ 79, (5); (6); (7)). 



§ 140. Oleiolizeitige Transformation der Fläche zweiter Ordnung 

und der Ebene. 

1. Gleichungen von Fläche und Ebene. Die beiden Gleichxmgen: 



(1) f-^y^ y!(^ki^t^i-0, 



1 1 



4 4 




1 



(2) 



u 




f^k^k-0 



stellen zusammen den Ort der 



(1-) F 



(2') 



steUeu zusammen den Ort der 



X'^ykx.Uj.^O 



Punkte dar, die gleichzeitig einer j Ebenen dar, die gleichzeitig einer 
Fläche zweiter Ordnung imd einer : Fläche zweiter Klasse und einem 
Ebene angehören. Es sind die \ Punkte angehören. Es sind die 
Gleichungen der SchnitÜinie der Gleichungen des Berührungskegels 
Fläche mit der Ebene in laufenden \. von dem Punkte an die Fläclie in 
Punktkoordinaten. ■ laufenden Ebenenkoordinaten, 

2. Gleichseitige Transformation von Fläche und Ebene. Beim 
Übergang zu eineai neuen Koordinatentetraeder ändert sich die Glei- 
chung (1) nach § 138, (12) in: 



(3) 



4 4 

1 1 • 



und die Gleichung (2) in der Weise (I § 63, (36)): 

4 

(4) w=2't;^y^. = 0. 



wo v„^ den Wert § 138, (31) hat. 
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§ 140, 2—8. 



Dies sifid die Gleidiungen der Schnittlinie in heeug auf das neue 
Koordinatenietraeder J^J^J^J^^ 

3. Invarianteneigensohaft^^der geränderten Determinante. Die 
mit den Koordinaten der Ebene (2) geränderte Determinante der 
Flädie (1):"^) 



C5) 



i «11 »IJ «18 «U «*1 

i «21 «2« <hs «24 ««2 

I 

4" = i a,i a„ a^ a^^ m, 

«41 «42 «43 «44 «*4 



1*1 w, U5 U4 

ist eine der Zusammenstellung Ton Fläche und Ebene, beziehungs- 
weise der Schnittlinie fxu beider eigentümliche Eonstante. In 
gleicher Weise sei: 

(6) B" = 



^1 *12 *18 hi ^1 



Durch Entwicklung der Determinanten (5) and (6) nach den 
Elementen der letzten Zeilen und Kolonnen ergibt sich: 

44 44 

11 11 

Die negative geränderte Determinante ist daher die Form Fin % 138,(24): 

(8) Ä" F. 

Nach dem Multiplikationstheorem der Determinanten ist wie in 
S 138, 6 mit Rücksicht auf § 138, (31): 



^41 • • ^44 ^'l 

t\ . . v^ 

/l • • /4 '^l 



a;,c^) . . x;*) /;w . . /;w ü. 







1 



Uj^ . , u^ 



a;/^) . . a;/^) ' «n . • «u **i 



. . 1 



«41 • • «44 **4 



/l • • /i '4 
H^ . . U^ . . 1 Mj . . t«4 i 

und danach, in Übereinstimmung mit der zweiten Gleichung § 138,(30): 

Die f/rrändtrte Dvterwimmte ist Simultan invariante von Fläche und 
Ebene i S -13, 2 ). 



§ 140, 4—6. 
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4. Gleidumgen von Fläche und swei Ebenen. Kommt zu (1) 
und (2) noch eine Ebene, bezüglich zu (T) und (2') noch ein Punkt: 

4 4 

(10) «'=2«>*=o (10') x'=2<«,= o 

1 1 

hinzu, so stellen die drei Gleichungen 

(1), (2), (10) das Paar der SchniU- 1 (1'), (2'), (10') das Paar der Tan- 
punkte dar, welche die Flache zwei* i gentioitbenen dar, welche die Fläche 
ter Ordnung mit der Geraden , zweiter Klasse durch die Gerade 



q^ uXu gemein hat. 



p =» xx' sendet. 



Bei der Transformation wird *wie in (4): 



(11) 



^'-^<ym-^' 



5. Die Bweifaoh geränderte Determinante als Invariante. Die 

mit den Koordinaten der beiden Ebenen (2) und (10) geränderte 
Determinante der Fläche (1)^^'): 



(12) 



A^^'^ 



«11 «12 «18 «14 «*1 <*1 
«Jl ««f «18 «24 ^ ^ 
«81 «82 «88 «34 «*8 ^ 



/ ! 



a 



a^ft a^ Ua Ua 



41 «•42 '*48 **44 



Uj Uji t<) U4 

u/ u^' u^' tt/ 

ist eine der Zusammenstellung der Flache und der Schnittlinie der 
beiden Ebenen (vgl. (16)) eigentümliche Konstante. In gleicher 
Weise sei: r r x x ^ 

*11 ^2 ^8 *14 ^1 ^l 



(13) 



JS»«^ = 



Wie unter 3 ergibt sich, wenn S als Determinante fünften Grades 

dargestellt wird: 

(14) JB"'-S*^"«'. 

Die zweifach geränderte Determinante ist SimuUaninvariante von 
Fläche und Gerader. 

6« Entwicklung der zweifach geränderten Determinante nach 
Linienkoordinaten. Die Achsen koordinaten der Schnittlinie q=^uxu 
=^vxv sind (I § 63, (13); (14)): 



(15) 



^* = 



«**. % 



"*, w. 



5m = 



1 I 



V v' 
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§ 140, 9—11. 



9. Gleioknngen von Fläohe und drei Ebenen. Nimmt man zu 

(1), (2), (10) noch eine dritte Ebene: 

4 

(27) «"-2«;'a:,-0 

1 

hinzu, so bedeutet das gleichzeitige Bestehen der vier Gleichungen (1)^ 
(2), (10) und (27), daß der Schnittpunkt u x uxu der drei Ebenen 
auf der Fläche f liegt. 

Bei der Transformation wird wie in (4): 

4 

(28) „"«2<ym=o. 

1 

10« Die dreifach geränderte Determinante als Invariante, Die 

mit den Koordinaten der drei Ebenen (2), (10), (27) gei&iderte Deter- 
minante der Fläche (1): 

«11 «12 «13 «14 <*i «*i u^' [ 

«81 «22 «28 «^4 **2 ^ <S" ' 

«31 «82 «88 «84 ^8 ^ ^ 

«41 «42 «48 «44 **4 V ^4 
W, U^ U^ U^ 

W/ W,' tig' w/ 





(29) 



J^u u' «" __ 



f/ 



tt 



ff It ff ff 

^1 "2 **S ^4 



ist eine der Zusammenstellung der Fläche und des Schnittpunktes der 
drei Ebenen eigentümliche Konstante, die sich nicht ändert, wenn 
für u, Uy \i' drei andere durch den Schnittpimkt gehende Ebenen 
gesetzt werden (I § 58, (29,; Anm. 1, IV, 4). In gleicher Weise sei: 



(30) 



B 



tm'r 



tv'v 



^l ^2 ^8 ^4 ^1 ^1 ^l' 



Wie unter 3 ergibt sich, wenn 8 als Determinante sechsten Grades 
dargestellt wird: 

(31) 2^rr'r-_52^1u«'u- 

Die dreifar-li gerändoie Determinante ist Simidtaninvariafite von 
Fläctie und Punkt. 

11. Entwicklung der dreifach geränderten Determinante naoh 
Punktkoordinaten. Die Koordinaten des Schnittpunktes der drei 
Ebenen (2), (10), (27) sind im alten und neuen System :^^^) 



(32) 



X. 







§ 140, 11—13. 








«*. 


< 


$1 

\ : 


V 


V 




"i. 


< 


1 


% 


% 




«*. 


< 




"". 
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]c.\Jc^Jc^j m.m^m^m^ = 1. 2 3 4, 2. 3 1 4, 3. 1 2 4^ 4. 3 2 1^ wo der an sich 
unwesentliche Faktor S hinzugefügt ist, um den Formeln § 138, 
(31) zu entsprechen, wie § 43, 4. Damit gibt die EfUuncklung der 
Determinanten (29) und (30) nach den Unterdeterminanten der drei 
letzten Zeilen und Kolonnen:^^) 

4 4 4 4 

(33) ^-«'-" 2 2 «"^*^'^ f'^ ^"""= -^'2' S ^-y-y-- 

1 1 * .11 

Die Inyarianteneigenschaft (31) folgt daher auch aus der ersten Glei- 
chung § 138, (30). 

12. Entwicklung der dreifach geränderten Determinante nach 
Linienkoordinaten. Die Achsenkoordinaten der Schnittlinie der beiden 
Ebenen u und u" oder v und v' sind wie in (15): 



(34) 



9t 



\^k 



Un. 14. 



8 



m 



* » 

fll| Mj 

V V 



Diejenigen 36 ünterdeterminanten dritten Grades der geränderten 
Determinante Ä^ in (5), die zugleich die geränderten ünterdeterminanten 
a^, der Determinante Ä sind (§ 138,(9)), bezeichnen wir mit (vgl. (21)): 



'^ki 






(35) 

wo k und l die Nummern der Variationen k^k^ und Z,!, in § 138, (20) 

bedeuten. Entsprechend bezeichnen wir die Unterdeterminanten von 
B' in (6). 

Die Entunddung der Determinanten (29) und (30) nack den ünter- 
determinanten der zwei letzten Zeilen und Kolonnen gibt alsdann: 



6 



(36) ^""'""=2?2aH«f3f; B""" 

1 1 

oder nach (18) und (18'): 

6 6 

(37) Ä"-'"" = ff»2 2 «>»>;; B""" 

1 1 




ß" 8-S- 
rmn m n 



6 6 

1 1 

öl* 
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Danach ist vermöge der Transformation yon dem einen Koordinaten- 
tetraeder auf das andere nach (31): 

6 6 6 6 

(38) 2 ^ atjp;p; =^ ^n /Jj:,r„r;. 

11 11 

13. Besiehnng der geränderten Unterdeterminanten sueinander. 

Setzt man in der vermöge der Transformation identischen Gleichung 
(38) links, bezüglich rechts nach § 138, (29); (31): 

(39) p;-^^P,^-K, S^r^=2?*^'"^p;, 

so ergibt sich: 

Zwischen den geränderten Unterdetenninanten zweiten Grades a^^ 
und ß^„ der ursprünglichen Determinante A und der transformierten 
B bestehen die Bejsielimtgen: 



(40) 



1 1 
1 1 



14. Entwicklung der dreifach geränderten Determinante nach 
Ebenenkoordinaten. Wir bezeichnen diejenigen sechszehn Unter- 
determinanten fünften Grades der zweifach geränderten Determinante 
-4""' in (12), die zugleich die zweifach geränderten Unterdeterminanten 
Äj^j der Determinante Ä sind (vgl. (21)), mit: 





j %u 


%<. 


«AJ. 


"*. 






iV. 


%>, 


«*.«. 


'\ 


< i 


tuw 


, ">.i. 


«*.'. 


«*.'. 


«*. 






\ 


\ 


«/, 







1 



(41) 



I K K H : 

und entsprechend die aus i,^,^, r^^, r^ gebildeten. 

Die EntwicUung der Det4irminanten (29) und (30) nacli den Ele- 
mente}! der letzten Zeile und Kolonne gibt alsdann: 



(42) A""'"- = ->2i^r<' «."; ^"" = -2r'Z" ^"- < < 




1 



§ 140, 14—15. § 141, 1. 
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Danach folgt aus (31): 

4 4 

(43) s>y}y!Att\"u, 



ff ff 




1» ff ft 



•" >-»;•>; ", 



15. Beziehung der geränderten Unterdeterminanten suein- 
ander. Setzt man hier links, bezüglich rechts nach (24) und (25): 



(44) 

SO folgt: 



s«;- =2 «;»)<, t;;:-^*»w<, 




*m 




f^fAr«**"' «/•>!«':«': 




'm 



B"v' v", 

mn m n f 




j!j5;'>,(»)a;/"))«;'«;'. 



Zwischen dm zweifach geränderten Unterdeterminanten dritten 
Grades -4^, und B^^ der Determinanten A und B bestehen daher die 
Beziehungen: 



(45) 





4 4 


mn ^ 


2*^A"r'«*<-'«/"'; 




1 1 




4 4 




Zr^r^™'.'**'"'^/"'- 




1 1 



§ 141. Einteilung der ebenen Schnitte nach dem Range. 

1. Einführung der schneidenden Ebene als Koordinatenebene. 
Die auf ein Eoordinatentetraeder E^E^E^E^ bezogenen Gleichungen: 



4 4 

1 



(1) /"»^^^öti^i^jj-O, (2) M=2»***=Ö 

11 1 

der Schnittkurve einer Flache zweiter Ordnung f und einer Ebene u 
erhalten in einem beUebigen neuen Tetraeder mit den Ecken J^J^J^J^ 
die Form § 140, (3) und (4). 

Nimmt man dabei die Ebene u selbst als Seitenfläche 1^ des 
neuen Tetraeders (I § 63, 8), so werden: 

(3) WjW = Ml , Mj^*) =- Mg, UjW = U^, li^W = u^ 

die alten und mit Rücksicht auf § 138, (31) und die Definition der 
?V"') in § 138, 7: 

4 

(4) », = 0, V, - 0, 0, = 0, », =2 x,w «,<*) = S 

1 

die neuen Koordinaten der schneidenden Ebene. 
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Die Gleichungen der SchniWcurve im neuen Koordinaienteiraeder 
JiJ^J^J^ lauten daher: 

4 A 
(5) f=2'2^'n.yn,yn = 0, (6) « = 5y, - . 

1 1 

2. Gleiokung der Schnittlnirve in ihrer Sbene. Für alle 
Punkte der Seitenfläche l^, für die ^4=0 ist, sind aber y^, y^, y^ 
zugleich Dreieckskoordinaten in bezug auf das Dreieck J^J^J^ 
(I § 57, 16). 

Die Gleichung der SchniUkurve der Fläche f mit der Ebene u 
lautet daher in Dreieckskoordinaten in hezu>g auf das Dreieck JiJ^J^: 

8 3 

11 

Die Ebene u kann dabei; statt durch die Gleichung (2), auch 
durch die drei Punkte J^ = x^^\ J^ =» x,^^\ J^ « x^^ gegeben sein, 
da die Koeffizienten 6^„ direkt von a^^,, x^^\ Xj^^\ x^^ abhängen 
(§ 138, (13)).«) 

3. Der Bang der Schnittkurve nach ihrer Determinante in der 
Ebene. Die Determinante des Kegelschnittes (7), sofern er för sich 
in der Ebene J^J^J^ betrachtet wird, ist: 



(8) 



und ihre ünterdeterminanten sind: 

/Q\ I ^22 ^23 Q , -n -lö , o ij -4s /| 

W I j. j. "~ Pii? 1. 7 I "~ P22; t 7. "^Pss;-*-; 

WO die Benennungen rechts die bereits für die Unterdeterminanten 
von jB eingeführten sind (§ 138, 7; 8). Daher folgt mit Bücksicht 
auf §42, 3; 4; 7: 

Die Kurve, in der die Fläche (1) voi der Ebene der drei Punkte 
Xj^^\ x^^\ x^^^ geschnitten wird, ist ein eigentlicher Kegelschnitt, wenn: 

(10) 5«+0; 
ein getrenntes Linienpaar, wenn: 

(11) -Bu^-O; ft,, ^2, /J33, ftj, fti, ß^2 >"'cA^ ö^^ 0; 
eine DoppeUinie, wenn: 



hl hi hz 




^21 ^22 ^28 1 — -^44 > 


'^Sl ^32 ^38 ! 


ben sind: 


^1 ^3 ! f. 

7 , 1 -~ P22; 

«^81 ^38 1 


^1 ^2 



§ Ul, 3—4. 
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(12) ftj - 0, ^„ - 0, A, - 0, ^„ - 0, /J„ = 0, ft, = 0; 

*n> hif *M> ^«> ^»11 ^1« ***cht «"^ ^j 
unbestimmt, wenn: 

(13) 6,1 = 0, 6„ - 0, 6„ - 0, 6„ - 0, fc,i - 0, b 



IS 



0. 



4. Der Bang der Schnittknrve nach ihrer Determinante im 
Baume. Die mit den Koordinaten der Ebene (6) geränderte Deter- 
minante der Fläche (5) ist nach § 140, (6): 

6ii 6i, 6i, 6i4 



(14) 



&n 6» 6ts &J4 

ftjl &8» ^83 ft«4 
^41 *« ^48 ^44 ^ 



« - S'B^. 



S 

Feiner wird, wenn m - m^m^m^j n • n^n^n^ die Permutationen 
§ 138, (18) durchlaufen: 



(15) b: 



6« «.&«.«_ 6« -_ v^ 

ntfiii Mi*H '''i^ ''^i 

&m^ &«•_._ ^m-. 



mn 



lll| fl^ Uly fV( lüg Ai Mg 






«-. »-, 



*»1 



— S^ß^^y wenn m, n beide = 1, 2, 3; 
wenn m,n nicht beide »1,2,3. 



Weiter wird, wenn m und n die Nummern der Variationen m^ m^ 
und n^n^ in § 138, (20) bedeuten: 



(16) ß: 



mn 



»1 14 



— S*6--, wenn m, n beide = 4, 5, 6; 
0, wenn m, n nicht beide = 4, 5, 6 . 



Nach § 140, (9); (26); (40) wird demgemäß: 



(17) 

(18) ^ S'ß 



A^ Ä 



'44 7 
4 4 

>k^i All u^^"») u/"> 
i' "I" 

6 6 




(m, n = 1, 2, 3), 



- S'h~ = >? >/ «IP^^-^JP/"^ (^, « = 1, 2, 3); 



(19) 






1 1 

3 3 

l 1 

3 3 




(i,? = 1,2,3,4), 



1 1 



(Ä% i= 1,2,..., 6). 
Daher verschwindet A^* stets und nur mit .B^; verschwinden alle 



796 § 141, 4-6. 

ßmn (^ =" 1; 2, 3), Wenn alle A^^ (k, Z = 1, 2, 3, 4) verschwinden^ und 
umgekehrt; yersch winden alle 6,^« (m, « == 1, 2, 3), wenn alle a", 
(k, l ^ 1,2,..,, 6) verschwinden; und umgekehrt Daher folgt aus 3: 
Die Kurve, in der die Fläche (1) vofi der Ebene (2) geschnitten 
wird, ist ein eigenüicker Kegdschnitt, wenn: 

(20) ^''+0; 
ein getrenntes Linienpaar, wenn: 

(21) A*" =» 0, aher nicht alle A^^ (Je, 1^1,2, 3, 4) verschwinden; 
eine DoppeUinie, wenn: 

(22) A^ = 0, alle A'i^ = {k, 1=1,2, 3, 4), aher 

nicJit alle a", (k, Z = 1, 2, . . ., 6) verschwinden; 

ufibestimmt, wenn: 

(23) ^"=0, edle ^;?,=0 (i-, / = 1, 2, 3, 4), alle <, = (*,i = 1,2,...,6). 

In (22) folgt überdies die Bedingung ^" = nach (18), (9), (8), 
(17) aus -4J, = und in (23) die Bedingungen J.**= 0, -4J|= nach 
(18), (9), (8), (19), (17) aus <, = 0. 

Damit sind die Bedingungen des Ranges der Schnittkurve von 
dem neueingeführten speziell gewählten Koordinatentetraeder e/^e/ieTie/^ 
wieder auf das ursprüngliche E^E^E^E^ übertragen.***) 

Nach § 140, (9); (26); (40) sind diese Bedingungen sämtlich in- 
variant im Sinne von § 139, 1. 

5. Die Summen der Hauptunterdeterminanten. Infolge der 
mit Wj, Mj; ^8? ^i f^^ ^^} ^9 ^^'} ^ geschriebenen Identitäten § 107, (25); 
(43) können bei reelleti a^^, u^ in die Bedingungen (21) — (23) auch 
die Summen der Hanpiunterdetermi)ianten § 107, (22); (23) eingeführt 
werden, worauf die Merkmale des Ranges der Schnittkurve lauten: 



(24) 



A"=^0: eigentlicher Kegelschnitt; 
^"=0, -4'" =4=0: getr. Linienpaar; 
^"=0, ^'"=0, -4"" 4=0: Doppellinie; 
l ^"=0, ^'"=0, -4""==0: unbestimmt. 



6. Bedingungen für die Koordinaten des Doppelpunktes. Nach 
Herstellung der Merkmale für das Vorhandensein von Doppelelementen, 
handelt es sich um die wirkliclie Bestimmung der letzteren. 

In der Gleichung (7) fehlt immer dann und nur dann die Koor- 
dinate y^, wenn: 
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(25) 6,3 = f,, - 0, h,, « /i3 = 0, \,^f,, = 
oder nach § 138, (6): 

4 

(26) 2 U^^^it"^^ =0 für m = 1, 2, 3 . 

Diese Gleichungen bedeuten aber, daß f^^^ (k = 1, 2, 3, 4) die 
Koordinaten einer Ebene sind, die mit jedem der Punkte Xjj^\ 
m =» 1, 2, 3, vereinigt liegt und daher die schneidende Ebene (3) 
selbst ist, so daß mit einem ProportionaliiStsfaktor p: 

(27) /;(») + pw,= 0, fc»l,2,3,4. 

Zu diesen für x^^^^ notwendigen Bedingungen tritt noch die der 
vereinigten Lage von x^^^ und u^: 

4 

(28) ^*«t^*(»>-0. 

1 

I. In der Gleichung (7) der SdiniUkurve fehU immer dann und nur 
dann die Koordinaie y^ (w = 1, 2 oder 3), wenn die Ecke J^ ■=- a;/*") 
des neuen Tetraeders unter Elimination von g den fünf Gleichungen 
genügt: 

4 

(29) /i + (.«, = 0, Ä-1,2,3,4; (30) 2"**»-^' 

1 

oder ausfüJirlich geschritben: 

^11^1+ ^12^2+ ^18^8 + 04^^4+ 9^*1 = 0, 

^21^1 + 0^82^2+ ^^8 + ^4^4+ Q^^ ^ J 
(31) I a81^1 + »82^2 +-«88^3 + «34^4+ e«*8=^0, 

«41^1+ «42^2+^48^8+^44^4+ P**4='0, 

Uia:i+ ti,ar,+ u^x^+ u^x^ =0. 

Jeder Punkt, der diesen Gleichungen genügt, heißt, wie in § 42, 3 ein 
singulärer oder Doppelpunkt der Schnittkxirve (§ 107, 1).*^) 

7. EigentUohe Kegelsohnitte. Im Falle (20) gibt es, da A^ die 
Determinante der linearen homogenen Gleichungen (31) ist, keinen 
Doppelpunkt Die Gleichung (7) enthält stets aile drei Koordinaten 

yn y^y Vz- 

Wenn für die Fläche (1) selbst aUe ^^, verschwinden (§ 139, (29)), 

so kann nach § 140, (7) die Bedingung (20) niemals ei*fuUt sein; also: 

I. Eigentliche KegdschniUe als Sdinittkurven kommen nicht vor^ 

wenn die Fläche (1) ein Ebenenpaar oder eine Doppelebene ist 
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8. Getrennte Linienpaare und ihr Doppelpunkt, unter den 

Voraussetzungen (21) ist ein bestimmter Doppelpunkt vorhanden, för 
dessen Koordinaten die Auflosung der Gleichungen (31) ergibt:^ 

(32) x^ : x^ : OJ, : x^ • (> = ^ti • ^tt ' -^*s • -^*4 • -^»6 y 

k » 1, 2, 3, 4 oder 5, wo die A^^ allgemein die ünterdetenninanten 
vierten Grades der Determinanten § 140^ (5) sind^ die zum Teil schon 
§ 140, (21) eingeführt wurden. Der Punkt x^ ist schon durch die 
vier ersten Glieder der Proportion (32) bestimmt Führt man ihn 
als Ecke J^^X/j^^ ein, so wird nach 6,1 die Gleichung (7): 

(33) &nyi*+26,,y,y, + 6„y,*-0. 

Aus (32) folgt, wie § 44, (28) mit einem PropörtionaliiAtsfftktor 
T und mit kj= 1, 2,3,4 1*^): 

(34) rx,%^^A:,, (35) tx.^q^A:,, (36) tq^^AI^A, 

Da nun ij, » 0, b^^ = 0, \^ =- 0, so sind neben (8) auch alle Unter- 
determinanten (9) gleich Null mit Ausnahme der einen: 

(37) ft,= :*"J"| + 0, 

die im vorliegenden Falle (11); (21) nicht verschwinden kann. Damit 
wird aus (19): 

Der Faktor t in (34) ist daher gleich — ß^ . 

Schneidet die Ebene (2) unter der Voraussetsung (21) die Fläche 
(1) in einem getrennten Linienpaar mit dem Doppdpunkt x^, so gdten 
für die Unterdeterminantefi der geränderten Determinante die Gleichungen: 

(38) Äl, A,aj,V. (39) A"» P^„a:,», (40) A (»«/J„. 

WO k und l je = 1, 2, 3, 4. 

Daher haben auch -4, J.jj, -4^^, -^Jj, -4J[^, soweit sie nicht ver- 
schwinden, dasselbe Vorzeichen und zwar das entgegengesetzte der 
Determinante (37). 

Infolge von (38) wird die zweifach geränderte Determinante 
§ 140, (22): 

4 4 4 

(41) A""' — 2?5 A"' < < = ^3» G ^' <y 

1 1 1 

ein vollständiges Quadrat .^^^) 

Da alle ^", (Ä*, Z = 1, 2, 3, 4) nach § 140, (21) lineare homogene 
Funktionen der a^^ sind, so kann die Bedingung (21) nicht erfüllt 
sein, wenn alle a^^ verschwinden (§ 139, (29)); also: 
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II. Getrennte Linienpctare als Schnittkurven kommen nicht vor, 
wenn die Fläche (1) eine Doppelebene ist. 

9. Doppelpunkt der Scknittkarve und Doppelpunkt der Flä<die. 

Wenn A = ist, wird den fünf Gleichangen (31), mit Hinblick auf 
(40) bei Q = 0, durch: 

(42) ajj : x^ : x^ : x^ = A^^ : A^^ : A^^ : A^^ , 

Ä;» 1, 2, 3 oder 4, genügt, und zwar den vier ersten nach § 139, (8), 
der fünften, weil für J.** « und A^^ = ^ = wegen A^ -4J^ = A^^A^^j^ 
(nach (32)): 

(43) - ^*6 = -^M«*l + Ai^t + -^«^ + ^*4**4 = 0. 

Da es aber nur eine Auflösung geben soll, muß alsdann für k (beider- 
seits unabhängig) ^ 1,2,3,4 gelten: 

(44) Aj^^ : -4^j : A^^ : A^^ = A^^ : -4^^ : A^^ : Aj^^ . 

Ist die Schnittkurve eines Kegels mit einer Ebene ein getrenntes 
Linienpaar, so fällt der Doppelpunkt der Kurve stets in die Spitze des 
Kegels. 

Sind alle A^^ = 0, so wird den Gleichungen (31) bei ^ === ge- 
nügt durch den Schnittpunkt der Achse 9^ des Ebenenpaares mit der 
Ebene (2) (§ 139, (16); I § 59, (14)): 

(45) V-V*-V:< = a*6<*2-a*6«<Ä+«M«*4:a*4W8-a*6«*i+a««*4---- • 
Da es aber nur einen singulären Punkt geben soll, folgt: 

Ist die Schnittkurve eines Ebenenpaares mit einer Ebene ein ge- 
trenntes LinienpaoTy so fällt der Doppelpunkt der Kurve auf die Achse 
des Linienpaares. 

10. Doppellinien als Sobnittkurven. Unter den Voraussetzungen 
(22) ist die Schnittkurve eine Doppellinie, alle ihre Punkte genügen 
den Gleichungen (31). Durch Elimination von x^ und q aus der 
zweiten, dritten und fünften Gleichung (31) ergibt sich: 

«81 «88^2 + «88^8 + «84^4 **8 
«ij UgXg + U^X^ + U^X^ 



oder: 
Ebenso folgt: 



= 



«18^2— «12^3+ «14^4=^ 



<1 ^8— «18^1+ «15^4= 0, ....... 

Daher ist für die Achsenkoordinaten der Doppellinie (I § 59,(9)); 
k == 1, 2, 3, 4, 5 oder 6. 
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Führt man zwei beliebige getrennte Pnnkte dieser Linie als Ecken 
Xf^^^^ und Xf^^^ ein, g^^*^ = q^^^ so wird' die Gleichung (7) nach 6, I: 

(47) 6nyi'=0. 

Da aUe h^^ (»w, « = 1, 2, 3) außer 6^ verschwinden, wird aus (19) "^): 

(48) - 5'«:, = 6u3*(*>?/*> = 6u «/<?,'• 

Danach haben a^^, ce,,, . . ., Ogg, soweit sie nicht verschwinden, das- 
selbe Vorzeichen. 

Femer wird die dreifach geränderte Determinante § 140, (37): 

6 6 6^ 

(49) - S*^"«'«" = ff*6u2-5 «*"«>»>/= «**"S?*V)* 

11 1 

ein vollständiges Quadrat^^^), 

Da mit den Bedingungen (22) nach § 107, 4, 1 auch ^ = ist, so folgt: 
in. DoppeUinien als Schnittkurven kommen nicht vor, wenn die 

Fläche (1) eine eigentliche Fläche zweiter Ordnung ist. 

11. Unbestimmte Schnittkurven. Unter den Voraussetzungen 
(23) ist die Schnittkurve unbestimmt. Die Ebene (2) ist dann selbst 
ein Teil der Fläche (1), die somit ein Ebenenpaar oder eine Doppel- 
ebene sein muß (§ 139, (29)). 

IV. Unbestimmte Schnittkurven kommen nickt vor, wenn die Flädie 
(1) eine eigentlidie Fläche zweiter Ordnung oder ein Kegel ist. 

Man erhält die Bedingungen für die unbestimmte Schnittkurve 
direkt, wenn man unter der Voraussetzung: 

(50) u, + 

den aus (2) folgenden Wert von x^ in (1) einsetzt: 

VC^ll^i* + «22^2^ + «33^8^) + «44("l^l + «*a^2 + ^^zY 

+ 2 V(«23^2^3 + «31^8^1 + «12^1^2) 

- 2u^{uiXj^ + u^x^ + Us^^){ai^Xj^ + a^^x^ + a^^^x^ = 0, 

und nun die Koeffizienten von x^^, x^, x^^, ^2^99 ^8^1? ^1^2 einzeln 
gleich Null setzt. Man erhält: 

I «11 V+ «44 "i*- 2ai^w^tii= 0, aj3 V+ a^^u^u^— cl^^^^i— «84 «2«*^= 0, 

(51) 0^22 V+ 0^44^2*— 2a5j4M^t(j= 0, 031^+ «44^3^1 — «34^1^4— (^ll^t^A^^ 0» 

I «38 V+ «44«*8*— 2 034^^1/3= 0, ai2 V+ «44«*r«*2— «14«*2«4~ «24**1«*4= ^ 

oder: 

(52) <4 = 0, «55 = 0, ßge = 0, «56 = 0, «64 = 0, «^[5 = 

als notwetidige und hinreichende Bedingungen für die Zugehörigkeit der 
Ebene (2) zur Fläche (1) im Falle (50). 

Die Bedingungen (23) sind also überzählige. 
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§ 142. Einteilimg der Sclmittpimktpaare nach dem Range. 

1. Einführung der schneidenden Geraden ala Koordinatenkante. 
Die auf ein Eoordinatentetraeder E^E^E^E^ bezogenen Gleichungen: 

4 4 

(1) ^=22^*'^*^'^^' 

1 1 

4 4^ 

(2) u^^ku,x^^O, u'^^u^x^^O 

des Schnittpunktpaa/res einer Fläche zweiter Ordnung f und der geraden 
Linie uxu erhalten in einem neuen Tetraeder mit den Ecken JiJ^J^J^, 
die Form § 140, (3); (4); (11). 

Nimmt man dabei die Ebenen u und u' selbst als Seitenflächen 
I3 und 1^ des neuen Tetraeders (I § 63, 8), so werden: 

(3) <>=«*, «*w=«; 

die alten und wie § 141, (4): 

(4) Vi-O, Vg^O, v^^S, f;^=0; t;/=0, V=0, V=0, v^^S 

die neuen Koordinaten der Ebenen (2). 

Die Gleichungen des Schnittpunktpaares im neuen Tetraeder J^J^J^J^ 
lauten daher: 

4 4 

1 1 

2. Gleichung des Sohnittpunktpaares in der Geraden. Für 

aUe Punkte der Kante Ij X 1^ oder J^J^ sind ^8 =" ^^ y4 = und y^, y, 
Zweieckskoordinaten in bezug auf JiJ^ (I § 57, 14). 

Die Gleichung des Schntäpunkipaares der Fläche f mit der Geraden 
uXu lautet daher in Zweieckskoordinaten in bezug auf das Zweieck J^ J^ : 

(7) ^iyi*+2^2yiy, + 6„y,*=0, 6^,= /^,. 

Die Gerade (2) kann dabei, statt durch die Ebenen u und u', auch 
durch die zwei Punkte J^ = Xjl^^^ und «7, = x^^^^ gegeben sein, von deren 
Koordinaten die Koeffizienten direkt abhängen (§ 138, (13)). Man 
erhält dieselbe Gleichung (7) durch Einführung der Parameterdarstdlung 
des laufenden Punktes der Verbindungslinie x^^^Xj^^^^ (§ 67, (6), (7)) in 
die Gleichung (l).*^) 

3. Der Bang des Sohnittpunktpaares nach seiner Determinante 
in der Geraden. Die Determinante des Punktepaares (7), sofern es 
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für sicli in der Geraden J^J^ betrachtet wird, ist: 

(8) i 'W-ß^z, 

WO die Benennung rechts bereits bei § 138^ (21) eingeführt wurde. 
Daher folgt aus § 39, 8 : 

Das Punktepaar^ in dem die Fläche (1) von der Verbindungdinie 
der Putzte x^^^^ und x^^^^ geschnitten wird, ist ein getrenntes Pufikte- 
paar, wenn: 

(9) ßu+0; 
ein eusammenfallendes Punktepaar, wenn: 

(10) fta = ; . 6ii, &i2/^«« ^^^ «flc. ; 
unbestimmt, wenn: 

(11) ^„ = 0; 6„ = 0, 6„ = 0, 6„ = 0. 

4. Der Rang des SchnittpunktpaareB nach seiner Determinante 
im Baume. Die mit den Koordinaten der beiden Ebenen (6) ge- 
ränderte Determinante der Fläche (5) ist nach § 140, (13): 
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hl 
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hi 
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(12) B"'= " '- " " -S*^„ 

'-»« ^S *4S ^44 S 

S 

s o! 

Ferner wird: 

(13) B]l'=S%„ Bli' S%, B:r=S%; -Br^-O, 

falls m, n nicht beide 1 oder 2 sind. 

Nach § 140, (14); (45) wird demgemäß: 

(14) ^-'=S^^33; 

4 4 4 4 



11 11 

4 4 



1 1 
(16) ^jf,"' -« S\b^,x,^'^xy) ~ 26i2a:,(i)a:/«) + b,,x,^'^x^^^^). 

Daraus geht nun mit Rücksicht auf 3 sofort hervor^*®): 

Das Punktepaar, in detn die Fläche (1) von der Schnittlinie der 
Ebenen (2) getroffen wird, ist ein getrenntes Punktepaar, wenn: 
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(17) ^''«'+0; 
ein jmsammmfaüendes Punktepcuir, wenn: 

(18) A'^^^O, nicht alle Ä^f^O, t, 1=1, 2, 3, 4; 
unbestimmt, wenn: 

(19) ^'•«'=0; aZ?e-4r-' = 0, Ä,Z = 1,2,3,4, 

wobei nach (15), (8) und (14), ebenso wie in (11), die erste Be- 
dingung eine Folge der übrigen ist. 

Damit sind die Bedingungen des Banges des Schnittpunktpaares 
Yon dem neuen speziell gewählten Eoordinatentetraeder J^/^c^s^ 
wieder auf das ursprüngliche übertragen. ^^ 

Nach § 140, (14); (45) sind diese Bedingungen invariant im Sinne 
von § 139, 1. 

6. Die Summe der Hauptunterdetemünanten. Für die Deter- 
minante sechsten Gh-ades § 140, (12) ist unbedingt: 



(20) 
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^-g,», 



wenn allgemein g^ die Achsenkoordinaten der Geraden wxu' sind. 
Mit Hinzunahme der entsprechenden Gleichungen ist also: 



A7'^"'-(^"')*=^""'«4 



MM' 



?< 



ImmV 



^n"'^«"'-(^r4"')*=^""'«i', 



^«'^"'-(-^"0* =-!"•'?.'• 



MM' 

44 i 



Setzt man daher zur Abkürzung: 

(22; ^''*'*' = A\l' -f ^J,"' + A"^' + A 

so wird: 

^-r^'""'=(A70*+(^rn*+(^r,'O'+(^r4"0*+^"-x?5*+?/+?iOv-.v"^ 

und folgt durch Addition die identische Gleichung (§ 107, (25))^**): 

(23) (^'-')' =«-')*+ (^,r)*+ (^»T + «-')*+ 2(A77+ 2(J;,-')» 
+ 2(^-')* + 2«-T + 2(^;«7 + 2(^-7 

+ 2^«-'(j,« + ft» + ^3» + g,* + q,^ + 3,»). 

TTann [daher A^^' ^0 und -4'**"'=« 0, 50 verschwinden nach (23) 
alle A^^fQc, i = 1, 2, 3, 4), und nach (21) und (22) auch umgekehH. 
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Demnach können die Merkmale des Banges (17) — (19) bei redien 
^kv ***> V *^^^^ kürzer so angegeben werden (§ 141, (24)): 

J^«*«'=^0: Getrenntes Ponktepaar; 
(24) |-4."**'=0, -4'**"*'+0- Zusammenfallendes Ponktepaar; 
^"«' = , ^'•'•'' = : Unbestimmt. 



6. Bedinguiigen für die Koordinaten des Doppelpunktee. Nach 
Herstellung der Merkmale für das Vorhandensein eines Doppelpunktes, 
handelt es sich um die wirkliche Bestimmung des letzteren. 

In der Gleichung (7) fehlt die Koordinate y^ immer dann und 
nur dann, wenn: 

(25) " 6,^ = /;^ = 0, 6„ = /;,= 

oder nach § 138, (6): 

(26) 2 /i^*^^*^"*^ == ö fö^ m - 1 , 2 . 

1 

Diese beiden Gleichungen bedeuten aber, daß f^^^ die Koordinaten 
einer Ebene* sind, die mit jedem der Punkte x^^^ vereinigt liegt, die 
also durch die Achse der Ebenen (2) geht. Dazu muß mit zwei 
Proportionalitätsfaktoren q und q' (I § 64, (3')) : 

/;<*'+(»«*+(•'«; =0, Ä- = i,2,3,4. 

Diesen vier Gleichungen muß also der Punkt ^r/'^ genügen, und da 
er außerdem nach 2 auf den beiden Ebenen (2) liegt, so folgt: 

I. In der Gleichung (7) des Schntüpunktpaares fehlt immer dann und 
nur dann die Koordinate y^, wenn die Ecke Jg== x^^*^ des neuen Tetra- 
eders unter Elimination von q und q' den secJis Gleidiungen genügt: 



4 




(27) /i+ (.«,+ (.'«;= 0, Ä =■ 1, 2, 3,4; ^»mä= 0, ^ku,x, 

1 1 

oder ausführlich geschrieben^^): 

a^^x^ + a^x^ + a^^x^ + a^^x^ + QU^ + QU^^ = , 

«81^1 + 0^82^2 + «33^3 + «34 ^4 + Q^h + (^'«s' = 0, 

0^41^1 + "42^2 + «43^8 + «44^4 + (> "4 + 9^^ == ^^ J 
U^X^ + ^2^2 + U^X^ + U^X^ = 0, 

W/^I + W2'^2 + %'^3 + <^4 = . 



0, 



(28) 



7. Eigentliche Punktepaare. Unter der Voraussetzung (17) gibt 
es keinen Punkt, der den Gleichungen (28) genügt. Die Gleichung 



«» 
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(7) enthält stets leide Koordinaten y^ und y^ und stellt ein getrenntes 
Timktepaar dar (§ 39, 10). 

Wenn die Flache eine Doppelebene ist, also alle a^, yerschwinden 
(§ 139, (29)), kann nach § 140, (19) die Bedingung (17) niemals 
erfüllt sein. 

Cretrennte Sehnittpunktpaare kommen nicht vor, wenn die Fläche 
(1) eine Doppelebene ist. 

8. Koordinaten des Doppelpunktes. Unter den Bedingungen 
(18) schneidet die Gerade (2) die Eurre (1) in einem eusammen- 
fäUenden Punktepaar oder Doppelpunikt or^\ fQr den die Auflösung der 
Gleichungen (28) ergibt: 

\^^v) Xi . j;^ , x^ , x^ ' Q ' 9 — -^iti • ^4i% • ^kz ' -^ki ' -^As- • -^t^ y 

WO £= 1,2,3,4,5 oder 6 sein kann, aber der Punkt schon durch 
die yier ersten Glieder der Proportion und mit k^ 1, 2, 3, 4 bestimmt 
ist. Die A^f sind allgemein die Unterdeterminanten fünften Grades 
der Determinante § 140, (12). 

Nimmt man den Punkt (29) als Ecke J« » x^^\ so wird die 
Gleichung (7) nach 6, I: 

(30) 6uyi'=0. 

Aus (29) folgt mit einem Proportionalitätsfaktor r und mit 
k, J = 1, 2, 3, 4, wie § 141, (34) >"): 

(31) tar.V»^*";'; 

(32) Ta:>-^--', t^p' - ^:,"' ; 

(33) r p» - A^t = J'(«;) , T p' » = A^t = n»k) , r p p' = ^-J' . • . . 
Da nach (16) mit 612 =0, h^ = 0: 

Atr-s%,x,\o 

ist, so kann man setzen: 

(34) T = S%. 

Oleidtzeitig wird die dreifach geränderte Determinante § 140,. (42): 

(35) Ä-"-'"^ -y}^^tr<<-- S*6n(^^*"<T 



ein vollständiges Qi^adrat.^^^) 

Ist neben (18) noch A" = 0, so wird den Gleichungen (28) bei 
p — auch genügt durch den Punkt (§ 141, (32) j: 

(96) Xi : X2 : Xg : x^ : Q =' A^^ : A^^i A,^^: A^^ ' -^^5 • .. 

Schneidet also die Gerade m x w' die Fläche (1) in einem Doppel- 
stunde, Flächen xweit«r Ordnung. IL 62 
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punkt, 80 ist dieser zugleich Doppelpunkt der Schnütkurve der Flache 
mit der durch die Gerade gehenden Tangentialebene u (§ 143, (2)). 

9. Unbestimmte Ponktepaare. Unter der Bedingung (19) ist 
das Punktepaar unbestimmt Die Schnittlinie der beiden Ebenen (2) 
liegt dann in ihrer ganzen Ausdehnung auf der Flache (1). 

Man kann die Bedingungen hierfür direkt entwickeln, indem man 
als Gleichungen der Schnittlinie der Ebenen (2) die folgenden benutzt 
(I § 59, (9)) : 

(37) q^x^ -= — q^x^ — q^x^ , q^^x^ — — q^x^ + q^x^ , 

qi'^O angenommen. Eliminiert man mittels (37) x^ und x^ aus (1), 
so ergibt sich: 

«11 (^6^« + ^6^»)*+ »W«4*V+ «88^J^8*+ »uCft^«- «S^s)* 

+ 20,854*^8^8 ~ 2(a3ia:8 + ai^x^)q^{q^x^+ q^x^) 

+ 2014(^6^2 + ^6^8)(ft^2 - ft^s) 

- 2(0,4^2 + «84^8)?4(58^2 " ^2^8) = 0, 

und durch Nullsetzen der Koeffizienten von x^\ x^*, x^x^: 

«ii?5*+ »22^4*+ «44^8"- ^^^a^aQs + 2a^ 95^5- 2a^^q^q^^ 0, 

«11^6*+ «389^4*+ a449'2*+ ^^^ZiQaQ^- ^^^Al^fQ^- ^^I^Q^Qa^ 0, 
«ll&^e + »28^4*— «44^2^ + Ö24&ff4— «84ft«4— «I234ff6 
- <hs9AQs + «14^8^6 - «14^255 = . 

Die linken Seiten sind aber die Entwicklungen der Unterdeterminanten 

-^88 y "^ > -^23 > aiso. 

Für die Zugehörigkeit der Schnittlinie q der beiden Ebenen (2) 
zwr Fläche (1) sind, falls q^= w^u/— u^w/^» ist, die Bedingungen: 

(39) ^^-'=0, A^,^'^i), ^;3«'=o 

notwendig und hinreichend. 

Die zehn Bedingungen (19) sind überzählige (§ 141, 11). 

10. Die Unterdeterminanten von A^'"*' bei unbestimmtem 
Pnnktepaar. Wenn ^""'=0 ist, gilt die Entwicklung: 

(40) a.iuä.V + a,,At,'' + a»^",«' + a,,^,-«"' + «t^r»"' + «»'^.V = 

für k = 1, 2, 3, 4 und i = 1, 2, 3, 4, 6, 6. Sie reduziert sich unter den 
Bedingungen (19) für k « 1, 2, 3, 4 und i « 1, 2, 3, 4 auf: 

(41) 14,^,7' +< Ar ==0. 

Da aber die Ebenen u^ und Uj^ als verschieden vorauszusetzen sind, 
so folgt aus solchen vier Gleichungen (41), die bei festem l den vier 
Werten von k entsprechen (I § 51, (3)): 



(38) 



808 « 1*8, 2-8. 

2. Besiehnng zwisohen Tangentialebene und Berühmngspiuikt. 

Zwischen der Tangentialebene u^ und ihrem BerQhnmgsponkt x^^ be- 
züglich ihren Berührungspunkten, bestehen nach § 141, (29) die f&nf 
Gleichungen: 

(3) /;»+ P«t= 0, i- - 1, 2, 3, 4; (4) ^«»a;/- 0. 

1 

Ist die Ebene u^ gegeben, so bestimmt man hieraus nach § 141, (32) 
unter Elimination von q den Berührungspunkt xj^. 

Ist ein Punkt o:^ der F^he als Berührungspunkt gegeben, so 
folgt aus (3) für die Koordinaten der Tangentialebene: 

Damit ist die Bedingung (4) nach § 138, (4) schon von selbst erfüllt, 
da X]^^ ein Punkt der Fläche sein sollte. 

Die Gleichung der Tangentialebene der Fläche (1) im Punkte x^ 
ist daher (§67,(17))^'): 



(5) t\'x, + f,% + f,'x, + f,^x, = ; ^i f,^x, - . 

3. Tangentialebenen der eigentlichen Flächen zweiter Ordnung. 

Die eigentliche Fläche zweiter Ordnung -4. + hat nach § 141, 10, III 
nur einfa^die Tangentialebenen; sie genügen der Gleichung (2) und 
bilden demnach nach § 138, (l') eine Fläche zweiter Klasse, die wegen: 

(6) ^„=^«+0 

ebenfalls eine eigentliche ist.^^) 

I. Jede eigentliche Fläche zweiter Ordnung ist auch eigentliche Fläche 
zweiter Klasse und umgekehrt (§ 78, 7). 

Da nach § 139, 8 f^jf^jf^^jf^ niemals alle vier verschwinden 
können, so folgt: 

IL Zu jedem Punkte x^^ der Fläche gehört vermöge (3') eine bestimmte 
Tangentialebene w^.. 

Anderseits ißt nach § 141, (39) mit einem Proportionalitätsfaktor tf: 

(7) ff V = ^4^5 = -^ A,u, 

1 

(§ 141, (43)), und damit wegen (6): 

III. Zu jeder Tangefitiald>ene u^. gehört vermöge (7) ein bestimmter 
Berührungspunkt x^^. 
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4. Tangentialebenen des Kegels überhaupt. Beim Kegd wird 
aus (2) nach § 139, (14): 

(8) (2^Vf.)'-0, 

1 

wo x^ die Koordinaten der Spitze sind. 

I. Beim Kegd deckt sieh der Inbegriff aller Tangentiald>enen mit 
dem Ebenenbündd an der Spitze, 

Die Fläche (2) ist als Fläche zweiter Klasse vom Range 1 (I 
Anm. 1, III, (21)). 

II. Eine der Gleidiungen: 

4 • 

(9) yi Äj^^Uj = oder ^;'5 = , A «= 1 , 2, 3 oder 4, 

ist (§ 141, (42)) die Gleichung der Spitze in laufenden Ebenenkoordinaten. 

Zu jedem Punkte x^^ des Kegels gehört vermöge (3') eine be- 
stimmte Tangentialebene, nur zur Spitze gehören <x>' solche. 

Zu jeder einfachen Tangentialebene gehört als Berührungspunkt 
die Spitze, da fttr ihn nach § 141, (42); (44): 

(10) Xy^ 'X^ :x^ : x^ == Aj^^ : Ä^^ : Aj^^ : A^^ =« -4^^ : A^^ : -d^j : A^^ . 

5. Stationäre Tangentialebenen des Kegels. Unter den oc^ 
Tangentialebenen des Bündels (8) sind nach § 141, (22) diejenigen 
stationär, für die zugleich aUe A^^y ä;, 2 » 1, 2, 3, 4, verschwinden. 
Da aber für ^"=0 nach § 107, (21): 

(10') (^-)*=A-.^,% 

so reicht dazu das Verschwinden der Diagonalunterdeterminanten 
-4"^ aus. 

Daher sind die stationären Tangentialebenen des Kegels durch eine 
Gleidiung (9) in Verbindung mit den Gleichungen: 

(11) ^r,=-o, Ai, = o, j;,-o, Äi^Q 

gekennzeidind. 

Die einzelne Gleichung (11), wie: 

1 1 
stellt eine Flädie zueiter Klasse dar, die vom Range 3 (§ 139, (10)), 
nämlich ein Kegelschnitt in der Ebene x^^O ist, falls (I Anm. 1, 
II, (4)): 
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(13) 



«11 ^1» «18 j 

««1 «M «2S -=^11 + 0, 

«Bl «M «8« 



also nach (10) die Spitze des Kegels nicht in der Ebene x^ — liegt. 
Da nach (10'), (10): 

80 folgen, falls ^^+0, aus der vierten Gleichung (11) die übrigen. 

Der Inbegriff der oo^ stationären Tangentialebenen des Kegeis isf 
daher durch zwei Gleichungen, eine Gleichung (9) und eine der Glei- 
chungen (11) dargesteUt.^V) 

Jene ist die Gleichung der Spitze, diese sind die Gleichungen 
der Schnittkurven des Kegels mit den vier Koordinatenebenen, je in 
laufenden Ebenenkoordinaten (§ 71, (12')). 

6. Tangentialebenen des Ebenenpaares. Beim Ebenenpaar ist 

mit A^t « (§ 139, (29)) die Gleichung (2) identisch erfQllt. Alle 
Ebenen des Raumes sind Tangentialebenen. Einfache Tangential- 
ebenen haben ihren Berührungspunkt auf der Achse g^^ des Ebenen- 
paares, stationäre gehen durch die Achse g^^ hindurch. Für die 
letzteren gelten wieder die Gleichungen (11). Jedoch wird aus (12) 
nach § 139, (21): 

1 

und entsprechend mit — S* : /Sjj == t^^®): 



(14) 



TAI, - Ös'^i - Qa'^2 + ft'^i)*, ^K. - (i>i + Q>i + ft'w,)*. 



Jede der Gleichungen (11) stellt eine Fläche zweiter Klasse vom 
Range 1, nämlich den doppelt gezählten Punkt dar, in dem die Achse 
g/ die Koordinatenebenen schneidet. 

Die vier Gleichungen (11) zählen für zwei unabhängige und 
drücken aus, daß die Ebene m^ durch die Achse q^^ geht (I § 59, (12)). 
Sie sind die überzähligen Gleichungen der Achse in laufenden Ebenen- 
koordinaten. 

1. Die Ebenen des Ebenenpaares selbst. Für die Ebenen des 
Ebenenpaares selbst verschwinden nach § 141, (23) aUe «",. Die 
Gleichung: 
(15) - «4, = «1, V + «44 Wi*- 2a^^u^u^ « 
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Die Bedingung dafür, daß eine Gerade üherhaupt Tangente (ein- 
fache oder stationäre) der Flache zweiter Ordnung: 

4 4 

(1) /■-^^^a».^*«.= 

1 1 

sei, kann in yerschiedener Form gefaßt werden« 

2. Bedingung für die Linienkoordinaten einer Tangente. Die 

Bedingung einer Tangente lautet nach § 142, (18) und § 140, (19) in 
ihren Strablenkoordinaten p^ oder Achsenkoordinaten 9^: 

6 6 6 6^ 

(2) 2'^^kiPkPi=0 oder ^^ccyiQkQr 

11 11 

Es ist die Gleichung der Fläche in laufenden Strahlenkoordinatepi 
oder die Qleichung des Tangentenkomplexes der Flache. ^'*) Auf ihrer 
linken Seite kann der Ausdruck /l(pi 1)4+ jp, 2^5 +|)jPg) mit beliebigem 
X hinzuaddiert werden (I § 5^, (5')). 

3. Bedingung für zwei Ebenen durch eine Tangente. Un- 
mittelbar aus § 142, (18) folgt: 

Die SchniUlinie zweier Ebenen ist Tangente der Fläche (1), we^in 
die mit den Koordinaten u^^ und «/ der beiden Ebenen geränderte 
Determinante der Fläche verschwindet: 

(3) ^-'=ü. 

Zwischen dem Berührungspunkt x^ der Tangente und zwei durch 
sie gehenden Ebenen % und u^ bestehen alsdann die Beziehungen 
§142,(27): 

(4) t\'+QH+Q<-<^, /:=1,2,3,4; 

1 1 

4. Bedingung für zwei Punkte auf einer Tangente. Nach 
§ 142, (14) kann die Bedingung (3) auch durch das Verschwinden 
der Determinante § 142, (8), wo 6^, = f\^y ausgedrückt werden, wo- 
raus folgt: 

Die Verbindungslinie zweier Punkte ist Tangente der Fläche (1), wenn 
die Koordinaten x^.^^^ und a;^^*^ der beiden Punkte die Bedingung erfiUlen: 

(6) fufn-fh-^- 

Stellt man den laufenden Punkt der Verbindungslinie durch Zweiecks- 
koordinaten yj, j/2 i^ ^^^ Weise (I § 64, (12): 
(7) X, = x,(')y, + a;,(*'.v, 
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dar, so ist für die Zweieckskoordioaten des Doppelponktes § 142, (7) 
nach § 39, (25): 

(») <:yt"--/;,:/ii -/"«:-/■«• 

Bei festem x^^*^ hat man in (6) die Gleichung des Tangenten- 
Icegels der Fläche vom Punkte x^^^^ des Ortes aller durch diesen Punkt 
gehenden Tangenten. Ordnet man die Gleichung (6) nach: 

so erhält man wieder die Entwicklung (2) zurück , so daß (2), (3) 
und (6) nur verschiedene Formen derselben Bedingung sind. 

5. Bedingung für die Tangente in einem Punkte der Fläche. 

Ist x^^^ auf der Fläche selbst gelegen, so daß ^n » 0, so folgt aus (6) 

Die Verbindungslinie eines Punktes Xjj^^^ des Raumes mit einem 

Punkte Xj^^^^ der Fläche ist Tangente im Punkte x^^\ wenn neben 

fn = 0: 

(9) /i. = 0. 

Bei festem x^^^ und mit Unterdrückung des Index 1 lautet diese 
Gleichung: 

(10) ^*/i<"a:,= 

1 

und stellt dann die TangentiaUbene als Ort dller Tangenten im Punkte 
a:^^«) dar (§ 143, (5)). 

6. Die Komplezgleiohung der eigentUohen Flächen zweiter 
Ordnung. Für die eigentliche Fläche zweiter Ordnung ist die Deter- 
minante der Komplexgleichung (2): 

(11) i«*,i = ^' 

(I Anm. 1,111; (13)) von Null yerschieden. Die linearen Gleichungen: 

6 

(12) ^«..ft=0 

1 

sind daher durch keine Gerade j>, des Raumes erfüllbar (§ 139, (6)j. 

7. Die Komplexgleiohung des Kegels. Für den Kegd kann die 
Eomplexgleichung (2) nach § 138, (30), in bezug auf ein neues 
Tetraeder JiJ^J^J^j wo nach § 139, (11) alle Unterdeterminanten /J„^, 
für die nicht w, n = 1, 2, 3 ist, verschwinden, in der Form: 

3 8 

(13) S5/»»»'■m^=o 



1 1 



dargestellt werden. Die Spitze des Kegels ist dabei als Ecke J^ des 



(14) 



(15) 
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neuen Tetraeders genommen. Die Kanten p^*'\ p^^\ p^^ gehören dem 
Komplex (13) an (I § 63, Fig. 320). 

Die Komplexgleichung (2) wird, wie die Form (13) zeigt (I § 72, 
13), erf&Ut von allen Strahlen, die in einer stationären Tangential- 
ebene des Kegels liegen, also entweder durch die Spitze gehen oder 
Tangenten in einem andern Punkte des Kegels sind (§ 71, (16)). 

Die durch die Spitze § 139, (8) des Kegels gehenden Gheraden 
sind durch die Gleichungen (I § 59, (10)) dargestellt: 

^«41^4 - AiP% + ^44 A •= 0» 

AiPs - AiPi + ^uPz = 0^ 

AaPi + ^uPi + ^uPa = 0. 
Die drei ersten dieser Gleichungen sind aber, falls A^ 4" G ist^ die 
Auflösungen der Gleichungen: 

«11 Pi + «1» A + «isA + «14^4 + «16 A + «lePe = 0, 

«2ll>l + «« A + «S8 A + «24l>4 + «» i>6 + «mA = 0, 
«SlJPl + «8« A + «M A + «84 A + «85A + «SeJP« == 

nach Pi, p^, p^ und gehen aus diesen herror, wenn man mit a^^, ^^ ^i 
oder ajg, a„, a^, oder a^g, 0^3 , a^^ multipliziert und addiert (§ 97, (23)). 
So folgt allgemein: 

Die sechs Gleichungen: 

6 

(16) 2«*,ft=0, A- = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 

1 

sind die (überzähligen) Gleidmngen der Kegelspitze in Siratdenkoar' 
dinaten (vgl. § 143, (9;). 

Sie zählen für drei unabhängige (I § 60, 1), weil mit dem Ver- 
schwinden der Determinante sechsten Grades (11) auch alle ihre 
Unterdeterminanten fünften und vierten Grades verschwinden (I Anm. 1, 
III, (14); (15)). Sie haben, wie die Form (14) für ^^^ 7^ zeigt, die 
Bedingung: 

(l*^) ^ = i>l 1^4 + PiPf. + i^8l>6 = 

schon zur Folge. 

8. Die Eomplexgleichung des Ebenenpaares. Ist die Fläche (1) 
ein Ehenenpaar, dessen Achse die Koordinaten q^ hat, so wird die 
Gleichung (2) nach § 139, (22): 

r. 

(18) (2*2*°^») = Ö' 
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also d(is Quadrat der Gleichung der Achse in Strahlenkoordinaten 

(I § 60, (8)). 

9. Komplezkurve und Komplexkegel. Die Gleichung (2)^ die 
sich auf ein ursprüngliches Koordinaten tetraeder E^E^E^E^ bezieht, 
lautet in einem neuen Koordinatentetraeder J^J^J^J^ nach § 138, (30); 
§ 140, (180: 

6 6 6 6 

(19) 22^".-»-»*---0 «<*«•• (!»') 22^mS»««--0, 

11 11- 

WO die Ecke J^ als beliebiger Punkt und die Ebene ^^"^ J\J%Jz als 
beliebige Ebene gelten kann. 

Liegt nun die Gerade p^ in der Geht die Gerade 9^ durch die 

Ebene 1^, so sind r4— rj = r^ = ; Ecke J^j so sind S4 »= «5 = s^ — 
und r^=^v^, U^^t, ^« = «^8 Linien- ; und «1=^1, «j — y», h'^Vt Linien- 
koordinaten in dieser Ebene(I§64,3) koordinaten im Bündel an J^ und 
und die Gleichung (19) kommt zu- die Gleichung (19') kommt zurück 
rück auf: auf: 

(20) 2^2/J„t„.f,-o. (20-) 22"A«-9«y.-o- 

11 11 

Die Koeffizienten (§ 138, (23)): 

6 • 

(21) ß„u"22 "'^'P^'^'P'" 

1 1 

hängen, soweit sie in (20) vorkommen, nur von den in der Ebene I4 
liegenden Kanten p^j^^^ p^'^\ pj^^\ und soweit sie in {20') vorkommen, 
nur von den durch die Ecke J^ gehenden Kanten p^^, p^^^\ p^^^ des 
Koordinatentetraeders J^J^J^J^ ab (I § 63^ Fig. 320). Daher folgt 
(I§72,12): 

Die in der Ebene dreier Siraii' Der am Schnittpunkt dreier 

few Pk^^y Pit^\ Pit^^ liegende Kam- ' Strahlen p^^\ p^^\ p^^^ befindliche 
plexhurve des Tangentenkomplexes Komplexkegel des Tangentenkom- 
(2) hat in laufenden, auf das Drei- plexes (2) hat in laufenden^ auf das 



eck der drei Strahlen bezogenen 



Dreikant der drei Strahlen bezogenen 



Linienkoordinaten die Gleichung Strahlenkoordinaten die Gleichung 
(20). I (20'). 

Die Komplexkurve ist zu- Der Komplexkegel ist zugleich 

gleich die Schnittkurve der Fläche der Berührungskegel der Fläche (1) 

(1) mit der gemeinsamen Ebene der mit dem gemeinsamen Punkte der 

drei Strahlen, erzeugt von ihren drei Strahlen, erzeugt von seinen 

Tangenten. * Geraden. 
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§ 145. ümbesoliriebeiie Vierseite. 

1 • Das umbesohriebene Vieraeit und das Koordinatentetraeder. 

Ist der Fläche zweiter Ordnung: 

(1) f{x^, x^, x^, x^) = a^^x^* + a^^r^^ + o,, V + a^x^ + 2a^x^x^ 

+ 2a^^x^Xy^ + 2a^^x^x^ + 2ay^x^x^ + 2a^^x^x^ + 2a^x^x^ == 

ein windschiefes Vierseit umbesdirieben, so kann man dessen E!cken 
E^, E^y E^, E^ als Ecken des Koordinatentetraeders nehmen derart^ 
daß E^E^ und E^E^, sowie E^E^ und E^E^ (Fig. 217) die Gegen- 
seiten des Vierseits sind. Die Schnittpunktpaare dieser vier Seiten 
mit der Fläche (1) sind dann: 

öj^VH- 2a,8a:,ir8 + a8,V=0, a?i = 0, a:^=0, 
«11^1* + 2a^^x^x^ + a^x;^^ 0, x, «0, j:, = 0; 
»n^i*+2«i5-^i^8 + "M^8*=0, ^2 — 0, a:4=»0, 
a„:r,* + 2a24a;ja:4 + aj^a;^'^ = 0, x^ = Q, x^^O. 

Da aber die Seiten Tangenten sein sollen, müssen diese Pnhktepaare 
in Doppelpunkte zusammenfallen, also die vier Bedingungen bestehen: 



(2) 



(3) 



a 



11 



^««88— 0«==^» « 



44 



a 



n 



«88 «11 - «31 



0, 



a 



65 



Ö11«U-ÖI4 
«««44- < 



0; 
0, 



oder bei willkürlicher fester Wahl der doppelt gestrichenen Quadrat- 
wurzeln und unbestimmt bleibenden Vorzeichen €.,: 



(4) «28 '^ ^«8 V«M > «88 f «14 = ^14 V «U ^«44 ? 

«81 "= ^ai V^«88 ^«lU «S4 = «24 "K«»t V«44 • 

Die Koordinaten t^ : x^ : x^ : a:^ der vier Berührungspunkte jB,„ 
^14» -^817 -^14 ^^^ Vierseits (Fig. 217) mit der Fläche werden dann 
nach (2) (§ 39, (25)): 

a«« : = 



(5) 



:-a 



— a 



14 • 
«38 • 

:-a 



28 






S2 





a 



«11 = 



a 



44 



— a 



34 



81 
U 







a 



«22 = 



81 





88 






— a 



28 



0, 



: — a 



a 



11 



147 

0, 



a 



14 



:-a 



24- 



2. Die Ebene dreier Berührungspunkte. Die Ebene der drei 
letzten Punkte (5) hat die Gleichung: 

(6) «ll«24^1 + «22«14^2 + «81 «24^8 + «14 «24^4 = ^f 

der ersichtlich die Koordinaten aller drei Punkte genügen. 

Die Koordinaten des ersten Berührungspunktes ^^s ^^^ ^^ 
vierten harmonischen B^^ zu E^, E^ und jB,j (§ 40, (4)) sind bezüg- 
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lieh 0, — »i8> ^iif ^ ""^ ^y ^28? ^ny ^ ^^®^ ^° ®^°® gemeinsame Be- 
zeichnung zusammengefaßt: 

(7) 0, - *025, a„y mit * = 1 für jB„, * = - 1 für JB„. 

Setzt man diese Koordinaten in (6) ein, so ergibt sich mit Fort- 
fall des Faktors a^^i 

oder nach (4): 

(8) -*«i5«14+«81^J4=0. 

Diese Gleichung ist aber, wie auch die Vorzeichen £^, ausfallen, stets 
entweder mit d = + 1 oder mit d = — 1 erfüllt, sodaß entweder jB^, 
oder B^ auf der Ebene (6) liegt. Also^^*): 

Wenn einer Fläche zweiter Ordnung ein windsdhiefes Vierseit um- 
heschrieben ist, so liegen entweder die Berührungspunkte der vier Seiten 
in einer Ebene oder jede Seite wird von ihrem Berührungspunkt und 
ihrem Schnittpunkt mit der Ebene der drei andern Berührungspunkte 
harmonisch geteilt. 





Fig. 217. Fig. 218. 

3. Zwei feste Tangenten als Q^genkanten des Koordinaten- 
tetraeders. Wenn die Fläche (1) nur von den beiden Kanten e^^ = E^E^ 
und e^^= E^E^ beröhrt wird, ist: 

(9) «11 = «2,033 - d\^ = 0, a^= a^^a^ - aj^ = 0. 

Da nun bei gleichbleibendem Koordinaten tetraeder den Koeffizienten 
«23 und a,4 durch geeignete Wahl der Vorzeichen von x^ und ar^ 
(I § 57, (12)) je ein willkürliches Vorzeichen erteilt werden kann, so 
liegt keine Beschränkung darin, wenn wir mit beliebig gewählten 
Vorzeichen der doppelt gestrichenen Wurzeln setzen: 

s 

(10) «28 = y«22Vör8. öu^VaTlVäu- 

Eine Fläche zweiter Ordnung, die von zwei windschiefen Geraden 
berührt tvird, kann daher, indem diese Geraden als Gegenkanten e^^ =« E^E^ 
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und e^^» -^1^4 d^ Koardinakntetraeders gewähU werden^ in der Form 
dargesteUt werden (Fig. 218) : 

ai) (y^^,+v^x,y+ (i^iOTi+y^a:;;* 

Die Berührangspankte B^^ und B^^ der beiden Kanten e^ und e^^ 
haben alsdann die Koordinaten: 



(12) B„:0,- ya„, ya„, 0; B,^ : - Va^, 0, 0, ]/a„ . 

4. Tangente als Transversale zweier Tangenten. Sind nun 
die Koordinaten der Treffpunkte T^^ und T^^ einer Transversale t der 
beiden Tangenten e^ und e^^: 

(13) 2g3 : 0, x^ j x^ , 0; J^^ • ^i > ^7 ö> ^4 ; 

so sind die Koordinaten des laufenden Punktes P der Transyersale t: 

(14) P:x,^k'0 + iix^^, x,^Xx^^+ii'0, ^r^^AV+^'O, 

a:^ = A • + fta:/. 

Der Parameter A : fi eines Schnittpunktes der Transyersale mit 
der Fläche genügt nach (11) der Gleichung: 

Soll die Transversale selbst Tangente sein, muß demnach werden: 

oder mit: 

(15) £ = ±1: 

(16) (asi^s'^i' + «12^1' V + «M^-2' V + «84^3' V) 

- £ (Ya^^x,^ + }/a33^3«)(>/^,^,« + 1/a^ V) - 0. 

Diese Bedingung drückt aus, daß die Transversale t » ^»^u 
Tangente der Fläche ist. Der laufende Punkt (14) der Transyersale 
genügt alsdann der Gleichung: 

(17) («81^3^1 + ^'la^J ^S + «24^2^4 + «34^8^4) 

- € (yägja:^ + Va^fi^^){ya,iX^ + Yä^^xJ = 0, 

die mit dem doppelten Werte (15) zwei Flächen zweiter Ordnung 
darstellt. 

Der Ort einer Tangente der t lache zweiter Ordnung (11), wdcke 
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7. Zwei Tranflversaltangenten sweier Tangenten. Sind nun 
t und t^ zwei Tangenten, welche die beiden festen Tangenten €^ 
und 6^4 schneideo, also mit ihnen ein umbeschriebenes Vierseit bilden, 
und sind B, B' und B^j B^ ihre Schnittpunkte mit den beiden 
Ebenen (18) und B und B^ ihre Berührungspunkte mit der FULche, 
so liegt entweder B^ oder B^ in derselben Ebene (18), wie B. Im 
ersteren Falle aber liegen alle vier Berührungspunkte ^^i,, B^^j B, B^ 
in derselben Ebene, im letzteren schneidet die Ebene der drei Be- 
rührungspunkte J^3, B^^y B die Tangente t^ in dem vierten harmoni- 
schen B^ zu ihrem Berührungspunkt B^. Damit ergibt sich also 
wieder der Satz unter 2. 



§ 146. Die Erzeugenden der Fläche zweiter Ordnung. 

1. Bedingung für zwei Ebenen einer Erseugenden. Die Schnitt- 
linie zweier Ebenen u und u gehört nach § 142, (19) ganz der Fläche 
zweiter Ordnung: 

4 4 

(1) /•-2*2«*'^*^'=^ 

1 1 

an, wenn neben der Bedingung der Tangente (§ 144, (3)): 

(2) ^""'-0 
auch noch die Bedingungen bestehen: 

(3) Alf = 0; Ä, i = 1, 2, 3. 4, 

welche nach § 142, (19) die Bedingung (2) zur Folge haben. 

1. Die SchnüÜinie zweier Ebenen ist also Erzeugende der Fläche 
(1), wenn, die mit den Koordinaten u^. und u/ der beiden Ebenen ge- 
ränderten Unterdeterminanten (3) sämtlich verschwinden. 

Da aus (3) nach § 142, (43) folgt: 

(4) A" = - Fiu,, u„ t(3, uj = 0, A"' = - F(u,\ m,', u,', <) = 0, 

so ergibt sich mit Rücksicht auf § 143, (2): 

IL Jede durch eine Erzeugende der Fläche (1 ) gehende Ebene ist 
Tangentialebene. 

Über die Bedeutung von Ä'l^' = in § 142, (44) s. später 
§ 149, (13'). 

2. Quadratische Komplexe der Erseugendenr Die Gleichungen 
(3) stellen zehn Komplexe zweiten Grades dar, denen eine Erzeugende 
angehören rauß.^^*) Insbesondere sind: 



(5) 
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^K ' =• «M«4* + «n36* + o««»* - 2a,4(7,9, + 2a„g,?^ - 2a,ig«}, 

= ^M '(«*» - «6. Si) - t>» 
^M ' = «iift* + o»»?4* + «ufc* - 2a,4g47s + 2a*i9iQi - 2a„gj84 

^« ' = «11 9i* + «m9j* + «wft* + 2a5,ftg, + 2ö,ift9i + 2oi,gig, 

die Komplexgleichungen (I § 72, (24')) derjenigen Kegdschnitte, in denen 
die Fläche (1) von den vier Koordinatenebenen geschniüeh wird and 
deren Gleichungen in Punktkoordinaten dieser Ebenen lauten: 

(6) Äl:;^'{x^,Xi,x^) = 0, A^^{Xi,x^,x^) = 0, ^|^"'(a:i,a:„ arj =0 

-^44" (^1» *»> ^«) ~ ^ 
(I § 69, (18'); (19')). 

3. Bedingung für swei Punkte einer Brseugenden. Ist eine 
Gerade durch zwei Punkte x^^^^ und Xj^^^ gegeben , so sind nach 
§ 142^ (11) die Bedingungen dafür , daß sie eine Erzeugende der 
Fläche ist: 

/ii = o, /;,=o, /•„ = o. 

Die Gleichungen sind in ihrer Gesamtheit unabhängig dayon, daB für 
Xj^^^ oder x^^ ein anderer Punkt Xj^^^ + kXj^^^ der Geraden gesetzt wird. 
Die beiden äußeren bedeuten, daß die Punkte :r/^) und Xj^^ auf der 
Fläche liegen, die Bedeutung der mittleren vgl. § 149, (6). 

Die Verbindungslinie der Punkte \ Die Schnittlinie der Ebenen u^^^ 



x^^^^ und Xj^^ ist Erzeugende der 
Fläche zweiter Ordnung (1), wenn: 

(7) /•ii = o, A,-o, /-„-o. 



und u^^^ ist Erzeigende der Fläche 
zweiter Klasse § 138, (l'), wenn: 



4. Erzeugende und Tangentialebene. Die zweite Gleichung (7) 
gibt nach § 143, (5) bei festem Punkte Xj^S^^ die Tangentialebene in 
ihm in laufenden Koordinaten x^^^ und bei festem Punkte a:/*) die 
Tangen tialehene in ihm in laufenden Koordinaten Xj^^^^ (falls es sich 
nicht um einen singulären Punkt handelt). 

Die Verbindungslinie zweier Punkte der Fläche ist Erzengende, 
wenn jeder in der Tangentialebene des andern liegt. 

Dabei ist also x^'^ irgend ein Punkt der Schnittlinie der Fläche 
mit der Tangentialebene des Punktes xf^^K Diese sehneidet aber, wenn 
sie nicht ganz der Fläche angehört, in zwei getrennten oder zusammen- 
fallenden Geraden: 

Stande, Flächen «weiter Ordnung. IL 53 
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Durch jeden Punkt der Fläche • In jeder TangentiaUbene der 
zweUer Ordnung gehen im allge-\ Fläche eweUer Klasse liegen im 
meinen zwei Erzeugende. aUgemeinen ztm Erzeugende. 

6. Lineare Bedingungen der Brsengenden« Die drei Gleichungen 

(7) können in der Form geschrieben werden (§ 138, (6)): 

4 4 4 4 ' 

1 11 I 

oder, wenn wir mit: 

(9) V^^=/i^«, V*) -/;(») 

die Koordinaten der Tangentialebenen der Punkte x^^^^ und Xj^^ be- 
zeichnen: 



(10) 2j'<w>-o, 2j'<w>-o, 2i<*W'>=^, ^*«*««,«-o. 

Sie sagen dann aus, daß die Punkte rr^^) und ^^ beide in der £bene 
u^^) und beide in der Ebene u^^ liegen, oder dafi der Strahl p — oif^^a^^ 
mit der Achse g^u^^^xu^*) zusammenfällt, also (I §59, (8)) mit einem 
Proportionalitätsfaktor q: 

(11) 9Pk-^k^ 

Nun ist aber nach (9), wie §68, 22: 



* * * 

— ^"'a, a;^'^ ^"a, a;^-^— ^^a, x^^^ ^*ai.-ir' 



m.^— .^_ — '" 

l" 

4 4 







1 1 

6 







WO mn die Reihe § 138, (20) durchläuft, also mit der Bezeichnung 
§ 138, (9) (I § 59, 1): 

6 
(12) !?* = 5"«»mP 



m 
l' 



Damit ergibt sich aus (11)"'): 

Die Strahlenkoordinateti einer Erzeugenden der Fläche genügen 
den sechs Bedingungen (auch aus § 149, (4) mit q^ = qjt^Pt)' 

6 

(13) m-^2*'^*'»^«»' 

wo k und k komplementäre Kombinationen der Beihe § 138, (20) bedeuten. 
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6. Srseagende des Kegels. Da auch beim Kegd nach 1^ II 
zwei Ebenen, die eine Erzeugende bestimmen, beide Tangentialebenen 
sind und daher beide durch die Spitze gehen (§ 143, 4, 1), so folgt: 

Jede Erzeugende des Kegds geht durch seine SpUsfe. 

Dann kann einer der beiden Punkte a^^^ und a^^, die die Er- 
zeugende bestimmen, etwa sf^^^ in der Spitze angenommen werden. 
Für Riesen ist dann mit: 

/;w=0, /iW-0, f,w=0, /;<»)= 

(§ 139, (ö)) schon von selbst: 

(§ 138, (6)), so daß nur die dritte Bedingung (7) bleibt. 

Jede Gerade, die einen Funkt des Kegels mü der Spitee verbindet, 
ist eine Erzeugende. 

Durch jeden Punkt des Kegels, außer der Spitze, geht nur eine 
Erzeugende hindurch. 

Die Gleichungen (13) sind beim Kegel (§ IH (16)) «-it . = 
erftUlt, also: 

(14) 2^a»».P» = 

1 

und stellen die oo^ Strahlen durch die Spitze des £egels dar. 

Die Erzeugenden des Kegds sind daher in Linienkoordinaten durch 
die Gleichungen (14) in Verbindung mit einer der Gleichungen (5) 
dargesteUt, für A^^+0 der letzten (§ 71,(20)): 

(15) ^::'iP,, Ä, A) - 0. 

7« Die Emeugenden des Ebenenpaares. Beim T3)enenpaar re- 
duzieren sich die sechs Gleichungen (14) nach § 139, (16) auf die 
einzige: 

(16) yrCPn,-^, 



die GleuJiung der Achse q^ des Paares in Linienkoordinaten (I § 60, (8)). 
Die Gleichung (15) aber zerfällt wegen A^ = in zwei lineare Fak- 
toren, deren jeder eine Gerade darstellt. Die gemeinsamen Transver- 
salen einer jeden solchen Geraden und der Achse des Paares geben 
die Erzeugenden des Paares. Zwei Gleichungen (6) sind nötig. *^^) 

8. Die Erzeugenden der Doppelebene. Für die Doppelebene 
werden die Gleichungen (14) nach § 139, (29) identisch, während die 
Gleichungen (5) nach § 139, (27) vollständige Quadrate werden^'®): 

(17) SM;r (P4, Psy Pe) - K«Qi + <Q, + V95)S . • . 

53* 
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Es sind also dann drei von den Gleichungen (5) als Gleichungen der 
Doppelebene in Strahlenkoordinaten nötig (I § 60, (1')). 



§ 147. Die linearen Komplexe der Erseogenden. 

1. Die linearen Komplexe der Brseugenden. Die Bediiigiuigen 
für die Strahlenkoordinaten einer Erzengenden der eigentlichen Flache 
zweiter Ordnung und Klasse (§ 143, 1; 3)* 

4 4 4 4 



(1) /•=Z*Z'«»«***«=0, (1') F -^»^U««,«, - 

11 11 



lauten nach § 146, (13): 



6 



(2) QPkS'^^^niPmf 

1 

WO k die Werte 1, 2, 3, 4, 5, 6 und Je die entsprechenden 4, 6, 6, 1, 2, 3 
durchläuft. 

Die Gleichungen (2) stellen seclis lineare Komplexe dar, denen die 
Erzeugenden der Fläche angefiören (§ 86, (1)). 

Wenn aber unendlich viele Wertsysteme der fünf Verhältnisse 
der sechs Strahlenkoordinaten, die schon an die Bedingung: 

0^) P = PiPA+PiP^+ PsPb - 

gebunden sind, auch noch den sechs Gleichungen (2) genügen sollen, 
so können diese nicht unabhängig Toneinander sein. Die Art ihrer 
Abhängigkeit soll zunächst untersucht werden. 

2* Die Determinante des Problems. Da die sechs Gleichungen 
(2) in den sechs Größen p^ linear und homogen sind, muß ihre Deter- 
minante: 







«11 




«ij 




«18 




«u 


Q 


«15 




«16 








1 «»i 




«82 




«M 




«« 


* 


«»5- 


-P 


«»6 




(4) 


0(p)- 


«31 
«41 


Q 


«S2 
«4S 




«83 
«« 




«84 
«44 




«35 
«45 




«86 
«4« 


9 






«5t 




«5! 


Q 


«M 




«54 




«55 




«56 








«61 




«6S 




«63- 


Q 


«64 




«65 




«66 





verschwinden, also der Faktor q eine Wured der Gleichung sechsten 
Grades: 

(5) e(p) = 

sein. 
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3. Die Besipirosit&t der Gleichung Bechsten Grades. Die Deter- 
minante: 
(6) A-e(0)- «„ 

hat den Wert (I Anm. 1, III, (13)): 

(7) A - a; 

wo Ä die Determinante der Flache (1) ist. 

Indem man nun die Determinante (6) in der Form: 



cc 



44 



a 



4& 



a 



46 



a 



41 



a 



4S 



a 



43 



(8) 



a. 



54 



CC 



&6 



er 



56 



a 



51 



« 



53 



CK, 



58 



a, 



64 



a. 



65 



a 



66 



«. 



61 



a 



6S 



er, 



6S 



a 



14 



a 



15 



a 



16 



a 



11 



a 



IS 



a 



IS 



a 



14 



a< 



85 



^6 ^n «82 «28 



«84 «85 «86 «81 «8i «88 



mit der Determinante (4) multipliziert und dabei die Beziehungen 
(I Anm. 1, 111,(19)): 



m 



6 



(9) 




r'^km^im oder 




^««*«m/ = 



A für J = ft, 
„ l^k, 



benutzt^ ergibt sich: 

^-«4iP -«5i(> 
! -««P ^--«58(> 



Ae(9) = 



-«8l(> 
~«88(> 
-«88(> 
-«d4(> 
-«85(> 



-«6l(> -«llP -«SlP 

— «68 (> - «1J(> - «J«C> 

- «48(> — «58p ^ — «68p - «18p - «WP 

^ — «45p - «65p — «65p — «15^ ^ ^ «25p 

— «46p — «56P ~«66P —«16p - «26p ^ - «86P 

oder, wenn man rechts den Faktor (— qY heraashebt, die drei letzten 
Kolonnen mit den drei ersten und a^, mit a^^ vertauscht: 

(10) ^».e(p) = -p«.e(^). 

Nimmt man nun für die Entwicklung der ganzen Funktionen (4) 
mit Rücksicht auf (6) und (7) die Form:"») 

e(e) = A^+h'g + cV+ n(»»+ cp*+ 6p*- p« 
an, so folgt aus (10) identisch in p: 

AHA^ + Vq + cq* + ag' + cp* + 6p^ - p«) 

= - .IV*- Ab'Q^- A*CQ^- A^iQ^- A*CQ*- A^bQ + A" 
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und damit: 

"ÄV-^A^, --A^c'^Ah, -il»o-^V ^AU^A^c% —A^^A^h' 

oder: 

V^-An, c'^-Ac, a = 0. 

Die gm%zc FufMicn Q(fi) hat daher die Farm: 

(11) e(Q) = A^^ A^Q - ACQ*+CQ^+ 6p*- q\ 

wo b und c noch gu bestimmen bleiben. 

4. Bestimmung des Koefflsienten b. Da der Koeffizient von q 

auch der Null wert des Differentialquotienten :^*') 

^^'^ 8'(aj4 — p) 8(a„ — p) ^(aae — p) ^(a« ~ p) 8(a„ — p) ^(A,, — p) 

ist^ so folgt: 

oder (I Anm. 1, III, (14)): 

oder^ da die Summe yon a^^y oc^s» ^86 ^^^ § ^^7 (^^) ▼erschwindet: 

Die ^an;8;e Funkti^m Q{q) hat daher die Form: 
(12) e (p) = ^» - ACQ^ + cp* - (>•. 

6. Q{q) als vollständiger Kubus. Multipliziert man die Deter- 
minante 6(p) in (4) mit der Determinante 6(— p)^ ftir die man aber 
die in (8) getroflene Anordnung der Zeilen und Kolonnen wählt, so 

folgt nach (9): 

A-Q^ 0000 

0(p)0(-p)= A-Q^Q 0'=(^~p*)^ 



Da aber nach (12) Q{— q) = Q{q), so wird auch: 
und hiernach, da q^ in (12) den Koeffizienten — 1 hat: ^ 

(13) eiQ) = iA-Qy. 

Die Determinante (4) ist also ein vollständiger Kubus, und die 
Gleichung sechsten Grades (5) hat zwei dreifadte Wurzeln: 

(14) q^ + Ya und Q YA. 

6. Die Elementarteiler von 6(()). Nach dem Multiplikations- 
verfahren, welches in 6 für e(p)0(— g) gebraucht wurde, folgt, 
wenn man für -die Bildung der Differentialquotienten von 6(^) vor- 
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Übergehend a^, und a^^ als verschieden behandelt: 

; 1 I I «44 «46 «i6 <^41+Q «41 «4a 



«Jl «M «2« «14 «16 - P «16 



X 



«64 «56 «6« «81 «5t+ P «5$ 



«81 «8« «88 «84 «85 «86 " (> ' «64 «65 «66 «61 «6» «68+ Q 

******* * * * *t ••••••••».•. 

' «45 «85 «65 «15 «16 + P «86 ' 

Ä-Q^ j /J f^6 

=* I ^ =" «46(-^ — PV ; 

A-Q^ Ol 



oder da nach (13): 
ist: 



e(- e) - e(<,) = (^ - >»)» 



(15) ^/^f = (^ - p«)V«, 

und ebenso: ' 

und entsprechend alle übrigen Unterdeterminanten von 6(p). Auf 
gleiche Weise erhält man: 

^ ^ a«„a«,, "^ «««64 ^(^*^-*)^^^ «81 «82 

Jede der beiden dreifachen Wurzeln (14) der Determinante sechsten 
Grades 6 (p) i«^ ofoo zweifache Wurzel aller Unterdeterminanten fünften 
und einfache Wurzel aUer Unterdeterminanten vierten Grades (§ 50, 9). 

7. Die Abhängigkeit der sechs linearen Komplexe. Die sechs 
linearen homogenen Gleichungen (2) können nach 2 nur bestehen, 
wenn q einen der beiden Werte (14) hat. Daher müssen die Erzen- 
genden der Fläche (1) dem einen oder andern der beiden Gleichungs- 
systeme genügen (Ä: = 1, 2, 3, . . ., 6): 

6 6 

(17) VAp,^^a,^,^p„^, (18) -YAp^^^ a,^p„^. 

1 1 

Da aber nach 5 und 6 nicht nur die Determinante eines jeden 
der beiden Systeme von sechs Gleichungen, sondern auch alle ihre 
Unterdeterminanten fünften und vierten Grades verschwinden, so ent- 
hält jedes der beiden Systeme nur drei unabhängige Gleichungen, also: 

Die Erzeugenden der Fläche (1) zerfallen in zwei Scharen (17) 
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und (18); jede Schar besteht atis den gemeinsamen Geraden dreier un- 
abhängiger linearer Komplexe.^'^^) 

8. Besiehimg der beiden Scharen sueinander. Ist p irgend 
eine Oerade der Schar (17) und p eine der Schar (18), also: 

6 6 



1 l" 

SO folgt durch Miütiplikation beider Gleichungen und Summation 

1 111 

oder da nach (9) der Ausdruck in runder Klammer A oder ist, 
je nachdem » = w oder n + w: 

6 

1 1 

also, da die beiden Summen dieselben sind: 

6 

1 

Dies bedeutet aber, da ^ 4= (I § 59,(15)): 

Jede Gerade der einen Schar (17) oder (18) schneidet jede Gerade 
der andem}^^) 

9. Besondere Fälle. Für das einschalige Hyperboloid: 

(19) S+|i-S-i=o 

ist: 

1 1 1 _ii/j_l .1 

_1 __1^ 1 1 _J_ _i 

aUe übrigen a^^, und a^^=0. Die sechs linearen Komplexe (17) oder 
(18) werden daher: 

Pi ^P± Pt ^Pp Pi ^_Po 

Bübc a" sabc 6" sabc c" 

Pj _ />!_ i>5 ^ Pi i>o. __ P» 

eabc b*c*^ sabc c*a*^ eabc a*b* 

und enthalten nur die drei unabhängigen: 

^ '^ oc a' ca b ' ab c ' 

wie sie § 82, (22) gefunden wurden. 
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Für das hyperbolische Paraboloid: 

(21) y;_i; + 2x=o 

sind: 

«22=51; «83 = — ^7 «14=1; l/^ = __75;p, «=±1, 

__ 1 J_ _ 1 _ . 

^1 ~ 51^«? ^26 ~~ ^iy ^ ~ 51; ^^^U "■ ^9 

alle übrigen a^, und a^, gleich 0. Die sechs linearen Komplexe (17) 
oder (18) werden daher: 





Pt Ps 

-Bbc 6«' 


Ps Pf 

— tbc c*' 


P4 Pi 
9bc b^c*' 


P6 Pe 
Bbc c*^ 


P6 Ps 

— «6c 6«' 



und enthalten nur die drei unabhängigen: 

(22) Pi = ^bcp^y ^Pt-^^Pzy ^P5=«&ftl 
wie sie § 83, (19) gefunden wurden. 

10. Die lanienfläche dreier Komplexe in Ponktkoordinaten. 

Sind jetzt irgend drei lineare Komplexe durch die Gleichungen gegeben: 

(23) C2ii>i + c„ A + c,3 j>8 + c,^i>4 + C85i)5 + c^ePe = , 

' ^Sli>l + ^2A + C53/)3 + C^p^ + C35i?5 + (^ePg = 0, 

so fragen wir nach dem Ort derjenigen Geraden, die jedem der drei 
Komplexe angehören. ^'^) 

Ist p^ eine solche Gerade und x^^ ein Punkt auf ihr, so bestehen 
die Bedingungen (I § 59, (10); § 60, (1)): 



(24) 



2>6^2 — Ph^Z + 1>1^4 = , 
i^4^8-/>6^1+A^4=0, 

PlXi + PjXg +1)80:3=0, 



von denen drei, für x^'^^ die drei ersten, in bezug auf die Koordi- 
naten p^. unabhängig sind. Für den Ort des laufenden Punktes x 
einer gemeinsamen Geraden j>^. der drei Komplexe erhält man daher 
durch Elimination der p^ aus den Gleichungen (23) und den drei 
ersten (24): 
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—11. 




Cu 


c« 


Cw 


«14 


«15 


«1« ; 


c,l 


cn 


Cn 


Clt 


«t& 


Ch I 


Cll 


Cn 


<•« 


Cu 


<y 


<i« 


^4. 











-«» 


«» i 





«1 





^i 





-«!' 








^4 


«, 


«1 


i 



(25) ,-^1 « w ~ • "• >0. 



Entwickelt man die Determinante (25) nach den ünterdetermi- 
nanten der drei ersten und der drei letzten Zeilen und setzt SEur Ab- 
kürzung:*^*) 



^1 * ^1 J ^1 w« 



(26) 



fjt «ji «»« = (klm) :^ - (Ihm) , 

<T1* «5« ^m 

80 lautet die Gleichung (25): 

(27) x^g = 0, 
wo: 

(28) g = (234)z,H (315) V+ (126)a;,«+ (456)a:,«+ [(125) + (316)]«,:r, 
+ [(245) - (364)lx,a:, + L(236) + a24)]x^x, + [(356) - (145)]a?,«4 

+ [(314) + {2ib)]x^x^ + [(164) - {2be)]x^x^. 

Hätten wir bei vorstehendem Verfahren, statt die vierte Gleichung 
(24) wegzulassen, die erste^ zweite oder dritte unterdrückt, so hätten 

wir statt (27) erhalten: 

(29) ^«15^ = 0, 0:2// = 0, 0:5^ = 0. 

Da aber x^, x^, x^, x^ nicht alle sind, folgt för den gesuchten 
Ort jedenfalls: 

(30) g = 0. 

Der Ort der gemeinsamen Geraden der drei linearen Komfiexe 
(23) ist eine Fläche zweite Ordnimg (30) mit der Bedeutung (28) von g. 

11. Die Linienfläohe dreier Komplexe in Ebenenkoordinaten. 

Benutzt man an Stelle von (24) die Bedingungen der vereinigten 
Lage einer Ebene m^ mit einer gemeinsamen Linie der Komplexe 
(23) il § 59, (11 ), so ergibt sich für die Ebene die Bedingung: 
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'li 


C18 


«u 


«lä 


'•16 


Cti 


«xs 


<»a 


««4 
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«S« 


«81 
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«:-.S 


<T14 


«85 


«S6 ■ 
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«4 
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«3 





»i 





"4 
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-«<» 


«1 











«4 



(31) '' »* ••» ^* »* ''»« | = M^r; = 0, 
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WO wiederum mit der Abkürzung (26): 

(32) G-(561)ui»+ (642) V+ (453)wj«+ (123)m^« + [(452) + (643)]ti,W3 

+ [(512) - (631)]t<i w^ + [(563) + (451)]w,Ui + [(623) - (412)]ti,u, 

+ [(641) + (562)]tij u, + [(431) - (523)]u,u^. 

Die Koeffizienten in (28) und (32) unterscheiden sich nur durch 
die Vertauschung der Indizes 1; 2^ 3 bezüglich mit 4^ 5, 6. Dual 
zu 10 ergibt sich daher: 

Die Gresamthüt aller Ebenen, die durdh eine genieinsame Gerade 
der drei linearen Komplexe (23) gehen, umhüllt eine Fläche zweiter Klasse. 

(33) , G = 0, 

ivö G die Bedeutung (32) hat. 

12. Beacnderer Fall. Die Komplexe (23) können auch spezielle 
Komplexe sein (§ 86, 4). Dies ist unter anderen der Fall, wenn 
ihre Gleichungen die Form haben: 

Pi+^P4.+ ^A =0. 
Die Gleichung (25) wird dann mit Einführung schiefwinkliger 
Koordinaten x, y, z, 1 für x^, x^, x^, x^: 



(34) 



1 ti m 

1 w l 

1ml 

1 -xr y 
1 £ -X 
l -y X 






n — e 
m + y 

° 1 
10 g 
00 1 -y 

n-\- z m — y 
l + x - 



n-\-z m — y 
l + x 



l — x 

— z 

x 

0. 





y 

— X 





= — n — z 

m + y l — x 
Dies ist eine bereits § 74, (22) gefundene Gleichung. ^^^) 

§148. Darstellung der Schnittgebilde in Ebenen- und Linienkoordinaten. 

1. Gleichung eines ebenen Schnitt ss in Ebenenkoordinaten. 
Die Bedingung dafür, daß die Schnittlinie q der beiden Ebenen t«^ 
und ti/ Tangente der Fläche: 

4 4 

1 1 



832 § 1*8, 1-8. 

sei, ist nach § 144^ (3): 

(2) J.««' - 

oder auch nach § 140, (22): 

(3) 22^A«;<-o. 

1 1 

Hält man nun die Ebene u^ fest, so ist dies die Bedingung da- 
für, daß die laufende Ebene u^ durch eine in der Ebene u^ liegende 
Tangente der Fläche, also eine Tangente der Schnittkurve geht. 

Die Gleichung (2) oder (3) stellt in laufenden EhenenioordinfUm 
Uj^ die Schnittkurve der Flädie (1) mit der Ebene u^ dar.^^) 

2. Der Bang der Schnittkurve als einer Fl&ohe sweiter ElasM. 

Als Fläche zweiter Klasse ist das durch (3) dargestellte Gebilde zu* 
nächst vom Range 3 (§ 139, 4), da die Determinante (fc, i — 1, 2, 3, 4): 

(4) -V, =(^«)3.0«0, 
wie § 45, (19).^«») 

Ist dagegen die schneidende Ebene u^ einfache Tangentialebene, 
so erhält nach § 141, (41) die Gleichung (3) die Form: 

(5) (2^*""*') = <^' 

1 

wird also vom Range 1. Sie stellt dann den doppelt ziihJenden Be- 
rührungspunkt als Ehenenbündet dar, 

Ist die schneidende Ebene Uj^ stationäre Tangentialebene, so wird 
die Gleichung (3) nach § 141, (22) identisch erfüUt. 

3. Gleichungen der in einer Tangentialebene liegenden Er- 
zeugenden in Ebenenkoordinaten. .Unter den cx>^ Ebenen des Bündels 

(5) sind diejenigen ausgezeichnet, die nicht nur durch den Berührungs- 
punkt der Tangentialebene ti^, sondern auch durch eine der beiden 
sich in ihm kreuzenden Erzeugenden der Fläche gehen. Die Be- 
dingungen, daß die Schnittlinie q der Ebenen u und li eine Erzeu- 
gende ist, sind nach § 14G, (3): 

(6) ^ir = 0; A-,/=l,2,3,4. 
Entwickelt, ist beispielsweise: 



(7) <-'=>?5<.«;«/=o 



1 1 



die Gleichung einer Kurve zweiter Klasse in der Ebene x^ == 0. Diese 
muß in das Punktepaar zerfallen, in dem die beiden gesuchten Er- 
zeugenden die Ebene x^^O schneiden. 
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Ist daher «^ mie Tangentialebene, so daß ^" = 0, so werden die 
beiden in ihr liegenden Erzeugenden in laufenden Ebenenkoordinaien u^ 
dargestdU durch die Gleichung (2), die das Bündel am Berührungs- 
pufMy und durch eine der Gleichungen: 

(8) ^r -' - 0, ^V = 0, A"^- - 0, ^-' = , 

die die Schnittpunktpunktpaare der beiden Erzeugenden mit den vier 
Koordinatenei>enen ausdrücken. 

Besteht aber die Schnittkurve der Flache mit der Tangential- 
ebene nicht ans zwei sich krenzenden Geraden, sondern aus einer 
Doppellinie g/, indem neben -4." auch alle A^j verschwinden, so wird 
ans (7) nach § 141, (48): 

(9) ~ SM-' ^ b,,{q,' u/ + q,' u^ + qS u^f 

ein vollständiges Quadrat. Jede der Gleichungen (8) stellt dann einen 
der Schnittpunkte der Doppellinie mit einer Eoordinatenebene dar; 
zwei von ihnen sind also die Gleichungen der Doppellinie in Ebenen- 
koordinaien (I § 59, (12)). 

4. Gleiohting der Schnittkurve in Linienkoordinaten. Die 

Gleichung : 

(10) ^«-'«^'=0 

bedeutet nach § 140, (33), daß der Schnittpunkt der drei Ebenen 
u, u'y tt" auf der Fläche (1) liegt. 

Nach den Strahlenkoordinaten |)/ der Geraden u X u' entwickelt, 
lautet die Gleichung (10) nach § 140, (37): 

6 6 

(11) 22<p^'p^=^- 

1 1 

Diese Gleichung drückt daher bei festen u^ die Bedingung aus, daß 
die laufende Gerade p/ die Schnittkurve der Fläche mit der Ebene u 
triflPt, oder: 

Die Gleichung (11) ist die Gleidtung der SchnittJcurve der Fläche 
(1) mit der Ebene u in laufenden Sirahlenkoordinaten p^. (die Komplex- 
gleichung der Schnittkurve), 

Ist die Ebene eine stationäre Tangentialebene mit der Berüh- 
rungslinie qf!^y so wird die linke Seite der Gleichung (11) ein voll- 
ständiges Quadrat (§ 141, (48)): 

6 

(12) (2«?>;)=o. 
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5. Oleiohung des Sohnittptmktpaares in XbenenkoordlnateiL 

Nach den Ebenenkoordinaten u/' entwickelt^ lautet die Oleichang (10) 
nach § 140, (42): 



(13) ^fZ'^rr'V'^-o. 

1 1 
Diese Gleichung drückt daher bei festen u^, u/ aus, daß die laufende 
Ebene u^" durch einen Schnittpunkt der Achse q^^^uxu mit der 
Fläche geht. 

Die Gleichung (13) steUt das Schnütpunktpaar der Fläche (1) und 
der Geraden uxu in laufenden Ehenenkoordinaien i»/' dar. *•*) 

Ist jedoch mit j1"*''=0 die Gerade uxu Tangente der Fläche, 
so wird die Gleichung (13) nach § 142, (35): 

4 

(14) (2^*"<') = 0' 

1 

WO xl^ die Koordinaten des Berührungspunktes sind. Diesen stellt 
alsdann die Gleichung (13) doppelt zählend in laufenden Ebenen- 
koordinaten u^' dar. 



II. Kapitel. 

Polartetraeder, Polarberührungstetraeder und 

Schmiegungstetraeder. 

§ 149. Polartetraeder und Quadratdarstellung. 

1. Harmonische Pole. Das Schnittpunktpaar der Fläche § 142, (1) 
mit der Verbindungslinie der beiden Punkte x^^^ und Xj^^ hat nach 
§ 142, (7) in Zweieckskoordinaten t/j, y^ in bezug auf diese Punkte 
die Gleichung: 

(1") /i,V+2/i2yiy* + /'«;'/i*=o. 

Nach §40, (3) ist daher: 

(2») /;, - 

die Bedingung dafür, daß die Punkte Xj^^^ und x^^^ zu dem Schnitt- 
punktpaar harmonisch, also harmouische Pole der Fläche sind (§ 68, 5). 
Die Theorie der harmonischen Pole und ihre Folgerungen finden 
daher in TetraederJcoordinaien formal denselben Ausdruck, wie in ho- 
mogenen gemeinen Koordinaten, wo ebenfalls die Bedingung § ()8, (7) 
den Ausgangspunkt bildete. Es bedarf daher nur der Angabe der 
bezüglichen Formeln in Tretraederkoordinaten: 
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In heeug auf die Fläctie zweiter \ In hezug auf die Fläclie zweiter 
Ordnung § 138, (1): i Klasse § 138, (V): 

4 4 4 4 

(1) r-^5«*.^*^i-0 (1') F = y}y!e,,u,u,^o 



11 11 

sind zwei Punkte Xjj^^^ und x^^ har- j sind zwei Ebenen Uj^^^ und u^^^ 
manische Pole unter der Bedin- > harmonische Polarebenen unter der 
gung: Bedingung: 

4 4 

(20 F,,^^^F,(^W^ 

1 

4 



(2) f»-2in"'l'' 




■2/;**i 



(1) 



0. 



.^-Fi^Mi^^'-O. 



3. Koordinaten der Folaxelemente. In bezug auf (1), bezfig- 
Ucli (10 sind ferner (§ 68, (18); (22); (25); § 77, (7); (8); (9)) die 
Koordinaten 

der Polarebene eines Punktes x^: 'des Poles einer Ebene e/,; 



(3) 9^k- fk-^^ki^n 

1 

der Polare einer Geraden jp,; 

6 

(4) 9Qk=^k^^^kiPn 

1 

des Poles einer Ebetie «,; 

4 

(5) QX^=-F,=^^A,,u,, 



(3') tfa;,-Fi=2c„«,; 

1 

der Polare einer Geraden g,: 

6 

(40 ip; " \=^hiV, 

1 

der Polarebene eines Punktes x^i 

4 

(5') (fu^^f^^^E,,x,, 



3. Konjugierte Blemente. Eonjogiert sind (§ 68, 29; 31) zwei 
Elemente, wenn jedes mit dem Polarelement des andern vereinigt 
liegt. Dabei ist (§ 68, (7); § 77, (2)): 



(6) /-.»»^/i^'^^;*' 



4 4 



1 1 



die Bedingung für zwei konjugierte 



(60 Fu''2}F.'''»^"' 




4 4 



1 1 



die Bedingung für zwei konjugierte 



Punkte Xf^^^^ und x^^^^ oder die Glei- Ebenen m/^^ und u^^^ oder die 
chung der Polarebene (§ 68, (14)) Gleichung des Poles (§ 77, (5)) der 
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des Pnnktes x^.^^^ in laufenden i Ebene u^^^^ in laufenden Ebenen- 

Punktkoordinaten a?/*); Ikoordinaten u^<^; 

6 I 6 

(7) <)Pi. -2 <P.^^> A^'^ ' (7') <«>i. -^'^.^^^ ?.<•> 

1 . 1 

6 6 6 6 



(8) F,,~^^F,wu,<.») ;(8') /;.=2/;w*, 

1 1 

4 4 4 4 



11 i 11 

die Bedingung für zwei konjugierte ' die Bedingung für ewü konjugierte 
Strahlen Pj^^) und p^^ (§68, (29)) ' ^c/i5c;i g^(*) und g/«) (§77, (13)) 
oder die Gleichung der Polare \ oder die Gleichung der Polare 
(§68, (28)) des Strahles p,^^) in ; (§ 77, (11)) der Achse g/*) in lau- 
laufenden Strahlenkoordinaten ^V^^) fenden Achsenkoordinaten q^^-^ 

4 4 

11 I 11 

die Bedingung für zwei konjugierte \ die Bedingung für zwei konjugierte 
Ebenen w/^) und w,(«) (§ 68, (27)) | PunUe (§ 77, (12)) x^^^) und x,^^ 
oder die Gleichung des Poles ' oder die Gleidtung der Pclarehene 
(§ 68, (26)) der Ebene w/'^ in lau- ' (§ 77, (10)) des Punktes a:/^) in 
fenden Ebenenkoordinaten %'^\ laufenden Punktkoordinaten x,^^. 

4. Eigentliche Flächen zweiter Ordnung und Klasse. Die 

Gleichungen der eigentlidten Fläche zweiter Ordnung und Klasse lauten 
nach § 78, (10); (11) in Punkt- und Ebenenkoordinaten: 

4 4 4 4 

11 11 

femer nach § 78, (28); (29) in Strahlen- und Achsenkoordinaten: 

6 6 6 6 

(10) 9 »2*2«*'^^*-?'' = '^' (lÖ'' '^=22\,9kQ,= 0- 

11 11 

Von den Beziehungen zwischen den Koordinaten von Pol und Polar- 
ebene (3), (5), (3'), (5'): 

4 4 

(11) pw* = /i =2«*, a;„ (11') öx',= F,=2^„M, 

1 1 

sind (§ 78, 9) mit qö ^ A die einen die Auflösungen der andern. 
Dasselbe gilt mit qö = A^ von den Beziehungen zwischen den Koor- 
dinaten reziproker Polaren (4) und (4'), wenn wir, mit Rücksicht 
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auf die Reziprozität, in (4') p^, q^ mit Pj^, ql vertauscheD (I § 63, 
(19); (20)): 

6 6 

(12) pg;=y,=2«„P„ (12-) *i),= <t),=2A„*?;. 

1 1 

Die sechs Gleichungen (6), (6') — (8), (8') zwischen konjugierten 
Punkten, Ebene>i und Geraden ziehen sich entsprechend auf folgende 
vier zusammen: 

4 4 4 

1 11 

4 4 4 

(13') J';.=2-^*"^«*^"'=22a<V"<*'= 0. 

1 1 1 

6 6 r. 

1 1 1 

6 G 6 

(14') <t>,, =2 ^*"^3***' =-22^'«*"'«/*' = ^ • 

1 1 1 

5. Die iineigentliohen Flächen zweiter Ordnung und Klasse. 
Die uneigenÜichen Flächen zweiter Ordnung sind nicht zugleich Flächen 
zweiter Klasse. Es gelten also nur die links stehenden Formeln 
(1) — (8) ohne Beziehung zu den rechts stehenden. Das Umgekehrte 
gilt fOr die uneigentlichen Flächen zweiter Klasse. Charakteristisch 
ist fär alle diese Flächen das Auftreten unbestimmter Polarelemenie: 

Punkte uYihestiiumter Polar- Ebenen unbestimmten Poles, 

ebene, den Gleichungen: den Gleichungen: 

4 4 

(15) ^a„*,= (15-) ^e„u,= 

1 .1 

genügend, sind beim Kegel die genügend, sind beim Kegelschnitt 
Spitze, beim Ebenenpaar die oo^ dessen Ebene, beim Punktepaar die 
Punkte der Achse, bei der Doppel- oo^ Ebenen der Verbindungslinie, 
ebene die oo* Punkte der Fläche ; beim Doppelpunkt die <x>^ Ebenen 
(§ 139, (6)). desselben. 

Stralüen unbestimmter Polare: Achsen unbestimmter Polare: 



(16) 2%1>,= 0, 

1 

sind beim Kegel die oo- Spitzen- 



(16') 2**,«,= 0, 

1 

sind beim Kegelschnitt die oo' 



strahlen, beim Ebenenpaar die cx)^ | Achsen seiner Ebene, beim Punkte- 
staude, Flächen «weiter Ordnong. n. 64 
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Treffgeraden der Achse, bei der | paar die oo' Treffgeraden der Ver- 
Doppelebene die cx>^ Geraden des ! bindongslinie, beim Doppelpunkt 
Raumes (§ 144, (16); § 139, (16)). die cx>^ Geraden des Ranmes. 

Ebenen unbestimmten Poles: Punkte unbestimmter Polarebene: 

I 

(17) ^A,,u,^0, (17') 2^^„x,-0, 



sind beim Kegel die oo^ Ebenen 



sind beim Kegelschnitt die oo' 



der Spitze, beim Ebenenpaar die j Punkte seiner Ebene, beim Punkte- 
cx)' Ebenen des Raumes (§ 143, (9)). I paar die oo' Punkte des Raumes. 

6. PolBweiecke und Quadratdarstellung des Schnittpunkt- 
paares. Zwei getrennte harmonische Pole bilden ein Pclsweieck der 
Fläche (1), zwei getrennte harmonische Polarebenen ein Polarztveiflaelt^ 
der Fläche (1'). 

Da die Bedingung (2®) der harmonischen Pole gleichzeitig das 
Fehlen des Produktgliedes in der Gleichung (1^) ausdrückt, so er- 
gibt sich (§ 40, (4)): 

Die Gleiclnuig des Sdinitt- ' Die Gleichung des Tangential" 
ptinktpaares einer Geraden mit der , ebeneniioares durch eine Gerade an 
Fläche (1) erhält immer dann und die Flädie (1') erh(Ut immer dann 
nur dann die rein quadratische und nur dann die rein guadrcUische 
Form: Form: 

(18) /•uJ/.'+/-«yr=0, (18') I'nV+^,,«',*-0, 
wenn die auf der Geraden liegen- wenn die durdi die Gerade gehen- 
de7i Punkte x^^^\ Xj^^\ auf die sich den Ebenen u^^^^, u^^\ auf die sich 
die Zweieckskoordinaten y^, y^ be- die Zweiflachskoordinaien Vi, Vj be- 
ziehen, ein Pohweieck der Fläche ziehen, ein Polarzweiflach der Flädke 
bilden. bilden. 

Nach § 66, 9 und § 40, 3 gibt es auf jeder Geraden des Raumes, 
die nicht ganz der Fläche angehört, oo^ Polzweiecke der Flache (1). 
Ist das Punktepaar (18) ein getrenntes, gehört keine, ist es ein zu- 
sammenfallendes, gehört eine Ecke des Polzweiecks der Fläche an. 

7. Foldreieok und Quadratdarstellung der Schnittkurven. Drei 

nicht in gerader Linie liegende Punkte, von denen jeder harmonischer 
Pol jedes andern ist, bilden ein Poldreiectc der Fläche (1) \md gleich- 
zeitig der Schnittkurve der Flache (1) mit der Ebene der drei Punkte. 
Ebenso bilden drei nicht durch eine Gerade gehende Ebenen, von 
denen jede harmonische Polarebene jeder andern ist, ein Polardreiflach 
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der Fläche (1') und gleichzeitig des Berührongskegels der vom Schnitt- 
punkt der drei Ebenen an die Fläche gehi 

Da für die Ecken x^^^\ x^^\ a:/') eines solchen Poldreiecks 
nach (1) /is^/ii^' A«= 0, so folgt mit Rücksicht auf § 141, (7): 

Die Gleichufig der Schnitt- Die Gleichung des Berührungs- 

hjvrve einer Ebene mit der Fläche kegeis von einem Punkte an die 
(1) erhäU immer dann und nur Fläche (!') erhalt immer dann und 
dann die rein quadratische Farm: nur dann die rein quadra^ischeFarm: 

(19) fnyi'+fW+fMyt'-o, (19') f,.v+^mV+^,5V=o, 

ivenu die in der Ebene liegenden ' wenn die durch den Punkt gehenden 
Punkte x^^^\ Xi}*\ x^^^\ auf die sich Ebenen Uf,^^\ u^^*), u^^^\ auf die sich 
die DreieckskoordimUen y,, y,, y^ die Dreifliuhskoordinaien t^j, i?,, v, 
bejnehen, ein Poldreieek bilden, \ beziehen^ ein Polardreiflach bilden. 

Nach §46, 10 — 12 gibt es, wenn die Schnittkurve ein eigent- 
licher Kegelschnitt oder ein getrenntes Linienpaar ist, in der schnei- 
denden Ebene oo^ Poldreiecke, wenn sie eine Doppelgerade ist^ 
deren oo*. 

Es ist also stets auf unendlich riele Weisen möglich, die Glei- 
chung der Schnittkurve auf die Form (19) xu bringen. 

8. Begriff des Foltetraeders.^*') 

I. Ein Tetraeder ist dann ein , I'. Ein Tetraeder ist ein Polar- 
PdUetraeder der Fläche (1), wenn ebenentetraeder der Fläche (l"), wenn 
jede seiner Edcen harmonischer Pol jede seiner Seitenebenen harmonisdte 
jeder der drei andern ist. Polarebene jeder der drei andern ist 

Aus § 68, 8 und § 77, 3 ergibt sich dann die weitere charakte- 
ristische Eigenschaft: 

II. Bei einem Poltetraeder ist II'. Bei einem Polarfbenentetrar 



jede Seitenfläche die Polarebene der 
gegenüberliegenden Ecke, 



eder ist jede Ecke der Pol der ge- 
genüberliegenden Seitenflädie. 



9. Konstruktion eines Poltetraeders. Um ein Poltetraeder 
JiJ^J^Ji zu konstruieren, nimmt man einen Punkt J^ an, der nicht 
auf der Fläche liegt, dessen Polarebene 1^ also nach § 68, 9, I nicht 
durch J^ geht. Auf dieser nimmt mau wieder einen Punkt J^ an, 
der nicht auf der Fläche liegt (vgl. jedoch 14), dessen Polarebene 
Ig also nicht durch e^^, aber nach § 68, 13, II durch J^ geht. Auf 
der Schnittlinie 1^ X l^ nimmt man wieder einen Punkt J^ an, der nicht 
auf der Fläche liegt (vgl. jedoch 13), dessen Polarebene I, also nie' 
durch J^, aber nach § 68, 13, II durch J^ und J, geht. Der Sei 

64* 
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punkt «74=^ li X It X Is? dessen Polarebene die Ebene \i= JiJ^J^ ist, 
bildet mit J^^J^ und J^ ein Poltetraeder. 

10. Gleichungen in besug auf ein Poltetraeder. Transformiert 
man die Gleichung (1) auf ein neues Eoordinatenteiraeder J^J^J^J^j 
so sind die Bedingungen, daß in der transformierten Gleichung 
§ 138, (12) die Produktglieder fehlen, nämlich: 

(20) &,3 - Uz = 0, K » u, - 0, h,, - /;, ^ 0, fc,, - z;^ = o, 

nach (2) gleichzeitig die Bedingungen, daß die neuen Ecken Xi^^\ 
x,^^\ x^^\ x^^^^ ein Poltetraeder bilden. ^^*) 

Die Gleichung der FläcJie Die Gleichung der Fläche swei- 

ztveiter Ordnung erhält immer dann ter Klasse erhält immer dann und 
und nur dann die rein qua^hatisclie nur dann die rein quadratische 
Form: Form: 

(21) /•=/-nyr + /;.!/r + /-,sy,* i(21') i-=-?'uV+i'MV+^«V 

tvenn das Koordinaientetraeder, auf wenn dem Koordinatentetraeder, auf 
das sich die Koordinaten y^ beziehen , das sich die Koordinaten t?^ be- 
ein Poltetraeder ist, ziehen, ein PolarAenentetraeder ist. 

Die Determinante der Form (21): 



^1 














6ä3 










• 





*33 














l>u 



(22) ^=^ ;' ^ \ = hih,i»K,K=n„ 



hat die Unterdeterminanten: 

(23) 5ii «= K.^BiWlf -^22 = ^1^88^44? -^33 *= ^11 hi^U? ^U = ^l&23&88, 

-^28 = ^31 == -^12 = ^U = ^24 = -^34 = ^'l 

(24) ßn = '^22^83? ß22 ^ ^33^U ßsS = ^1^22; ßu = ^11 '^44? 

ßbb ^ ^22^44; P66 ~ ^33^44 f 

Erhält daher in bezug auf ein Poltetraeder die Form f den Aus- 
druck (21), so werden gleichzeitig nach § 138, (30) die iovariantefi 
Formen: 
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« 6 



(25) (f ^^^a,,p,p, =2 A* ^*'5 



1 

6 



1 1 1 

4 4 4 

(26) S»F= S»2 2 ^*' »* «' =2* ^"''**- 

11 1 

11« Polartetraeder der eigentliohen Flächen zweiter Ordnung 
und Klasse. Bei der eigentlichen Fläche ist jedes Poltetraeder zu- 
gleich P6lard>eiientetraeder und umgekehrt, da die Erklärungen 8, 11 
und U' nach § 78^ 9 dasselbe besagen. Wir nennen das sich selbst 
duale Gebilde ein Polartetraeder und entnehmen aus 8 — 10 die Eigen- 
schaften: 

I. Je zwei Ecken, je zwei Seitenflädien, je zwei Kanten eines Pölar- 
tetraeders sind einander konjugiert (§ 68, 81). 

IL Jede Ecke ist der Pol der gegenüberliegenden Seitenfläche, jede 
Seitenfläche die Polarebene der gegenüberliegenden Ecke, jede Kante die 
reziproke Polare der gegenOberliegenden Kante (§ 68, 15, I). 

III. Jede durch eine Ecke eines i III'. Durch jede in einer Seiten- 
Poladetraeders gehende Gerade trifft \ ebene des Polartetraeders liegende 
die FläcJie in zwei Punkten, die zu Gerade gehen zwei Tangentialebenen, 
der Ecke und dem Schnittpunkt mit ' die zu der Seitenebene ut^ der Ver- 
der gegenüberliegenden Seiteneber^ bindungsebene mit der gegenüber- 
harmonisch sind. liegenden Ecke harmonisch sind. 

IV. Auf jeder Transversale von IV. An jeder Transversale von 
zwei Gegenkanten eines Polartetra- zwei Gegenkanten eines Pclartetra- 
eders sind die Treffpunkte mit diesen eders sind die Verbindungsd>enen 
und die Schnittpunkte mit der Fläche mit diesen und die beiden Tangen^ 
harmonisch. tialebencn der Fläche harmonisch. 

Die Polarebene 1^ irgend einer der oo* nicht auf der Fläche lie-, 
genden Punkte J^ des Raumes schneidet nach §68, 9; § 107, 2; 3 
die Fläche in einem eigentlichen Kegelschnitt, und zu diesem gibt es 
nach § 46, 10, V oo' Poldreiecke J^J^J^, deren Ecken nicht auf dem 
Kegelschnitt liegen. Aus 8 folgt daher: 

V. Die eigentliche Fläche zweite»- Ordnung und Klasse hat cx)* 
Polartetraeder, 

VI. Keine Ecke eines Polartetraeders ist ein Punkt der Fläche, 
keine Kante eine Tangente, keine Seitenebene eine Tangentialebene der 
Fläche (§ 68, 9; 17). 
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Vn. Die Gleichungen (9), (90 und (lO^ClOO der Fladie in Punkt- 
und Ebeneptkoordinaien, in Strahlen- und Ächsenkoardinaien nehmen in 
bejsug auf ein Polartetraeder die Musammengehörigen Farmen an: 

i i 

(27) f-S^uy.*-^' -S'F-^^uV-O, 

1 1 

6 

(28) y=2^,,r,='=0, 5*0 =2^"**'-^- 

X 1 

Da für die eigentliche Fläche nach (32): 

80 folgt mit Rücksicht auf (23) und (24): 

Vin. In allen Gleichungen (27); (28) kann keiner der Koeffigienten 
verschwinden. 

Dies ist zugleich der analytische Ausdruck des Satzes VI. 
Denn ftii==/li=0 würde bedeuten, daß die Ecke J^ auf der Fläche 
liegt; JBi^ —0, daß die Ebene 1^ Tangentialebene; /Ja = (B^=0), 
daß die Kante t, (t J Tangente der Fläche ist (I § 59, (21)). 

12. Foltetraeder der Kegel. Da beim Kegel nach § 79, 4 die 
Polarebenen aller Punkte, mit Ausnahme der Spitze, durch die Spitze 
gehen, fällt der Punkt J^ in der Konstruktion 9 stets in die Spitze, 
die ihrerseits zu jedem Punkte des Raumes konjugiert ist, also auch 
zu den in 9 benutzten Punkten J^ Jjj, Jj. Die Punkte Ji, J^f J^ 
können als ein Poldreieck der Schnittkurve des Kegels mit einer be- 
liebigen nicht durch die Spitze gehenden Ebene gelten. In jeder der 
oo' derartigen Ebenen gibt es nach § 4(J, 10, V c»'* Poldreiecke, also 
folgt: 

I. Der Kegel besitzt oo' J^ol- V. Der Kegelschnitt besit/t oo* 
tetraeder. Polar ebene^itctraeder. 

II. Die eine Ecke fällt stets in 11'. Die eine Seitetiebene fällt 
die Spitze, die drei andern bilden in die Ebene der Kurve, die drei 
ein Poldreieck der Schnittkurve des andern bilden ein Polarebenendrci" 
Kegels mit einer nicht durch die flach des von einem Punkte außer- 
Spitze gehenden Ebene. halb dieser Ebene über der Kurve 

erriditeten Berührungskegels. 

Da J^ auf dem Kegel liegt, verschwindet in (21) b^^ f^, wäh- 
rend ftji, 6,2, &J3 von verschieden sind, da nicht alle ünterdetermi- 
nanten (23) verschwinden dürfen. 
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III'. Die Gleichung des Kegel- 
schnittes (1') in bejsug auf ein Polar- 
ebenentetraeder lautet: 

(290 i^'-J^uV+^wV 



III. Die Gleichung des Kegels 
(1) in heeug auf ein Poltetraeder 
lautet: 

(29) /•=6„V + 6„y,» 

öleichzeitig mit (29) nehmen die Formen (28) und (27) wegen 
b^^ = die Qestalt an: 

(30) ip = ftiV + /5„r,> + /J„ V - , S'F^B^ V - 0. 

In (29) und (30) verschwindet alsdann kein weiterer Eoe£Gzient. 

13. Poltetraeder der Ebenenpaare. Beim Ebenenpaar geht 
(§ 81^ 3) die Polarebene eines außerhalb der Doppellinie liegenden 
Punktes stets durch die Doppellinie, die demnach auch die Schnittlinie 
der beiden Ebenen 1^ und 1, der Konstruktion 9 ist. Die Punkte 
J^ und J^ liegen daher auf der Doppellinie und haben unbestimmte 
Polarebenen. . 

Bei dem Ebenenpaar besteht ein PoUetraeder aus irgend zwei 
Punkten der Achse und zwei harmonischen Polen, die auf einer nicht 
durch die Achse gehenden Geraden liegen. 

Die Gleichung (21) der Fläche in bezug auf ein solches wird: 

(31) f " hiVi* + KVt* = ^ , 
wobei nach (28) gleichzeitig: 

(32) ,, = ft,r,»=0. 

14. Foltetaraeder der Doppelebene. Bei der DoppeUbene besteht 
ein PoUetraeder aus einem bdidrigeny ihr nicht angehörigen Punkte J^ 
und drei nicht in gerader Linie liegenden Punkten «7,, e/j, eT^ der Fläche 
selbst. Die Gleichung (21) wird: 

(33) /■-6,,y,«=0. 

15. Bang und Quadratdarstellung. Mit Rücksicht auf § 139, 1 
geht aus (27), (29), (31), (33) hervor: 

Der Bang einer Fläche zweiter Ordnung ist die Anzahl der nicht 
verschwindenden Quadrate in der auf irgetid ein PoUetraeder bezogenen 
Gleichung?^ 

16. Folarsystem in besiig auf ein Folartetraeder. In bezug 
auf die eigentliche Flache zweiter Ordnung (27); (28) lauten die 
Beziehungen (11), (11') zwischen Pol y^ und Polarebene v^.: 

(34) Vi : v, : Vj : v^ = b^^y^ : b^y^ : b^^y^ : b^y^-, 
und (12) zwischen zwei reziproken Polaren r^ und 5/: 

(00) Si :s^ :s^ :s^ :s^ :s^ '^ Pii^i-ßa^'i'ßss^i'ßu^i'ßhb^b'ßs^^B' 
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Zwischen konjugierten Punkten, Ebenen und Geraden bestehen 
gleichzeitig nach (13); (14) die Bedingungen: 

4 4 

(36) 5? 6» y,(») y^w - , >? 5„ v,w „^m = o , 



L 1 

C, 



(37) 2 ^» ♦•*'" ^*'*' = <^ ' 2 B" «*^'' «*'** - • 

1 1 

In bezug auf die imaginäre Fläche zweiter Ordnung: 

4 4 ß 

(38) ^y"'-^' 2v=o, 2''**=ö 

1 1 1 

geht das Polarsystem (34), (35) über in (§46, (24))»*): 

(39) t\ : Vj :v^:v^^y^:y^:y^: y^, 

y±y)) Sj 1^2 : s^ : s^ i s^^ • 5g = r^ : 1*2 : fj : f ^ : r5 : f^j . 



§ 150. Besondere Polartetraeder. 

1. Folartetraeder mit unendlich femer Seitenebene. Von drei 

konjugierten Durchmessern des Ellipsoides oder Hyperboloides ist die 
Ebene je zweier die Polarebene des unendlich fernen Punktes des 
dritten (§ 72. 1, II ; 7, II). Zugleich ist die unendlich ferne Ebene 
die Polarebene des Mittelpunktes (§ 08, 11, II). Daher ergibt sich 
aus § 149, 11, II: 

Für das Ellipsoid und Hyperboloid bilden die Verbindungsehetien 
dreier Ivyijugierten Durchmesser und die unetuUich ferne Ebene ein 
Folartetraeder (§ 47, 1). 

Dies ist der Grund dafür, daß die Gleichung § 72, (14) die 
Form § 149, (21) hat. Der Satz § 72, 1, IH ist ein Spezialfall von 
§149,11,11. 

Bei den Paraboloiden ist die unendlich ferne Ebene Tangential- 
ebene (§ 70, 10). Sie kann somit nach § 149, 11, VI nicht Seiten- 
ebene eines Polartetraeders sein. Daher ist es unmöglich , die Para- 
boloide in gemeinen Koordinaten durch eine Gleichung mit nur Quadraten 
darzustellen (§ 47, 1). 

Für den imaginären Kugelkreis bilden irgend drei rechtwinklige 
Ebenen (§ 84, 5, I) zusammen mit der unendlich fernen Ebene ein 
Polarebenentetraeder im Sinne von § 149, 12, IF. Daher enthält die 
Gleichung § 84, (9') nur die Quadrate dreier Ebenenkoordinaten. 
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2. Die erste Ecke eines neneinznfahrenden Polaridtriteddrs. 
Die Gleichung: 

4 4 
(1) /■-22«H^*^.= 



J* 



1 1 




einer Fläche zweiter Ordnung be- 
zieht sich auf ein gegebenes 
Koordinaten tetraeder E^E^E^E^. 
Wir führen ein Polartetraeder 
JiJ^J^Ji ein, dcts sich möglidist 
anE^E^E^E^anlehfU. Wir legen fi^ 
zu dem Ende (Fig. 219) die Ecke pig. 219- 

J^ in die Ecke E^, also: 

(2) a;iW=l, a:,(» = 0, x^^'^-^O, a:/^)=0, 
wobei wir mit: 

(3) a,, + 

voraussetzen, daß die Ecke E^ nicht auf der Fläche (1) liegt. Die 
Polarebene 1^ des Punktes (2) hat nach § 149, (3) die Koordinaten: 

(4) «,w=/;<')=a„, «,U)=/;(')=„,„ «,a)-/-,(i)=a„, «,(')-/;(»-o« 

und die Gleichung: 

(5) aiiXi + a^x^ +«81^8+ «4i^4 = 0. 

3. Die zweite Ecke. Wir legen die Ecke J^ in den Schnittpunkt 
der Ebene (5) mit der Kante e^=^ ^lE^ des alte» Tetraeders, nämlich: 

(6) x,(*) «,„ «,W-a,i, x,W-0, «,»-0, 

der infolge von (3) bestimmt ist. Die Polarebene 1, von eT, hat die 
Koordinaten: 

(7) ^(^_^^(2) = o, u,(')^U^ «,!«!, + a2,«ii = «33, 

V^ = /i^'^= - «51 «1 J + «82 «11 = - «28 ; V*^ - U^ «41 «1« + «4» «11 = «84 

und die Gleichung: 

(8) a^^x^ — ofjjXs + a^^x^ = 0. 
Wir setzen mit: 

(9) «88 + 

voraus, daß die Ecke (6) nicht auf ihrer Polarebene (8) liegt. 

4. Die dritte Ecke. Wir legen die dritte Ecke «JT, in den Schnitt- 
punkt der neuen Kante 1^ X 1, mit der Ebene E^E^E^ des alten Te- 
traeders, für den aus (5) (vgl. /;<')= in (11)) und (8): 

(10) a:,(«^=a,s, ^2^'^= «28, ^8^^^= «88, ^/*^=0, 

und der somit wegen (9) bestimmt ist. 
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Die Palarebene 1, dieses Punktes hat die Koordinaten: 

Da aber a,|, o^j, a^ die Unterdeterminanten der Elemente letzter 
Zeile in jeder der beiden Determinanten: 



■" 4j4 



«U «1« «1« 

^21 ^w ^n 

«41 »42 «43 



'44 



«11 «12 «18 
«21 «22 «28 
«81 «82 «SS 



sind, so bekommt I, die Koordinaten: 

(11) tt,(»)=/;(»)=o, «,(»)=/;(»)=. 0, «,(»)=/•,(»)= ^^, <»)-/;(») — j„ 

und die Gleichung: 

(12) A^x^-'Ä^x^^O. 
Wir setzen mit: 

(13) A^ + 

voraus, daß der Punkt (10) nicht auf seiner Polarebene (12) liegt. 

5. Die vierte Ecke. Die vierte Ecke J^ ist jetzt der Schnitt- 
punkt der drei Ebenen 1^, l^, I3. Für diesen folgt aus (12) zunächst: 

und dann aus (8): 

^ti -^4 "84 -^44 



X,W = 



Aß« -^84 ^01 -^44 



tt 



SS 



^i 



(I Anm. 1, m, (11)). 



Da aber Agg, — Agj, Ag^ die Unterdeterminanten der Elemente erster 
Zeile der Determinante: 



sind, sodaß: 
so wird: 



A22 -^23 -a^j4 
^S2 -^S8 -^84 

A^ A^ A^^ 



-^42^6 -^43^5 "^ -^44^1 "^ ^ > 



X,^'^ 



-^4- 



Danach ergibt sich aber aus (5): 

— a^lXi^*^ ^ «21-^24 + «Si4j4 + «41^44 ^ " «ll-^U (^ ^»°1- h HI, (17)). 

Der Punkt J^ erhält also die Koordinaten: 



(14) 



x,i*)=Ä^, x,W= ^«, x,W=A,„ ^,(^)= Ä^, 



seine Polarebene I4 aber die Koordinaten: 

Sie ist in der Tat die Ebene JiJ^Jz, die mit der Ebene jB^jEjE'j 
zusammenfallt. Sie ist bestimmt für ^ 4» 0, unbestimmt für ^ == 0, 
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kann aber auch im letzteren Falle, wo die Ecke J^ in (14) die Kegel- 
spitze ist (§ 139, (8)), in die Ebene E^E^E^ gelegt werden, da jede 
Ebene Polarebene der Spitze ist. Nach (13) liegt der Punkt J^ 
jedenfalls nicht in der Ebene J^J^J^. 

6. TrauBformation auf das eingeführte Polartetraeder. Mit 

den Werten (2), (4); (6), (7); (10), (11); (14), (15) wird nun: 

4 4 

(16) /•u=2^*'''^*''^-«ii' /m=2/;<*>**«=«u««, 

1 1 

4 4 

l IL 

und folgt nach § 138, (10); (12): 

Die auf ein ursprünglidies KoordincUentetraeder E^E^E^E^ be- 
zogene Gleichung (1) geht durch die Substitution (§47, (13)): 

^1 = yi - «12 »2 + ^^Vz+AiV^y 

^2 = «1 1 y» + «28 y« + -^4 y4 ; 

^8=* «38ys+4»4y4; 

mit der SuistituHonsdeterminante: 

(18) S= «11 «83 ^44 

über in: 

(19) /•« a^iVi^+a^^a^y^^+a^A^y^^+A^Ay^^^O. 

Vorausgesetsft ist dabei, daß: 



(17) 



«II «u 



«u «u «u 



(20) a„ + 0, «„= "" "" +0, A^^ a„a„a„ +0, 

«21 «22 I 

«81 «82 «88 

also die Ecke E^ kein Punkt, die Kante E^E^ keine Tangente und die 
Seitenebene E^E^E^ keine Tangentialebene der Fläche (1) ist (§ 149, (10); 
I§ 59,(21)).^^^) 

Damit ist die Fläche auf eines ihrer cx>* Polartetraeder J^J^J^J^ 
transformiert, da^ sich tunlichst eng an das alte Tetraeder E^E^E^E^ 
anldint, indem die Ecke E^ = J^, die Kante E^E^^ J^J^ und die 
Ebene E^E^E^^ J^J^J^ erhalten geblieben sind (Fig. 219). 

7. Die erste Ecke eines neueinzuföhrenden Folardreieoks der 
ebenen Schnittkurve. FQr die Schnittkurve der Flache (1) mit der 
Ebene: ^ 

(21) S«*^*-0 
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führen wir ein neues Koordinatentetraeder J^J^J^J^^ ein (Fig. 220), 
dessen Ecken J^J^J^ ein in der Ebene (21) gelegenes Polardreieck 

der Schnittkurve bilden. 

Die erste Ecke J^ sei der 
X Schnittpunkt der Kante e^=E^E^ 
(rPj = 0, a:^ = 0) des alten Tetra- 
eders mit der Ebene (21) also: 

(22) ^,a) = -H„ x,^')^u,, 

wobei wir voraussetzen, daß: 

(23) u^ und u^ nicht beide 

sind, also die Ebene (21) nicht 
selbst durch die Kante e, geht 

Die Polarebene 1^ von J^ hat die Koordinaten: 

(24) «,(») = /•,(') = - a,, «, + a, ,«. , Ä = 1, 2, 3, 4 , 
und die Gleichung (§ 138, (3)): 

(25) -fiUi + fi»i = 0. 
Zugleich wird (§ 138,' (6)): 

4 

(26) fn =2/;<"^*<" = - (- «u «« + «ii«i)«» 

i + (- «n«» + Om«i)«i «M • 

Wir setzen voraus, daß: 

(27) «;; + , 

also der Punkt J^ nicht auf f liegt, die Kante r^ somit keine Trans- 
versale der Schnittkurve ist. 

Die Ebene Ij liegt alsdann nicht mit der Ecke J^ vereinigt. 
Die Voraussetzung (23) ist nach (26) in (27) mit eingeschlossen. 

8. Die zweite Ecke. Die zweite Ecke J^ sei jetzt der Schnitt- 
punkt der Ebene E^= E^E^E^^x^^ 0) des alten Tetraeders mit der 
Schnittlinie der Ebenen (21) und (25). Er genügt neben x^=0 den 

drei Gleichungen: 

( a^^Xi + a^^x^ + ajgXg -f qu^ = 0, 

(28) a^^x^ -t- a^^x^ + a^^^x^ + ^ ^f, = , 

deren beide ersten die Gleichung (25) unter Einschiebung eines Pro- 
portionalitätsfaktors Q ersetzen. 

Hieraus folgt: 

(29) x^:x^:x^:q^ «3^ 



"32 • "33 • "o > 
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wo die Ausdrücke rechts die Unterdeterminanten dritten Grades der 
Matrix (I Anm. 2, lU, (14)): 



(30) 

bedeuten. 
(31) 



»11 «IS «1» "i 

«21 «22 «28 ^^2 
«1 Wj Wj 



Man kann daher setzen: 

"^1 — «31, Xg '— «32, Xj 



Die Polarebene Ig Ton «7, hat die Koordinaten: 



0. 



(32) 



u 



(«) 



/]k^*^= «uSl + «*2<2 + «*8«3V 



Nun sind aber die ünterdeterminanten der Matrix (30) zugleich 
die ünterdeterminanten der Elemente dritter Zeile der beiden Deter- 
minanten: 



(33) 



sodaß : 





«11 


«1« 


«IS 


«*1 




«11 


«12 


«1» «1 


u 

44 — ° 


«n 

«Sl 


«2« 
«8* 


«»» 
«SS 


«S ' 




«21 
«41 


«22 
«42 


«23 «1 
«4S «4 




«1 


«J 


"s 







«1 


«2 


«s 



(34) 



«u<i + «ii2<2 + «ii8«8's + «*A«o''='0 für *= 1, 2; 

= ^;^ für Jk = 3; =-^ fär ifc = 4; 

^1<1 + ^2«8"2 + «*8<3 = . 

Infolge dessen werden die Koordinaten (32) der Ebene 1,: 

(35) V»)=/;W «o««i, «,(*)-/;'*) = - ao"«2, 

«,« = U"^ «o" «s + K, V'^ = /l'" «o"»,-A 

und ihre Gleichung: 

(36) — ao"(«i^i + «2^2 + «s^ + «4^4) + ^4"4^ — ^^4= 0. 

Sie geht durch J^. Zugleich wird infolge von (31) und (35): 



/22 = >/i<*>^***> «0"(«l«,"l + «2<2 + «S«s"s) + <4«: 
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und mit Rücksieht auf (34): 

(37) /is = <8 ^u • 
Wir setzen voraus: 

(38) Al + 0, 

damit J^ nicht auf /* imd dann mit 1^ vereinigt liege. 

9. Die dritte Ecke. Nunmehr ist J^ als Schnittpunkt der Ebenen 
u/^^, m/^ und M^^*) bestimmt, also durch die Gleichungen (25), (36) 
und (21) oder mit einem Faktor q durch: 
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(39) 



(40) 



U^Xi+ u-^x^+ u^x^+ u^x^ =0, 

-^44^8 ■" -^44^4 " ® • 

Nun ist für die Determinante ^" (§ 140, (5)): 

für k = 1, 2, 3; - Ä"" för fc — 4; 

«1 ^;;^ + 14, A^^ + ii^Ä'l^ + u^ A"^ = 0. 

Daher wird den Gleichungen (39) genügt durch den Punkt: 

(41) a:/')-.i:„ T,<»=^:„ x^W^Äl,, «,<"-^;„ (p-^;,). 
Die Koordinaten seiner Polarebene 1, sind: 

(42) «,(»)-/;(»)=- a,,^r, + a,,A'^ + a^^A'^ + a^^A^,, 
oder nach (40): 

Sie geht durch J^ und nach (34) durch J^. Zugleich wird: 



/;,=^*/;*''^*"^ = - Aii^hK + «2^^« + «8-4:; + «*<,) + ^"^" 



44' 



oder nach (40): 

(^) /ss "^ -^44-^ • 

Der Punkt Jg kann, falls ^" = ist, auf der Schnittkurve liegen, 
worauf die Ebene Ij in (21) fällt. 

10. Besultat der Transformation. Die Ecke J^ ist nun als 

Schnittpunkt der drei Ebenen m^^^\ u^^^^, ii^}^^ bestimmt. Da J^ auf 
der Polarebene (25) von J^, und Jg auf den Polarebenen (25) und 
(36) von Jj und J^ gewählt ist, bilden J^, J^, Jg ein Polardreieck, 
in bezug auf das die Gleichung der Schnittkurve die Form § 149, (19) 
erhält; und zwar ergibt sich mit Rücksicht auf (26), (37) und (44): 
Die Gleidiung der SchniUkurve der Fläche (1) mit der Ebene (21) 
kann unter den Voraussetzungen: 

(45) <, + o, ^;, + o 

auf die Form gebracht uerden (§47, (15)): 

(46) - «^y.» + «;',^«y,* + Ä'iÄ'y,' => 0. 

Damit ist die Schnittkurve auf eines ihrer oo^ Polardreiecke 
J^J^J^ transformiert, welches sidi tunlidist an das alte Tetraeder 
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E^E^E^E^ afdehnty indem J^ auf der Kante E^E^ und J^ in der 
Ebene E^E^E^ liegt. 

Für ui- = ist nach (46) die Ecke J^ {y^ = 0, y, « 0, y, = 1) 
Doppelpunkt der Schnittkurre. Ihre alten Koordinaten (41) stimmen 
dann in der Tat mit § 14 1, (32) überein. 



11. Die erBte Ecke eines neueinsufülirenden Folzweieoks des 
Sohnittpunktpaares. Für das Schnittpunktpaar der Flache (1) mit 
der Geraden q\ 




}u,x,^0, 2<a;,==0, 




(47) 



führen wir ein neues Koordinatentetraeder J^J^J^J^ ein (Fig. 221)^ 
dessen Ecken JiJ^ ein auf der Geraden q gelegenes Polzweieck des 
Schnittpunktpaares bilden. 

Die erste Ecke J^ sei 
der Schnittpunkt der Geraden 
q mit der Ebene 

E, E, E, (X, - 0), 

also (I § 59, (13')): 

(48) x,(»-3i, ^,^'^-q», 

wobei g^ (A: = 1, 2, . . ., 6) die Achsenkoordinaten der Geraden q sind 
und vorausgesetzt wird^ daß: 

(49) q^, q^, q^ nicht alle 

sind, also q^ nicht in der Ebene x^==0 liegt. 

Die Polarebene des Punktes J^ hat die Koordinaten: 

(50) «,(•) = f,m ~a,,q,+ «„ q, + a,,q„ h= 1, 2, 3, 4, 
und die Gleichung: 

(51) /i^i + Afc + Zift-O. 
Zugleich wird (§ 146, (5)): 

4 SS 



Fig. 291. 



(52) 




/•u-^* /*<*>«;•' 




1 1 



Wir setzen voraus: 
(53) ^-' + ü, 

worin zugleich nach (52) die Voraussetzung (49) eingeschlossen ist 
Der Punkt J^ liegt dann nach (52) nicht auf der Fläche (1). 
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12, Die zweite Ecke. Die zweite Ecke J^ des Polzweiecks ist 
nun der Schnittpunkt der Geraden q mit der Polarebene (51) von J^ . 
Die Gleichung (51) ist das Resultat der Elimination von q und q' 
AUS den drei Gleichungen (§ 140, (15)): 

<54) /;+P«,+ eX = 0, A-1,2,3. 

Daher bestimmt sich der Punkt J^ unter Elimination von q 
und q' aus den fünf Gleichungen: 

«21^1 + ^2^2 + ^8^8 + «24^4 + P"2 + Q ^t ^ ^J 
<55) \ «81^1 + «82^2 + «55X3 + 03^X4 + (JWg + p'«/ = 0, 

u^x^ + lijaTg + u^x^ + w^a:^ = 0, 

<ienen infolge der fiir die Determinante J.""' (§ 140, (12)) geltenden 
Entwicklungen genügt wird durch die Werte: 

(56) x,(^ = ^; »', a;,(») - A"^-, a;,(» = ^ J -', x^^ - A"' ; 

Da gleichzeitig: 

(58) a«^;-' + a^^J«' + a«^;;,- + a«^;»' + «,<»' + 1«;^;,"' = ^''-', 

so hat die Polarebene des Punktes (56) die Koordinaten: 
<59) /;(" = - (m,^:,-' + m;^-'), ä = 1, 2, 3; 

Danach aber wird mit Rücksicht auf (56) und die beiden letzten 
-Gleichungen (55): 

1 

13. Besultat der Transformation. Da J, auf der Polarebene 
von Jj liegt, bilden die Punkte J^J^ ein Polzweieck, in bezug auf 
welches das Schnittpunktpaar eine Gleichung von der Form § 149, (18) 
erhält; und zwar ergibt sich infolge von (52) und (60): 

Die Gleichung des Schnittpunktpaares der Fläche (1) mit der Ge- 
radeti (47) Tcann unter der Vorraussetzung: 

(61) ^,r + 

auf die Form gebracht werden (§ 47, (32)): 

<62) ^,7>i» + <" 'A'-yj« = 0. 

Damit ist das SchnittpunMpaar auf eines seiner oo^ Polzweiecke JiJ^ 
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transformiert, welches sich tunlichst an das alte Tetraeder E^E^E^E^ 
anlehnty indem J^ in der Ebene E^E^E^ liegt. 

Für ^«"'^O faUt das Punktpaar in der Ecke c7,(yi-0, y,=-l) 
zusammen. Ihre alten Koordinaten (56) stimmen dann in der Tat 
mit § 142, (29) überein. 

§ 151. Verschiedene Sätze der Polarentheorie. 

1. Benehung swisohen den Boken und Seitenebenen iweier 
Polartetrseder. Transformiert man die auf irgend ein Koordinaten- 
tetraeder E^E^E^E^ bezogene eigenÜidie Flädie zweiter Ordnung und 
Klasse: 

4 -i 4 4 

II 11 

auf ein Polartetraeder mit den Ecken ar^^*") und Seitenebenen u/»"), so 
nehmen ihre Gleichungen nach § 149, (21) die Form an: 



(2) fS'^^^y^' S*F^^«B„^v, 



s 

T ■ 



und bestehen nach § 138, (32) zwischen alten und neuen Koeffizienten 
die Beziehungen: 

4 4 

1 1 

Für ein zweites Polartetraeder mit den Ecken x^'^""^ und Seiten- 
ebenen u^^^^ ist ebenso: 

4 4 

1 1 

Zwisdien den Koordinaten der Ecken und Seitenebenen der beideth 
Polartetraeder bestehen daher die Beziehungen (A, i je =» 1, 2, 3, 4) : 

4 4 

1 l 

4 4 

1 1 

2. Fläohen durch die Eoken zweier Polartetraeder. Multipli- 
ziert man die Gleichungen (5) mit den Koeffizienten (7^, und die 
Gleichungen (0) mit den Koeffizienten c^, irgend einer Flache zweiter 
Klasse, bezüglich zweiter Ordnung: 

Staade, Flftohen zweiter Ordnung. IL 55 
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4 4 4 4 

11 11 

und summiert alsdann Qber k imd l, so ergibt sich mit Benutzung 
der Abkürzungen (§ 138, (6)): 

4 4 4 4 

11 11 

und der entsprechenden mit Akzenten zu 6r^,„, w^^"*^, w/*"^; flr,„^, a:/'"^, a:/'"> 
(§ 48, 2): 

4 4 

('9) /S'*'5^6 G =S»^6' G^' 



1 i 



4 



(10) S'* 2'^'^'n9'n„,= s'^B:^g:„. 



1 



Die Relation (10) ist linear und homogen in den acht Größen 
^«.„, ^I.„. und keiner der acht Koeffizienten iS'*JB„_ und iS*^'„ kann 

«/mm* i^min' mm mm 

verschwinden, da f eine eigentliche Fläche sein sollte (§ 149, 11, VIII). 
Das Verschwinden von g^^^ aber bedeutet nach (8), daß die Ecke 
x^^"^^ auf der Fläche ^r = in (7) liegt. 

Es folgt daher aus (10) und dual aus (9) (§48, 2, I): 

I. Jede Fläche zweiter Ordnung, F. Jede Fläche zweiter Klasse, 

die durch sieben van den Ecken die sieben von den Seitend>enen 



zweier Polartäracder einer eigenir 
liehen Fläche zweiter Ordnung geldy 



zweier Polartetraeder einer eigent- 
lichen Fläche zweiter Klasse he- 



gellt auch durch die achte Ecke. rührt, berührt auch die adtte Seiten^ 

tläclie.''-^) 

3. Einbeschriebene Polartetraeder. Eine Fläche g ^0 gehe 
durch die Ecken efw^5 Polartetraeders J^JgeT^e/^ der eigentlichen Fläche 
f=0. Um ein zweites Polartetraeder J^J^J^Jl von /"«O zu kon- 
struieren, kann man nach § 149, 9 im Baume eine Ecke J^', alsdann in 
deren Polarebene 1^' eine zweite Ecke J^ und endlich in der Schnitt- 
linie der Polarebenen 1/ und \^ eine dritte Ecke J^ beliebig nehmen, 
worauf J^ bestimmt ist. Wählt man nun aber J^ auf ^ = 0, J^ 
auf der Schnittkurve der Ebene 1/ mit ^ == und nimmt als J^ einen 
Schnittpunkt der Geraden 1/ X I2' mit (/ = 0, so muß, da «7^, J,, J^, «7^, 
e/j', «^', Jg' auf ^ = liegen, nach 2, I auch J^ auf gr = fallen. 
Ebenso dual, also: 

IL Gibt es ein Polartetraeder der eigentlichen Fläche zweiter Ord- 
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6. Zwei Systeme konjugierter Durohmesser. Drei konjugierte 
Durchmesser eines Ellipsoides oder Hyperboloides sind die Kanten 
eines Polardreikants des zugehörigen Asyniptotenkegels (§ 84, 3). Da- 
her folgt aus V und IV: 

Vn. Zwei Tripel konjugierter VU'. 2kvei Tripd konjugierter 

IJurclimesser des EUlpsoidcs oder Diametralebenen des EUipsoids oder 
Hyperboloides stehen in der Be- Hyperboloides stdten in der Be- 
ßiehung, daß der durch fünf tot» ziehung^ daß der durch fünf von 
ihnen bestimmte Kegel zweiter Ord- ihnen umhüUte Kegel zweiter KUnsse 
nung auch durch den sechsten geht, audi die sechste berührt, 

Vni. Ist einem Kegel ein Tripel Vlll '. Ist einem Kegelein Tripel 

Jconjitgierter Durchmesser einbeschrie- konjugierter Di<imetrald)enen umbe- 
ben, so sind ihm oc^ solche Tripel schrieben, so sind ihm cx>* solche 
einbeschrieben. Tripel umbeschrieben. 

7. Heehtwinklige Systeme. Drei rechtwinklige Achsen oder 
Ebenen bilden ein Tripel konjugierter Durchmesser oder Diametral- 
ebenen einer Kugel (§ 72, 1, I) 



IX. Zwei konzentrische Tripel 
recht tvinkliger Achsen liegen stets 
auf einem Kegel ztveiter Ordnung, 

X. Enthält ein Kegel ein Tripel 
rechtwinkliger Achsen, so enthält er 
do^ solche. 

Der Kegel ist ein gleidiseitiger. 



IX'. Zwei konzentrische Tripel 
rechtwinkliger Ebenen umhüUen stets 
einen Kegel zweiter Klasse, 

X '. Wird ein Kegel von einem 
Tripd rechtivinkliger Ebenen beriüirt, 
wird er von oc^ solchen berührt. 

Der Kegel ist ein dual gleich- 
seüiger (§ 71, 10). 

8. Folarreziproke Tetraeder. Die Pole Pj^ der Koordinaten- 
ebenen Ejt und die Polarebenen TT^ der Koordinatenecken ü^ in bezug 
auf die Fläche (1) haben nach § 149, (11) die Koordinaten {k = 1, 2, 3, 4): 

(11) x,i'^ : ^/) : x,^'' : rr/*) ^A,,: A,, : A,, : A 

(12) M/^^ : M.W : w,/) : ?t/*) = a^^ :« 



Ak 



ik 



a 



Ük 



a 



ii- 



Sie bilden das dem Koordinaten t^traeder E^tj-Bjt pohrre^iproke Tetraeder 

Nun lauten (1 § 59, (20'); 20)) die Gleichungen der vier Geraden 
Ej^Pf^ und der vier Geraden E;^ x TT^.: 



13) 



Js 


: o-'g : x^ = A^i i ^ijji • -''*4i y 




ti^lU^\ ^4 = ^*21 •«»! -«41? 




• <*••>' A ' A * A 

• /*• • /f — A * A • A 


(3') 


^h ' Wi • "4 - «82 ' «12 : »42 ; 


^1 


• •y * o^ — A * A * A • 




«1 : Uj : Mj — «14 : a^^ : a,^ . 



§ 161, 8. § 162, 1. 857 

Nach der Form dieser Gleichungen, in denen Ä^^ = A^^, a^^^a^^. 
ist, liegen (I § 62, (1); (7)) die vier Geraden (3), ebenso wie f3'), hyper- 
boloidisch. Also (§48, 5)*»*): 

L Sind zwei Tetraeder in hezug auf eine Fläche zweiter Ordnung 
polarreziproJc, so liegen die vier Verbindufigslinien entsprecJtender Ecken 
so wie die vier Schnittlinien entsprechender Seiten^^enen jedesmal hyper- 
holoidisch; und insbesondere (§ 68, 9, HI): 

II. Die Verbindungslinien der Ecken eines der Fläche zweiter Ord- 
nufig umheschriebenen Tetraeders mit den Berührungspunkten der gegen- 
überliegenden Seiienebenen, sowie die Schnittlinien der Seiiendfenen eines 
der Fläche einbeschriebenen Tetraeders mit den Tangentialebenen in den 
gegenüberliegenden Eckpunkten liegen hypcrboloidisdi (§ 37, 10). 



§ 152. Die Spezies der Flächen zweiter Ordnung und Klasse. 

1. Die adjungierten Formen bei der Quadratdarstellung. Da in 
bezug auf ein Polartetraeder der Fläche zweiter Ordnung § 149, 10 die 
neuen Koeffizienten der Gleichung /*=- den Bedingungen entsprechen: 

(1) b^ = feji « 6i, = 6i4 = 6,4 = 63^ = , 
so wird gleichzeitig für ihre Determinante und Dnterdeterminanten: 

(2) -B=6ii6„ft33 6^; 

Äs — -Bji =- ^1, = ^14 — B^^ = JBj4 = 0; 

. . . ßn=^hipMy ßn'^^sffiii} ßMi^^ii^ay /'44=*^i^44> ßbb^^n^uy /366=*ss*44> 

1 ßl2==ßli'^ßu^ßlb^ßl6^ß99=ßi4r'ßu'='ßt«i=ßs4r'ßro==ßu'~ßi&^ß4fi^ß&6^^ ' 

Bei Einführung eines Polartetraeders JxJ^J^J^ werden dalier die 
zusammengehörigeti Gleichungen /*= 0, y = 0, O = 0, 2*'= (§ 138, (30)) 
gleichzeitig in folgender Weise transformiert: 

44 4 



(3){*" 



1 a 1 

6 6 C 

(6) 9, =2 2 "ka>>j>, =2 ^« V = , 

i 1 1 

6 6 6 

(7) S*<^>^S*^^^'^,,q,q,^^^B,,s» = 0, 

11 1 

4 4 4 

(8) Ä»i^= S«^ 2^««*»'=-S-»" V= 0. 

1 1 1 
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2. Besiehung swisohen alten und neuen Koeffisienten. Nach 
§ 138, (23) ist dabei: 

4 4 4 4 

11 11 

6 6 



und nach § 138, (32) : 

(10) S»a,,^^^b„„ut'', S*«„=2«^„„2*('»)», 

1 1 

4 

1 

(11) S^A = B, 

wo Uf^^^^^ das Quadrat von m^^^"*) usw. bedeutet. 

3« Unterscheidung der eigentlichen Flächen nach dem Vor- 
seichen von A. Wir setzen die Koeffizienten a^, der Gleichung f^O 
und die Koeffizienten x^^^"*) der Substitution § 138, (10) reell voraus. 
Dann sind auch die Koeffizienten (9) reell. 

Wie nun auch das Polartetraeder JiJ^J^J^ gewählt werden mag, 
muß bei einer eigentlichen Fläche f nach (2) und (11) stets sein: 

(12) Ki^h^b^^S^A. 

I. Bei positivem A muß dalier die Anzahl der negativen unter den 
Koeffizienten h^^, b^^, 633, b^^ gerade j bei negativem A ungerade sein. 

Die Vorzeichen von 6^, fejg? ^aa» ^u ^^^^ ^^^^ abgesehen von der 
Reihenfolge für: 

(13) ^>0:L ±±±± oder IL + + ; A<0: III. ±±±T- 

Zwei übereinanderstehende Vorzeiehensysteme rechnen wir nur för 
eines, da die Gleichung /" = mit — 1 multipliziert werden kann. 

4. Die drei Spezies der eigentlichen Flächen. Eine gegebene 
Fläche f=0 muß nach (13), auf welches ihrer 00^ Polartetraeder sie 
auch bezogen wird, immer entweder die Vorzeichen L, IL oder die 
Vorzeichen IIL liefern. Aber auch für A>0 kann sie immer nur 
entweder auf I. oder 11. führen. 

Nehmen wir nämlich an, daß schon das alte Tetraeder E^E^E^E^ 
ein Polartetraeder war, so daß die Fläche von einem bestimmten Polar- 
tetraeder auf ein beliebiges anderes J^J^J^J^ transformiert wird, so 
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gelten die Formeln (9) mit a^ = ^^si '^^ ^2 ==* ^u =* ^u =" ^$4 = ^ ^^d 

geben: 

i 

1 

Waren also alle vier a^;^ von einerlei Vorzeichen, so sind es auch alle 
vier h^^, und nach (10) auch umgekehrt. Hat also eine Fläche auch 
nar fQr ein Polartetraeder die Vorzeichen I., so muß sie diese für alle 
Polartetraeder haben. Dieselbe Flache kann also nicht von I. zu IL 
oder umgekehrt übergehen. 

IL Jede eigentliche Flädte eweiter Ordnunt/ gehört stets zu einer 
und nur zu einer der drei ^Speziesf% die durcli die Vorzeichenverbin- 
dungen I., n. und III. in (13) gekennzeichnet sind.^^^) 

III. Auch als Fläche zweiter Klasse geliört sie nact^ (8) jedesmal 
der gleichen Spezies an. 

5. Die deflniten Formen. Im Falle I. heißt die Form eine de- 
finite Form von vier Variabein, da sie wie ihre Darstellung durch 
die Koordinaten y^ in (5) zeigt, für alle reellen Werte derselben ent- 
weder immer positiv oder immer negativ bleibt. 2>/e entsprechende 
Fläche /*= hat Iceinen reellen Punkt, da für einen solchen yi^y^y^yy^, 
niemals alle verschwinden (I § 57, 1) und daher f nicht Null werden 
kann. Sie hat nach (7) und (8) auch keine reellen Tangenten oder 
Tangentialebenen (§ 49, 3). 

6. Notwendige und hinreichende Bedingongen der deflniten 

Form. Wenn alle vier b^j^ von einerlei Vorzeichen sind {f definit 
ist), so sind nach (3) auch alle J5j^ von einerlei Vorzeichen {F de- 
finit) und nach (4) alle ß^j^ positiv (9 positiv definit). Da nun die 
sechs qj^"*^ (m = 1, 2, 3, 4, 5, 6) als Elemente einer Reihe der Deter- 
minante S* =» I g^^"*) und ebenso die vier u^^^^ oder x^^"*) (m = 1, 2, 3, 4) 
als Elemente einer Reihe der Determinante S^ =» u^^^^ \ oder S = | a:^^™^ | 
nicht gleichzeitig verschwinden können (§ 138, (16) und I. Anm. 1, III. 
(7r, (13)), so folgt aus (10): 

Ist f =0 eine imaginäre eigentliche Fläche, so sind nottvendiy alle 
scclis u^.j^ positiv und alle acht a^^ und J.^^ von einerlei Vorzeichen, und 
kann keiner dieser vierzehn Hauptkoeffizienten verschwinden, in Formeln: 

(14) ^>0; a„>0; a„„^..>0, 

Ä* = 1, . . ., G; tw, n « 1, 2, 3, 4. 

Die Bedingungen (14) sind aber auch hinreichend, da schon drei 
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von ihnen, wie: 

(15) Ä>0, «38 >0, a^^A^>0, 

nach § 150, (19) zur Folge haben, daß die Form f definit ist. 

7. Bedingungen der drei Spesies. Aus der Yerbindong von 

(13) und (14) ergibt sich schließlich (§ 49, 4): 

Die eigenäicfie Fläche ziveiter Ordnung und Klasse g^iört jmr I. 

Spezies: ±±±±, wenn: 

(14) ^>0; a,,aae>0', a^^^Ä,, alle > 0-, 
zur IL Spezies: +H , nenn: 

(16) ^>0; «,„ a^„^A^^ nicht aae>0:, 
zur 111. Spezies: ±±±T, trenn: 

(17) .4<0. 

8. Verhalten gegen ein Polartetraeder. Bezeichnen wir die po- 
sitiven bj^^ mit /3^*, die negativen mit — /3^*, so werden die Gleichungen 
der drei Spezies in bezug auf ein Polartetraeder: 

(18) I. ß,hj,* + ft-y,» + ß,hj,' + ßjy,» = , 

(19) II. ß,hj,^ + ^,*y,« - ß,*y^ - ß.'pj = , 

(20) III. ßry, * + ß,w + ß.'y»' - ß.W = . 

Indem man hier eine oder zwei der Koordinaten y^ Null setzt und 
die übrig bleibenden Vorzeichen betrachtet, ergibt sich (§ 49,6)'^): 

I. Die Flächen der IL Spezies schneideti stets alle vier Ebenen eines 
Tolartetraeders in reellen Kegelschnitten y die der III. Spezies jedesmal 
nur drei Ebenen. 

IL Die Flächen der IL Spezies schneiden stets vier, die der III. 
Spezies stets drei Kanten eines Polartetraeders in reellen Punktepaaren, 

Ebenso folgt aus den entsprechenden Gleichungen in Ebenen- 
koordinaten v^. in (8): 

r. An die Flächen der IL Spezies gelten von allen vier Ecken 
elftes Polarietraeders reelle Berührungskegel , an die Flächen der IQ. 
Spezies nur vo7i drei Ecken, 

ir. An die Flächen der IL Spezies gehen stets durch vier, an die 
der in. Spezies durch drei Kanten eines Polartetraeders reelle Tangential" 
ebenenpaare. 

Beispiele für diese Sätze bieten die Beziehungen der Hauptachsen 
und konjugierten Durchmesser, sowie der betreflfenden Haupt- und 
Diametralebenen § 72, 11. Das Eüipsoid und das z^tveischaiige Hyper- 
boloid gehören (§ 150, 1) zur IIL, das einschalige Hyperboloid zur IL 
Spezies. 



(21) 
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9. Fläoheü mit 'oder ohne reelle Gfrerade. Auf den Flächen der 
III. Spezies können keine reellen Geraden liegen, da sie in der Ebene 
^^ » nach (20) überhaupt keine reellen Punkte haben , wahrend 
doch jede reelle Gerade diese Ebene auch in einem reellen Punkte 
schneiden müßte (§ 63; 1). 

Dagegen genügen alle Punkte der durch die beiden Gleichungen: 

(ftys + fty«) + ^Äy4 + ^/^,yi) - o, 
iß,y,-^ßiyi) + Hßty^- Ay3) = o, 

bei beliebigem Parameter A und mit £ = + 1 oder — 1 , dargestellten 
geraden Linie der Gleichung (19) (§ 63, (22)). 

ni. Der Unterschied der beiden reellen Spezies besteht also darin, 
daß die Flächen der Spezies IL euei Scharen redkr gerader Linien, 
die der Spezies III. aber keine reellen geraden Linien enthalten. 

Das elliptische Paraboloid gehört daher (§ 6ö, 1) zur IIL, das 
hyperbolische Paraboloid zur IL Spezies. 

10. Die Arten der Kegelfläohen. Die Gleichung des Kegels 
nimmt in bezug auf ein Polartetraeder, dessen Ecke x^^^^ die Spitze 
des Kegels ist, nach § 149, (29), die Form an: 

(22) f= ^,^,a„x,x, = 6,iy,» + 6„y,» + b„y,' = 0. 

1 1 

Die Gleichungen in Ebenen- und Linienkoordinaten § 143, (8); 
§ 144, (13) werden, da ^44 = ist, nach (3); (8) und (4); (6): 

(23) B^ V = 0, 

(24) AiV + A,V + /Js3^5» = 0. 

Je nachdem in (22) die Vorzeichen der Koeffizienten von der Be- 
schaifenheit: 

(25) I. ± ± ± oder U. ± ± + 

sind, ist der Kegel ein imaginärer oder reeller. 

Der imaginäre Kegel hat nach (22) außer der Spitze y^ = 0, 
2/2 = 0, ys = keinen reellen Punkt und nach (24) und (4) außer 
den Spitzenstrahlen r^ = 0, r, « 0, r^ =» (I § 59, (10)) keine reellen 
Tangenten. Dagegen hat er, ebenso wie der reelle Kegel, nach (23) 
alle Spitzenebenen v^ = als Tangentialebenen. 

11. Die Diagonalkoeffizienten beim imaginären Kegel. Die 
Gleichungen (10) lauten mit 644 = 0: 

(26) Ä*a„ - ^^u,(')» + t,,«/»» + fe„V»)», 

(27) S'a,, - ^,,9,0)» + ft,«,(*)» + A,g;»)*, 

(28) S'A,, = B^x,W». 
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Nimmt man also b^^, b^^, b^^ von einerlei Vorzeichen an, so folgt 
mit Rücksicht auf (3) und (4): 

I. Ist die Fläche f ein imaginärer Kegd, so sind die sechs Korffi- 
eienten a^j^, soweit sie nicftt verschwindeti, positiv und die acht Koeffi- 
zienten aj^j^y Äj^^, soweit sie nicht verschtvinden, von einerlei Vorzeichen, 

Aus (28) folgt, daß beim Kegel (22) nicht alle yief A^j^ ver- 
schwinden können. In der Tat würden mit -4^^^ =« 0, i =» 1, 2, 3, 4, 
alle Ä,, = 0, Ä-, Z - 1, 2, 3, 4 (§ 139, (29)) sein {A\, - A,,Ä,,, 
I Anm. 1, III, (21)). Ist etwa .4^4 + 0, so ist die Ebene E^ des ur- 
sprünglichen Koordinatentetraeders nach (8) keine Spitzenebene (Tan- 
gentialebene). Dann geht auch keine der in ihr liegenden Kanten 
e^y e^j e^ durch die Spitze und fällt keine der in ihr liegenden 
Ecken E^j E^, E^ in die Spitze. Daher sind beim imaginären Kegel 
e^, e^y e^ keine Tangenten, so daß nach (6) «n + 0, «^ + 0, «jj + 0; 
und E^y E^y £3 keine Punkte des Kegels, so daß nach (5) a^j + 0, 
0,2 + 0, 033 + 0. Es sind aber a^, «jj, «33 die ünterdeterminanten der 
Diagonalglieder «h^öTjj, a^j in der Determinante A^^. So folgt allge- 
mein (I § 63, Fig. 319): 

II. Beim Kegd überhaupt ist wenigstens eine der vier Hauptutiter- 
determinanten Aj^,^ von verschieden. Beim imaginären Kegel sind not- 
wendig in jeder nicht verschwindenden Hauptunterdeterminante dritteti 
Grades A^j^ ihre drei Hauptunterdeterminanten zweiten Grades a^^. 
und ihre drei Hauptelemente a^^it ^^w verschieden. 

Es handelt sich hier bei A^^ um «jj, «55, a^, a^, 0,3, a^; bei 
^i um «22, «ee, a^^ a^^^y a^i, a^^; bei ^33 um «35, «^, «^^5, a^^, a„, a^; 
bei A^^ um a^i, a^y «33, a^^y a,,, a33. 

12. Die Kriterien des imaginären und reellen Kegels. Ist nun 

etwa die ünterdeterminante A^^ + und sind ihre Ünterdeterminanten 
^117 ^22 7 ^.Hs positiv und ihre Elemente ^z^^, a^^, a^^ von gleichem 
Vorzeichen wie A^^, also unter anderen: 

(29) «33 >0, a,,Ä^>0, 

SO kann die Gleichung: 

1 1 

des Kegels nach § 150, (19) auf die Form gebracht werden: 

(31) f = aii^i- + a^^a^^y^^ +«88-4^4^3^ =- 0, 

wo nach (29) alle Koeffizienten einerlei Vorzeichen haben. Die Be- 
dingungen (29) sind also neben -4 = für den imaginären Kegel 
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hinreichend. Sie haben aber wegen der Gleichungen: 

«22 «38 =■ «M + «11^447 «88 «11 = «81 + «22^44> «11 «22 "= «L + «38^44 

(§ 19, (21); (5)) immer zur Folge: 

«22 > 0, aj2^44 > 0. «88^44 > 0, «il > ^' 

Wir sagen daher allgemein: 

ni. Die Fläche (30) is^ ein Kegel, wenn -4 = 0, a6er nicht aUe 
Hauptunterdeterminanten dritten Grades A^^ verschwinden. 

IV. Sind dann alle Unterdeterminanten a^j, soweit sie nicht verschwin- 
den, positiv und haben alle Unterdeterminanten Aj^^ und alle Elemente a^^, 
soweit sie nicht verschwinden^ einerlei Vorzeichen, sind femer innerhalb 
jeder nicht verschrnndendeti Unterdeterminante Aj^j^ die drei Unter- 
determinanten Uj^^ und die drei Elemente a^j^ von verschieden, so ist 
der Kegel imaginär. 

V. Sind diese Bedingungen niclit alle erfüUt, so ist der Kegel reell. 

13. Die Ebenenpaare. Die Gleichung des Ebeneupaares lautet 
nach § 149; (31) in bezug auf ein Polartetraeder: 

(32) f-h,,y^ + h„y*. 

Mit 7>33 = 0, 644 = verschwinden nach (3) alle B^^ und nach (4) 
alle /3^, bis auf: 

(33) ^8 ==* *11 ^22 • 

Die Gleichung in Linienkoordinaten § 144, (18) wird daher: 

(34) 5-611622^ = 0. 

Je nachdem \^ und b^s gleiches oder verschiedenes Vorzeichen haben, 
ist das Ebenenpaar (32) imaginär oder redt. 

Das Ebenenpaar überhaupt hat nach (34) keine andern Tangenten 
als die Transversalen rj == der Achse i^ = eT,«/^ (I § 60, (11)); das 
imaginäre nach (32) keine andern reellen Punkte als die Punkte y^ = 0, 
j/g = der Achse. 

Die Formeln (10) werden: 

(35) S'a,, = &„ «,(')» + 6„t«,(»)*, S«a„ = /J„3,(»)*. 

Für das imaginäre Ebenenpaar sind daher notwendig alle aj^j^, soweit 
sie nicht verschwinden, von einerlei Vorzeichen und alle a^^, soweit 
sie nicht verschwinden, positiv. Für das reelle Ebenenpaar sind alle 
«**? soweit sie nicht verschwinden, negativ. Da nicht alle sechs q^,^^^ 
verschwinden, können nach (35) auch nicht alle aj^j^ Null sein oder 
nicht alle sechs Kanten des Eoordinatentetraeders Tangenten sein. 
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sind die Unterdeterminanten J["^, soweit sie nicht verschwinden, negativ 
und haben die Unterdeterminanten aj^., soweit sie nicht verschwinden, 
dasselbe Vorzeichen wie die Determinante Ä^. 

Die Kurve hat nach (8) außer ihrer eigenen Ebene Eq(vi\ v^\ 
%j v/ = 0, 0, 0, 1) keine reellen Tangentialebenen und nach (9) außer 
den in E^ liegenden Geraden e^ (r^', r^, r^ = 0, Ö, 0) keine reellen Treff- 
geraden. 

4. Das Versohwinden der Hauptunterdeterminanten bei ima- 
ginärer Sohnittkurve. Wenn Äj^^ verschwindet, ist nach (8) die 
Ebene E;fc(E, : u/, Mg', u^, m/ = 1, 0, 0, 0; . . .) Tangentialebene der Schnitt- 
kurve; wenn aj^ verschwindet, ist nach (9) die Kante Cj^{e^:p^'j p^, 
P^7 Pa} Pbf Pe' == 1? 0> ^7 ö; 0, 0; . . .) Treffgerade der Schnittkurve. 

Da nun die imaginäre Schnittkurve nur eine reelle Tangential- 
ebene Eq und außer den in ihr liegenden Strahlen e^ keine reellen 
Treffgeraden hat, so können für sie höchstens ein ^}!^ und höchstens 
drei a"^ verschwinden. Dies folgt auch aus (5) und (6). Denn bei 
positiven /S^, ß^, ß^^ kann Ä^^^ nur dadurch werden, daß rr^^^^ Xj^^^\ x^^^^ 
alle drei sind. Dies ist aber für zwei von den Werten A: = 1, 2, 3, 4 
nicht möglich, ohne daß S = | Xj}^^^ | in § 138, (16) verschwindet. Aus 
demselben Grunde können von den «"^ in (6) nicht vier verschwinden, 
ohne daß S» = g^') (§ 152, 6) verschwindet. 

Eine reelle Ebene, die nicht die Tangentialebene Eq ist, enthält 
nur eine reelle Tretfgerade, ihre Schnittlinie mit der Ebene Eq. Ver- 
schwindet daher etwa ^^^ nicht, so daß die Koordinatenebene E^ keine 
Tangentialebene ist, so kann von den in ihr liegenden Kanten e^y e,, e, 
höchstens eine in Eq liegen, also Treffgerade sein. Daher kann auch 
höchstens eine von den drei Unterdeterminanten afi, aj«, «5$ ver- 
schwinden. 

II. Ist die Schnittkurve ein imaginärer eigenüidier Kegelsdinitt, so 
verschwindet von den vier Hauptunterdeterminanten A^^ Mchstens eine 
und in jeder nicht verschwindenden Unterdeterminante -4J^ von ihren 
Hauptunterdeterminanten a^j^ höchstens eine 

5. Die Unterscheidung der Spezies. Ist nun A^ eine nicht 
verschwindende unter den -4"^^. und a^^ eine darin enthaltene nicht 
verschwindende Unterdeterminante und ist: 

(12) ^:4<o, -•i«««3>o, 

80 kann die Schnittkurve nach § 150, (46) in der Form: 

(13) - ««,yf + a-,A:,y\ + A'^A'-yl = 

dargestellt werden und ist somit imaginär. Die Bedingungen (12) 
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sind also f&r diese hinreichend. Die notwendigen Bedingungen 3, I 
und i, II sind also auf jeden FaU hinreichend. 

in. Sind neben (10) die ünterdeterminanten A^^, soweit sie nicht 
verschtvinden, negativ und haben die Unterdeterminanten aj^, soweit sie 
nicht verschwinden, das Vorzeichen von A^; sind femer wenigstens drei 
ünterdeterminanten A^^^ von verschieden und innerhalb jeder solchen 
tvenigstens jswei Unterdeterminanten aj^ von verschieden, so ist die 
Schniäkurve ein imaginärer eigentlicher Kegelschnitt. 

IV. Sind neben (10) diese Bedingungen nicht alle erfüllt, ist die 
Schnittkurve ein reeller eigentlicher Kegelschnitt 

6. Spesies der Linienpaare. Ist nunmehr in der Gleichung (7) 

(14) 6„yx* + 6«y,* - 

zurückkommt, so wird zugleich nach (2); (4) — (6): 
(lö) ^M=6u&«+0; 

(16) ^"-0, - ^?, = ^„%(»)», - S«<, - fe„«tW* + 6„g*<»J». 

Die Gleichungen der Schnittkurve in Ebenen- und Strahlenkoordinaten 
werden dabei: 

(17) - ^^,A^,u,'u: = ß„V,'* - 0; 

1 1 

(18) - 22 < ^*>'' = ^*(*»'"*'* + **»»■»'*) = ^- 

1 1 
Das Linienpaar (14) ist imaginär oder reell, je nachdem ßü>0 
oder < 0. Nach (16) ist aber, da x^^^^ nicht für jedes i = 1, 2, 3, 4 
verschwinden kann, wenigstens ein -4J^ nicht (§ 141, (21)) und sind 
alle nicht verschwindenden A^^ von entgegengesetztem Vorzeichen 
wie /Jjj. Daher folgt: 

V. Die Schnittkurve ist ein Linienpaar, wenn A"* = 0, aber nicht 
alle ^J^ verschwinden. Das Linienpaar ist imaginär oder reeU, je 
nachdem die nicht verschwindenden Unterdeterminanten A^^ negativ oder 
positiv sind. 

Ist auch noch J^g = 0, also die Schnittkurve (14) eine Doppd- 
linie, so verschwinden nach (16) alle A^^, aber nicht aUe a^^. 

7. Ausschluß reeller Schnittkurven bei imaginären Flächen. 
Nach § 141, 7 — 11 ist der Bang der Schnittkurve in gewissem Um- 
fange von dem der Fläche abhängig. Gleiches gilt auch in bezug 
auf die Spezies. 
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9. AuBBOhluß imaginärer oder reeller Linienpaare bei eigent- 
lichen Flächen. Da för J." = die fünf Unterdeierminanten Ä^^, A^ 
^tzf ^44' ^ TL2kch § 141 (38) dasselbe Vorzeichen haben, so können 
hei den beiden Spezies J. > der eigenüichen Flächen keine imaginären 
Linienpdare (A*lj^ < 0) und hei der Spezies -4 < keine rdlen Linien- 
pa^ire (-4Jf^. > 0) vorkommen (j). 

10. AussohlnA von DoppeUinien. Da der imaginäre Kegel nar 
einen reellen Punkt und das imaginäre Ebenenpaar nur eine reelle 
Gerade hat, können dort keine reellen Doppellinien und hier keine un- 
bestimmten Kurven (ganze Ebene) als Schnittkurven vorkommen (d). 

11. Übersicht der möglichen Schnittknrven. Danach bleiben 
für die Spezies der Schnittkurve bei gegebener Spezies der Fläche 
von vornherein diejenigen Kombinationen ausgeschlossen, die in der 
vorstehenden TabeUe^®^ entsprechend § 141, 7 — 11 mit oder den 
vorstehenden Sätzen 7 — 10 entsprechend mit (a), {ß\ (y\ (d) be- 
zeichnet sind. 

Daß die alsdann noch mögliclien Kombinationen der Tabelle auch 
tv irklich vorkommen, zeigen die eingetragenen Beispiele, die in der 
ersten Zeile die (xleichung einer Fläche von der Spezies der betreffen- 
den Kolonne angeben, und in der zweiten Zeile die Gleichung einer 
Ebene, welche mit der Fläche eine Schnittkurve von der Spezies der 
betreffenden Zeile liefert. Die Gleichungen: (j/i — ^g) (Vi + Vs) ™ ^^ 
^2 — Va"^ ^ stellen dabei ersichtlich stets ein reelles, die Gleichungen 
(^1 — iys)iyi + ^Vs) = 0, Vs — y4= ein imaginäres Linienpaar, die 
Gleichungen y^^^O, ?/2 — ^s^^ ®^^® Doppellinie dar. 

Die Abkürzungen: 

(22) «,,>0! «,,>0!... 

bedeuten: „alle aj^f. > 0", „nicht alle a^^^. > 0", . . .; „falls + 0" steht 
der Kürze wegen für „soweit sie nicht sind". Die Bedingungen 
der Kolonnen IV und V und der Zeilen 1 und 2 sind abgekürzt an- 
gegeben und im Sinne von § 152, 12, IV, V und § 153, 5, III, IV 
zu ergänzen. 

Die Tabelle (21) gibt die Bedingungen der Spezies der Fläche 
und ihrer ebenen Schnitte in aufgelöster Form an, während sie in 
§ 155, (41) und § 156, (38) noch einmal in geschlossener Form er- 
scheinen werden. 
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§ 154. Die Spezies der Schnittpirnktpaare. 

1. Die Quadratdarstelliing. Bei EinfQfarung eines Polzweiecks 
J^J^ auf der schneidenden Geraden wird infolge der Bedingung: 

(1) 6»=/-i,-0 

die Gleichung § 142, (7) des Schnittpanktpaares der Fläche f mit der 
Geraden w^ x m/ in Punktkoordinaten: 

(2) 6uyi* + 6«y.*-o. 

Zugleich wird nach § 142, (8): 

(3) ßti = ^l*M 

und nach § 142, (14); (16): 

(4) ^-'=S%6„, 

(5) <»'= S»(6„a:,W»+ \,x^^^, /: = 1, 2, 3, 4, 

endlich nach § 148, (13), § 140, (43) und § 142, (13) die Gleichung 
des Schnittpunktpaares in laufenden Ebenenkoordinaten: 



(6) Z'Z*^tr'«-s\h„vr+\,v''^, 

1 1 

ühereinstimmend mit (2) (I § 58, (5')). 

2. Untersoheidung der Spesies. Aus (4) ergibt sich sofort: 
Dos Schnittpunktpaar der Fläche zweiter Ordnung: 

(7) /•=22«»»**^'-<^ 

1 1 

mit der Schnittlinie der beiden Ebenen w^ und w/ ist ein imaginäres 
oder reelles eigentliches Punktepaar, je nachdem^^^): 

(8) ^""'>0 oder ^"*''<0. 

Bei dem imaginären eigentlichen Punktepaar sind nach (5) die 
Unterdetemiinanten A^f, soweit sie nicht verschwinden, von einerlei Vor- 
zeichen; verschwinden können dann nach (5) höchstens zwei von ihnen. 
Denn bestanden die Gleichungen x^^^ = 0, x^^^^ == für drei Werte 
von i, so würde die Substitutionsdeterminante S = Xj^ verschwinden. 
Ist etwa Al^'^0, so kann die Gleichung §150,(62) hergestellt 
werden. 

Das Schnittpunktpaar (2) ist ein Doppelpunkt, wenn ^n + ^j 
/>22 = 0, also nach (4) und (5 ) : 

(9j ^"«' = 0, Alf nicht alle 0, 

56* 
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und ist unbestimmt^ wenn mit ^u «= 0, 63, = 0: 

(10) ^"«'-0, ^«-* aUe 0. 

Im letzteren Falle gehört die Schnittlinie u^ x u/ der Fläche ganz 
an, ist eine Erzeugende. 

3. Ausschluß bestimmter Spezies des Sohnittpunktepaares bei 
gegebener Speaies der Fläche. Da die imaginäre eigentliche Flache 
keinen, der imaginäre Kegel nur einen reellen Punkt besitast 
(§ 152 y 5; 10), sind bei diesem getrennte reelle Punktepaare und 
reelle Erzeugende, bei jener außerdem Doppelpunkte ausgeschlossen. 

Da das imaginäre Ebenenpaar nui' eine reelle Gerade enthält, 
sind getrennte reelle Punktepaare unmöglich. 

Da das reelle Ebenenpaar 7on jeder Geraden reell geschnitten 
wird, sind imaginäre Punktepaare ausgeschlossen. 

Endlich haben die Flächen der III. Spezies nach § 152, 9 keine 
reellen Erzeugenden. 

Man könnte danach eine entsprechende Tabelle wie § 153, (21) 
aufstellen. 

4. Duale Sätze. Entsprechend dem Satze 2 gilt auch der 
duale Satz: 

Das Tangentialebenenpaar der Fläche zweiter Klasse: 

(7') i^=^^«>*«,= 

1 1 

dureli die Verbindungslinie der beiden Punkte x^ und a;/ ist ein iniagi- 
Cläres oder reelles eigentliches Ebenenpaar, je nachdem: 

(8') ^'-^'^O oder ^''^'<0. 

Dabei ist J.'^"^ die mit den Koordinaten der Punkte Xj^, Xj^ geränderte 
Determinante der a/, (§ 140, (12)). 

5. Andere Formen der Bedingung. Sind pj^ und g^ == opi die 
Strahlen- und Achsenkoordinaten der Schnittlinie ti^ x «/ und 
Pk ^ '^Q.i ^^^ ^k diejenigen der Verbindungslinie Xf^Xj^, so ist nach 
§ 140, (20) und (17), und dual: 

(u) A""- = <,\ = 6*yi y} 



1 1 



^kiPkPu 



6 6 



1 1 
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6 



(12) 



(12') 



ÄA''"' = <i>=yi ^'^uQk'lt 



1 1 



^'^'"' = >15/a;,p;i,;. 



1 1 



Damit treten in die Bedingungen (8) und (8') die Strahlen- und 
Achsenkoordinaten der Geraden u^ x u^' und x^x,^ ein. 

6. Die eigentliohen Flächen sweiter Ordnung und sweiter 
Klasse. Indem wir die Flächen (7) und (7') als eigentliche voraus- 
setzen, betrachten wir gleichzeitig bei^e als identisch, so daß (I Anm. 1, 

m, (4); (12); (8); (7)). 

(13) a^f^Ä^^] ^ki^^kt} ^ki^^^^kn Ki^'^^^kiJ Ä'^A^, 
Wir nehmen femer auch die Geraden u^^ x Uj^ und rr^a:/ als identisch 
an, so daß: 

(14) Pk^Pky ^k 
Dann wird aus (11') und (12'): 

1 



«*> ^ = 



Ü 



6 



6 



Ä'^^^ 



a' 




' ^ki^i = !". ; ^'''' " ^5? 5? ^kiPkPi -^9 



1 1 



(§ 138,(27)) und daher nach (11) oder (12): 
(15) 6^A''^ = AA^^' 

oder ausführlicher geschrieben ^^^): 



16) (f» 



Al 


-^12 


^IS 


^1* 


«1 


^i' 




«11 


«1» 


OlS 


^^1 


^82 


-^3 


A^ 


Xg 


fl/g 




«Sl 


«»« 


o» 


^81 
^41 


^82 


^33 
J 


A 

"^34 






=.^ 




«4» 


«SS 
«« 


^1 


JCi^ 


^3 


^4 










«1 


M» 


«S 


X- 


x\' 


^3 


< 










«,' 


< 


«s' 



a 



u 



a 



24 



a 



84 



Mi 



t/< 



Un 



«3' 



^ ' 



a 



44 



ti 



M. 



Mi 



4 




u 



4 








Sind (7) und (T) die Gleichungen einer eigentlichen Fläche zweiter 
Ordnung in Punkt- und EhenenJcoordinaten (a/, == A^^) und sind x^y x^ 
zwei Punkte und u^, u/ zwei Ebenen derselben geraden Linie p^y 
dk = ^Pü ^^ bestehen die Gleichungen (15); (16). 

7. Folgerung über reelle Tangentialebenen. Nach (15) haben 
.4""' und ul'*^ bei positivem A gleiches, bei negativem A verschie- 
denes Vorzeichen. Sehen wir daher von den imaginären Flächen, für 
die A> und 9 > (§ 152, 6), also auch O > ist, ab, so folgt 
aus (8), (<S') (§ 152, 9): 
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Bei den eigenüichen Linienflächen gehen durA jede Gertide, die m 
zwei redien Punkten schneidet, stets auch zwei redle TanffenUatd^eneH 
und umgekehrt. 

Bei den eigentlichen Flächen ohnegeradeLiniengdien durcfir eine Gerade^ 
die in zwei reellen Punkten schneidet, keine reellen TangeniialebeneHf «iMf 
schneidet eine Gerade, durch die zwei reeUe TangenUald)enen gehen, nidä 
in redien Punkten. 

Eine Tangente (q> — 0) tragt in beiden Fallen zwei zusammen- 
fallende reelle Schnittpunkte und zwei zusammenfallende reelle Tan- 
gentialebenen. 

§ 155. Orthogonale Transformation der Fläche zweiter Ordnung. 

1. Orthogonale lineare Substitutionen« Die lineare Substitutidh: 

4 

(1) ^*=-^^*m^m, t=l,2,3,4, 

1 

heißt eine orthogonale, wenn durch sie identisch die Gleichung besteht: 
(2) X,' + X,' + x,^ + X,' =- z,^ + z,^ + z^* + V. 

um eine solche Substitution zu erhalten, wählt man irgendein 
(redles) Polartetraeder J^ =» ^k'^\ Ä:, m = 1, 2, 3, 4, der imaginären 
eigentlichen Fläche zweiter Ordnung: 

4 

(3) g^yix^^Q. 



Durch Transformation auf dieses mittels der Substitution: 

4 

(4) a;,-5?'«r'y, 



erhält man nach § 149, (21): 



m 



(f>) 9-2T9m.ny 



2 
'm 

Hier sind die Koeffizienten: 



4 

(6) ^„™=2^*<"'>* 

1 

positiv und von verschieden. Setzt man daher: 
SO wird nach (5): ^ 

(8) .'/-'S''»^ 
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Somit ist: 



m 
mm 



eine (reelle) orthogonale Substitution. 

Entsprechend den oo* (reellen) Polartetraedem der Fläche (3) 
(§ 149, 11, V) gibt es <x>* orthogonale lineare Substitutionen (§ 50, 1). 

2. Quadratdarstellung durch orthogonale Substitution. Die 
Frage, ob eine beliebige Flache zweiter Ordnung: 

(10) r-22«*«***'=ö 

durch ortliogonale Substitution auf die Quadratdarstellung § 149, (21) 
gebracht werden kann, kommt auf die Frage nach einem genieinsamen 
(reellen) Polartetraeder der beiden Flächen (10) und (3) zurück."*) 

Ist nämlich J^ = x^^^^ ein solches, so werden durch die Sub- 
stitution (4) gleichzeitig die Darstellungen (5) und: 



(11) f-zrf^'ny'^ 

1 
herbeigeführt und dann mit (7) die Darstellungen (8) und: 



(12) f-S'-r 



mm gi 
m 



Hat also die Fläche (10) mü der I lache (3) ein (reelles) Polar- 
tetraeder J,^ = x,^^^^ gemein, so kann sie durch die ortliogonale lineare 
Substitution (9) auf die Quadratdarstellung (12) gd>racht werden. 

Es soll untersucht werden, ob ein gemeinsames (reelles) Polar- 
tetraeder der Flächen (10) und (3) vorhanden ist. 

3. Funkte gleicher Folarebene. Jede Ecke eines Polartetraeders 
einer einzelnen Fläche zweiter Ordnung hat (§ 149, 8, II) die gegen- 
überliegende Seitenfläche als Polarebene. Jede Ecke eines gemein-- 
Samen Polartetraeders muß also in bezug auf beide Flächen dieselbe 
Polarebene haben oder ein Punkt • gleicher Polarebene in bezug auf 
beide sein. Wir fragen daher zuerst nach solchen Punkten. 

Die Polarebenen eines Punktes x,^ in bezug auf die beiden 
Flächen (10) und (3) sind nach § 149, (6): 

4 4 

(13) ^*/;%-o, 2«>» = o. 
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Sie fallen immer dann und nur dann zusammen, wenn mit einem 
Faktor X: 

(14) f,' = W, &=1,2,3,4. 

Jeder Funkt gleidier Pölarebene x^ genügt aJso den Gleichungen: 

(flfji - X)x^ + OjjXj + a^^x^ + 0,^0:4 =« 0, 

«81^1 + «82^2 + («M~ ^)^ + Ö84a?4=0, 
a^l ^1 + «42 ^2 + «43 ^S + («44 — A) ^T^ = 0, 

wnrf jerfer rfiescn Gleichungen genügende Punkt ist ein Punki gleicher 
Polarebene (§ 50, 3) . 

4. Die biquadratisohe Gleichung des Problems. Diese Glei- 
chungen können nur bestehen, wenn der Faktor X eine Wurzel der 
biqtutdratischen Gleidmng ist®^): 



(15) 



a^i — A ajg ^13 ai^ 



I 



I «21 «22 — ^ «»S «i4 . 

(16) ^a) = i , :-o, 

I «81 «32 «83 - ^ «84 



«41 «42 «48 «44—^ 



I 



5. Die einer Wurzel entsprechenden Punkte gleicher Polar- 
ebene. Ist X^ (i = 1, 2, 3, 4) eine Wurzel der Gleichung (16), so gibt 
es ein oder mehr Punkte x^*\ die den mit X = A,- gebildeten Glei- 
chungen (15) entsprechen. In der Tat stellen diese Gleichungen vier 
Ebenen dar, die infolge der Voraussetzung d{X^ = jedenfalls einen 
Punkt gemein haben, möglicherweise auch mehr. Wenn nämlich för 
die Wurzel A = >L^ alle Unterdeterminanten dritten Grades ^kii}) ^^^ 
^{X) verschwinden, gehen die drei Ebenen durch eine Gerade; wenn 
aUe Unterdeterminanten zweiten Grades ^^^(jl) verschwinden, fallen sie 
alle in eine Ebene zusammen; wenn alle Elemente von z/(jl) ver- 
schwinden, werden sie völlig unbestimmt (I § 61, 3 — 5). 

Zu einer Wurzel X = X. der Gleichung (16) gehären ein Punkt, 
oder cc^ oder oc* oder cc^ Punkte gleicher Pciarebene, 

6. Zwei zu verschiedenen Wurzeln gehörige Punkte. Sind 
nun Aj und X^ zwei verschiedetie Wurzeln der Gleichung (16), so ge- 
nügen die entsprechenden Punkte gleicher Polarebene Xj^'^^ und Xj^^ 
nach (14) den Gleichungen: 

(17) ir = h=^,''', /*'*> = W% A = l,2,3,4, 

gleic jl ob zu jeder der beiden Wurzeln ein oder mehr solche Punkte 
gehören. 
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Wenn x^''^ =- x^^^ sein sollte, würde aus den beiden alsdann in 
fj^^^ und — x^'^^ linearen und homogenen Gleichungen (17) mit der 
Determinante Xg - A^ + folgen, daß /i^'> = und x^^-O. Die 
letztere Gleichung kann aber nicht für alle Werte Ton k bestehen. 
Also: 

L Zwei zu verschiedenen Wurzein gehörige Punkte gleicher Potar- 
ebene können niemals zusammenfallen. 

Multipliziert man die Gleichungen (17) bezüglich mit x/^^ und 
x^^*) und summiert über k, so erhält man: 

oder (§ 138, (6)): 

fit ~ ^i9ii > Tu "' ^i'i j • 

Daraus aber schließt man, da X, 4* ^ ist: 

(18) /;, = o, (/„=-o. 

n. Ztvei Punkte gleicher Polarebeney x^^^^ und a;/% die zu ver- 
sdiiedenen Wurzeln l^ und k^ gehören^ sind stets harmonische Pole in 
bezug auf jede der beiden Flächen (10) und (3) (§ 149, (2)). 

7. Die Realität der Wnrseln. Sind X^ und 2, zwei (einfache 
oder zweifache) konjugiert komplexe, also verschiedene Wurzeln, so ist 
nach 6, I auch jeder der einen entsprechende Punkt x^^^^ gleicher 
Polarebene von jedem der andern entsprechenden Punkte a:/*^ verschieden. 
Entspricht aber vermöge (15) der komplexen Wurzel l^ ein Punkt 
a:^(i) = y^' -f ly^"^ so entspricht der konjugierten Wurzel A, jedenfalls 
der Punkt x^^*^ = y/ — iy,^"y wo i//' nicht für jedes k verschwinden 
kann, da sonst a:/^^ = a:^^*) wäre. 

Damit ist nach (18): 

1 1 

und damit für jedes A: : y^' = , y/' = , was für y^" nicht möglich. 
Daher sind konjugiert komplexe Wurzeln nicht möglich oder: 

Die biquadratisdie Gleichung ^(^) =» Iiat nur reelle Wurzeln 
(§ 50, 7). 

8. Entwicklung der Determinante ^{X). Die Differential- 
quotienten der Determinante (16) nach X sind: 

(19) I \J"{X) ^8,,{X)^ä„{k)+d^{k)+ä^{X) + 8^(X) + d^{X\ 
-i J"'{k) = (a„ -X) + (a„ - A) + (033 - ^) + ("« - ^) • 
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Daher ist mit den § 79, (5) — (7) eingeführten Abkürzungen: 

(20) ^(X) « A* - Ä'"X^ + ^"X« -Ä'X+ Ä, 
und für die vier Wurzehi: 

(21) X,+l,+l,+X,^A"\ l^l,+l^l, + k^k, + l,k^+k^X^+l^l^^Ä'\ 

9. Multiplizitäten der Linearfaktoren der Determinante. Ent- 
hält die ganze Funktion G(X) den Faktor X — Iq gerade Zmal, so ent- 
hält der DiflFerentialquotient G'(A) nach § 50, (22) denselben Faktor 
gerade: 

(22) r ^i-i 

mal. 

Sei nun (A — AJ » die höchste Potenz von A — l^, die in ^{X) 
vorkommt; ferner (X — >L^)» die höchste, die gleichzeitig in ctUen ünter- 
determinanten dritten Grades ^^^ (Jl); (X — X^)* die höchste, die in 
allen Unterdeterminanten zweiten Grades S^j{X); (A — X^^ die höchste, 
die in allen Elementen der Determinante ^(X) vorkommt. Es sind 
dann nach dem Grade der einzelnen Determinanten nur zulässig die 
Werte: 
(23) /.= 1,2,3,4; V = 0,l,2,3; l," = 0,1,2; T = 0, 1 • 

Infolge von (19) enthält mm ^' (X) den Faktor X — A-, da er in 
allen ^t,(A) wenigstens l{ mal vorkommt, auch wenigstens // mal. Da- 
her ist nach (22): 

/,-!>?; oder: i; <l, 

mit Ausschluß der Gleichheit. 

Der DifFerentialquotient irgendeiner Unterdeterminante dritten 
Grades: 

KW = - ^n(ß - *22 W - f^zsWy KW = *46Ü) - «isC^), . . . 
enthält den Faktor X — X-, da er in jedem ^J^^{X) wenigstens Z/'mal 
vorkommt, auch wenigstens ?/'mal. Da aber unter den Determinanten 
^^/X) wenigstens eine ihn nicht mehr als ?/mal und daher der ent- 
sprechende DiflFerentialquotient ^/,(>l) ihn nach (22) nicht mehr als 
Z/ — l mal enthält, so kann //' nicht größer sein als // — 1 : 

V'<V-1 oder: Z/'</;. 
Der DiflFerentialquotient irgend einer Unterdeterminante zweiten 
Grades : 

enthält den Faktor X — X^J da er in jedem Elemente wenigstens Z/" 
mal vorkommt, auch wenigstens //"mal. Da aber unter den Determi- 



(25) 
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nanten d^ii^) wenigstens eine ihn nicht mehr als Z/'mal und daher der 
entsprechende Differentialquotient d^^{k) ihn nach (22) nicht mehr 
als li" — 1 mal enthält, so kann Z/" nicht größer sein als ?/' — 1 : 

K'<K-^ oder: i;" <i;\ 

Ztvischen den Multiplmtäten besteht daher mit Aussdduß der 
Gleichheit die Ungleic/kung: 

(24) i, > i; > ir > ir 

10. Die ElementarteUerexponenten. Die fflr die Determinante 
^ in § 79, (10); § 81, (17); (24) abgeleiteten Identitäten geben mit 
a^^-X für o„ und mit - J'{X), ^^\l), - r^"W ^^ A', Ä", A'" 
(§ 79, (5)— (7)) die in X identischen Gleichungen^): 

^'\k) - d{k)j'\x) - ./A W + ^Ä W + • • • + 

+ 2z//,(A) + 2zr3^,(A) + ..., 

^J''\X) + 2^{l) -. i^(A)^"(^) - ^liS) + <»i(^) + • • • 

+ 2*i(i) + 2*,U^) + • • •, 

^zr"«(X) - ./"(A) = (a,, - A)« + (ö„ _ A)« + . . . 

+ 2a/, + 2a3» + .... 

Während daher fQr eine .einfache Wurzel A =» A, (Z| •= 1) von 
^(A) - nach (23) und (24) stets i/ = ist, folgt aus (25), da aUe 
Wurzeln recü sind: Fttr eine Doppelwurzel JL = A^ (?^=2) yer- 
schwinden mit ^{X^ und ^'{X^ auch alle J^^i},^, so daß Z/ + 0, 
also nach (23) und (24) Z/= 1 ist. Für eine dreifache Wurzel 
A = A^(i,.= 3) verschwinden mit ^{k^j ^'i^d ^^^ ^\^i) auch alle 
d^,a,), so daß V' + O, also nach (23) und (24) ?r=-l, //=2 ist. 
Für eine vierfache Wurzel A = >l,(Z^«" 4) verschwinden mit -^(X,), 
^'i^i), ^''(^i) und ^'"('^») auch alle Elemente von -^(A), so daß 
Z;"4=0, also nach (23) und (24) /,'"-= 1, /;'«2, //=3 ist. 

Danach bestimmt der Wert von l^ stets die Werte von J/, l/\ Z/" 
in folgender Weise: 

(26) h, i;, l", ir = 1, 0, 0, 0; 2, 1, 0, 0; 3, 2, 1, 0; 4, 3, 2, 1. 
Innerhalb des einer {^-fachen Wurzel A,. entsprechenden Teilers von 

^W: 

(27) (A - A,/' = (A - A,)''~''(>1 - A,)''"'* (A - Aj'' "'* {X - A..)'* "^ 

heißen die Faktoren rechts, soweit ihre Exponenten von verschieden 
sind, die der Wurzel A,. entsprechenden ElenienUirieiler der Determinante 
/1{XY^) Alsdann besagt der Satz (26): 

AUe Elementarteilerexponetiten einer jeden Wurzel hahai je deti 
Wert 1. 
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11. Die SU einer Wunel gehörigen Punkte gleicher Folarebene, 
Da fOr eine einfache Wurzel X ^^ l^ nach (26) nicht alle j^ii{l) ver- 
schwinden^ 80 liefern für Jl == X^ die Oleichungen (16) mit 1="!, 2, 3 
oder 4 (8 139, (8)): 

Zu einer einfadien Wured k = X^ gehört stets ein einiriger besHmmter 
Punkt gleiche Polarebene, 

Man kann statt (2S) mit einem Faktor q auch schreiben**^): 

(29) p:r,Wx/')=^„a', 

und hiernach wird mit Rücksicht auf (19) und (6): 

(30) Qg,,^-J\l,). 

Da für eine zweifache Wurzel A = X^ nach (26) alle ^i,ii}^, aber 
nicht alle S^.^{X) verschwinden, so genügen für X = k^ den Gleichungen 
(15) die Punkte der Geraden (§ 139,(16)): 

Ä = 1, 2, 3, 4, 5 oder 6. 

Zu einer zueifaclieyi Würget a = >l,. gehören $t€ts c»^ Punkte gleidier 
Polarebene, die eine Gerade erfüllen. 

Da für eine dreifache Wurzel k = X^ nach (26) alle dii(X)y aber 
nicht alle Elemente von ^(X) verschwinden, so genügen 'für X = A,. 
den Gleichungen (15) die Punkte der Ebene (§ 139, (24)): 

(32) Ui^** : ?i2^'^:M3^*^*?/^"' = dn — X^ : a 12 • «is • öf u = «21 itigs — X,: «23:0^4 = ...«•.. 

Zu einer dreifachen Wurzel X=^ X. gehören stets 00^ Punkte gleicher 
Polarebene, die eine Ebene erfüUen. 

Da für eine vierfache Wurzel X = A, nach (26) alle Elemente 
von J{X) verschwinden, so sind für eine solche die Gleichungen (15) 
identisch erfüllt. Alle Punkte des Raumes sind Punkte gleicher 
Polarebene. 

12. Verschwindende Wurzeln. Unter den Wurzeln der Glei- 
chung (16) findet sich nach (20) die Wurzel >l = nicht, wenn ^ + 0; 
die Wurzel A = einfach, wenn J. = 0, ^4' + 0; zweifach, wenn ^4 = 0, 
-4'=0, ^"+0; dreifach, wenn ^ = 0, .4'=0, .4"=0, ^'"+0; 
vierfach, wenn A = 0, Ä = 0, A' = 0, A" = 0. 

Die Gleichungen (15), die mit X = Q die zur Wurzel A «= ge- 
hörigen Punkte gleicher Polarebene bestimmen, decken sich aber in 
diesem FaUe mit denjenigen (§ 139, (6)), die die Doppelpunkte der 
Fläche (10) liefern. 

Die dir Wurzel A = entsprechenden Punkte gleicher Polarebene 
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in bezug auf die Flächen f und g decken sich mit den Doppelpunkten 
der Fläche f. 

Dies erklärt sich daraus^ daß ein Doppelpunkt der Fläche f als 
Polarebene in bezag auf f jede £bene des Raumes hat (§ 149, 6), 
also auch diejenige Ebene, die seine Polarebene in bezug auf g ist. 

Da nun nach 11 aus der Multiplizität einer Wurzel die Anzahl 
der entsprechenden Punkte gleicher Polarebene folgt, so ergibt sich: 

Die Flädie f hat keinen Doppelpunkt für ^ + 0, einen Doppel- 
punkt für -4 = 0, -4' 4» 0, eine Doppelgerade für ^ = 0, Ä = 0, Ä'^0, 
eine Doppelebene für -4 =« 0, J.' = 0, A" = 0, A'" + 0. 

Wir erhalten damit aufs Neue die bereits § 139, (30) abgeleiteten 
Bedingungen für den Rang der Fläche f 

13. Niohtversohwindende Wurzeln. Da nach (17) für jede 
einfache oder mehrfache, verschwindende oder nicht verschwindende 
Wurzel A,. und einen zugehörigen Punkt gleicher Polarebene a;^^*^: 




oder: 

(33) fu = K9u, 

80 folgt: 

Ein einer nicktverschunndenden Wurzd A,. entsprechender Punkt 
gJeidier Polar(i)ene Xj^^^ liegt entweder auf keiner oder auf jeder der 
beiden Flädien f und g. 

Da im letzteren Falle die gemeinsame Polarebene gemeinsame 
Tangentiald)ene wird, so beriUtren sidi die beiden Flächen im Punkte a:/*^. 

14. Der einer einfachen Wurzel entsprechende Funkt. Der 

einer einfachen Wurzel >L, entsprechende Punkt gleicher Polarebene 
(28) kann als reeller Punkt nicht auf der Fläche g, also auch nicht 
mit seiner gemeinsamen Polarebene in bezug auf f und g vereinigt 
liegen. Falls >L,. + 0, liegt er nach 13 auch nicht auf f] falls A^ = 0, 
ist er nach 12 die Spitze des Kegels f, 

15. Fall von vier einfachen Wurzeln. Hat die Gleichung (16) 
vier einfache Wurzeln X,. (i = 1, 2, 3, 4), so gehört nach 11 zu jeder 
ein einziger Punkt gleicher Polarebene x^^\ der nach 14 nicht mit 
dieser vereinigt liegt. Zugleich ist nach 6, II jeder der vier Punkte 
Xf.^'^ harmonischer Pol jedes der drei andern in bezug auf beide 
Hächen f und g. 

1. Wenn die biquadratische Gleichung vier verschiedene Wurzeln hat, 
lutben die beiden Flächen f und g stets ein einziges gemeinsames Polar- 
tefraeder. 
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Seine reellen Ecken x^^''^ sind die den Werten i = 1, 2, 3, 4 ent- 
sprechenden Punkte (28). Für die orthogonale Substitution (9), welche 
die Form (12) von /* herbeifahrt, ist nach (29), (30) "i): 

16. Die einer Doppelwursel entsprechenden Punkte. Einer 
Doppclivureel Jl,. entspricht eine reelle Gerade (31), deren jeder Punkt 
ein Punkt gleicher Polarebene ist Ist A,. + 0, so sind die beiden 
Punkte S^ und S^^ in denen die Gerade die eine Fläche schneidet, 
nach 13 BerührungspunJite beider Flächen. Sie sind als Schnittpunkte 
einer reellen Geraden (31) mit der imaginären eigentlichen Fläche g 
konjugiert komplex und daher zwei getrennte Punkte (§ 154, 3). Ist 
^i — 0, so ist die Gerade (31) die Achse des Ebenenpaares f und 
schneidet wie vorhin die Fläche g in zwei getrennten Punkten S^ und S,. 

17« Fall von ein oder zv^ei Doppelwurzeln. Wählt man auf 
der Geraden (31), die der Doppelwurzel Aj = X^ entspricht, irgend ein 
Paar harmonischer Punkte x^.^^"^ und o;/*^ zu den beiden getrennten 
Schnittpunkten S^ und S^ mit der Fläche g, so sind diese harmonische 
Pole in bezug auf beide Flächen f und g. 

Sind mm die beiden andern Wurzeln A3 und X^ einfache, so sind 
die ihnen nach 14 entsprechenden Punkte gleicher Polarebene x^^^^ 
und x^^^^ nach 6 sowohl unter sich als auch je zu jedem Punkte der 
Geraden (31) harmonische Pole in bezug auf beide Flächen f und g.' 
Die vier Punkte xj'*^, i = 1, 2, 3, 4 bilden also ein gemeinsames Polar- 
tetraeder. Für Xfl^^\ Xf}^^ stehen dabei die cx)^ zu S,, S^ harmonischen 
Punktepaare zur Verfügung (§ 149, 6). 

Ist aber auch X^ = X^ eine Doppel wurzel, so wählt man auch 
auf. der ihr entsprechenden Geraden zwei harmonische Punkte x^^^\ x^^^^^ 
zu den getrennten Schnittpunkten S^, S^ der Geraden mit der Fläche g. 
Jeder Punkt der zu X^^^ A, gehörigen Geraden ist aber nach 6, II 
zu jedem Punkte der zu X^ = X^ gehörigen Geraden harmonischer Pol 
in bezug auf beide Flächen. Die vier Punkte x^^'^ bilden also wieder 
ein Polartetraeder. 

IL Wenn die hiquadratische Gleichung eine zweifache und zwei ein- 
fache oder zwei zweifache Wurzeln hat, haben die beiden Flächen f 
und g cx)\ bezüglich 00* gemeinsame Polartetraeder. 

18, Fall einer dreifachen Wurzel. Einer dreifachen Wurzel 
^1 = ^ = ^3 entspricht eine reelle Ebene (32), deren jeder Punkt ein 
Punkt gleicher Polarebene ist. Ist X^'^O, so ist der Kegelschnitt, 
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in dem die Ebene die eine Fläche schneidet, nach 13 Berührungskurve 
beider Flächen. 

Er ist nach § 153, (21) als Schnittkurve einer reellen Ebene mit 
der imaginären eigentlichen Fläche g notwendig ein eigenÜicher ima- 
ginärer Kegelschnitt. Ist X^ = 0, so fällt f selbst als Doppelebene in 
die Ebene (32) hinein und schneidet g wie vorhin in einem eigent- 
lichen imaginären Kegelschnitt. 

Ein eigentlicher Kegelschnitt hat cx>* reelle Polardreiecke (§46, 10). 
Ist nun Xj^'^\ x^'^\ x^^^ ein solches Polardreieck und Xj^^^ der der ein- 
fachen Wurzel X^ entsprechende Punkt gleicher Polarebene, so ist 
dieser nach 6, II zu jedem Punkte der Ebene (32) harmonischer Pol. 
Die vier Punkte ar^W bilden also ein Polartetraeder. 

III. Wewn die hiquadratische Gleichung eine dreifache und eine ein- 
fache Wurzd haiy haben die beiden Fläcfien f und g oo^ gemeinsame 
Polartetraeder. 

IV. Bei einer vierfachen Wurzel fallen f und g überhaupt zusammen. 

19. Die Quadratdarstellang und ihre Koeffizienten. Da somit 
stets ein oder mehr gemeinsame Polartetraeder der beiden Flächen f 
und g vorhanden sind, so ist deren gleichzeitige Überführung in die 
Formen (8) und (12) stets möglich. Zugleich erhält die Darstellung 
(12) nach (33) die Form: 

(35) f = l,z,^ + X^z,^ + X, V -t- ^4 V - 0. 

Die Gleichung (10) kann also stets durch orthogonale SubstOiution 
auf die Form (35) gdn-acht werden^ wobei >ti, ^; ^tj, ^4 die Wurzeln 
der biquadratischen Gleichung (16) sind. 

Das neue Koordinatentetraeder, auf das sich die Koordinaten z^ 
beziehen, ist das Polartetraeder, das die Flache (10) mit der Flache 
(3) gemein hat. Es ist eindeutig bestimmt, wenn die Gleichung (16) 
vier einfache Wurzeln hat, ist dagegen einfach oder zweifach oder 
dreifach unbestimmt, wenn sie zwei einfache und eine zweifache oder 
zwei zweifache oder eine einfache und eine dreifache Wurzel hat. 

20. Unterscheidung der Vorzeichen. Aus der Gleichung (35) 
kann nun sowohl der Bang (§ 149, 15) als die Spezies (§ 152, 4) so- 
fort entnommen werden. Sind nämlich mit -4. =4= die vier Wurzeln 
Aj, Ag, X3, JI4 nach (21) alle von verschieden, so sind ihre Vor- 
zeichen nach (21), abgesehen von der Reihenfolge, für: 

(36) ^ > : + ± ± ± oder + + ; Ä<0:±±±:f. 

Nach der Kegel von Descartes ^*^) hat aber die Gleichung (20) soviel 
positive Wurzeln als Zeichenwechsel in ^(k), und soviel negative. 
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als Zeichenwechsel in /^(— il) yorkommen. Daher sind die Vorzeichen 
der Wurzeln fttr: 

A>0, A'>0, A">0, A"'>0:+ + + + , 
A>0, A'<0, A" > 0, A'" < : , 

oder zusammengefaßt, ftir: 

(37) ^ > 0, A" > 0, A'A"'> : ±± ± ± . 

Nach (36) und (37) sind sie dann für: 
<38j ^ > 0, A", A'A'" nicht beide > : + + . 

Ist femer mit ^ = 0, A' =^0 etwa A^— 0, so sind i^, X^, i, die 
Wurzeln der kubischen Gleichung: 

X»-A"'X*+A"l~A'''0. 
Die Vorzeichen sind dann nach § 50, 19 fttr: 

( Sit) "A" > 0, A'A'" > : ± + ±; 

A", A'A'" nicht beide > : ± ± T . 

Ist weiter mit ^ — 0. A' = U, A" + etwa A, = 0, il^ = 0, so 
sind A^ und X^ die Wurzeln der quadratischen Gleichung: 

X*-A"'k + A"=^0. 

Ihre Vorzeichen sind gleich oder verschieden, je nachdem: 
(40j A" > oder A"<0. 

Schließlich ist mit ^ = 0, A' = 0, A"=0, A"'+0 nur noch eine 
Wurzel X^ von verschieden. 

31. Merkmale der Spezies der Fläche zweiter Ordnung. Be- 
zeichnet man daher allgemein die Wurzel X,. mit «* oder — a*, je 
nachdem sie ])<>sitiv oder negativ ist, so erhält man an Stelle Ton 
§ 152, (3(») folgende Merkmah: für die Spezies der Flädie (10): 

^ > 0, A" > 0. A'A" > 0: 

I. /• = «i-r,« -f- «/;?,« + «3>i?,» + a,» V = 0; 
A > U, A", A'A'" nicht beide > 0: 

II. f - «1*^1* + kJzJ —.«t"* — «4*V =" 0; 

^ < 0: III. /• == ay'z^- + ajz^' + a,*^j* - - a*e^* = 0. 
( A" > U, A'A'" > 0: 

IV. f- «i^-i'+ «,-xr,»+ «,»ir,»= 0: 
A", A'A" nicht beide >0: 

V. /•= «1«^/+ «,»rj»- a,V= 0. 

I ^" > 0: VI. f = «1««!« + aj*^j« = 0; 
A" < 0: VII. f - a,»it,* - «,«;f,* = 0. 
A = 0, X' - 0, A' = 0, ^"' + 0: VIII. f - «1»^,» = 0. 



.(41) 



^4 + 



.4 = 0, ^'+0 



.4 = 0, ^'=0, ^" + 



(42) 
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Dabei ist (§ 138, (8); (9)); 



Diese Merkmale gelten für jedes Koordinatentetraeder, auf das 
sich die gegebene Gleichung (10) gerade bezieht. Sie können un- 
mittelbar als Kolonnenüberschriften in die Tabelle § 153, (21) ein- 
getragen werden. ^^) 

22. Übergang auf gemeine Koordinaten. Sie gelten insbesondere 
für scftief' und rechtwinklige gemeine Koordinaten (I §57, (1)) und 
können in diesem Sinne als Eolonnenüberschriften in der Tabelle 
§ 99, (31) benutzt werden. 

Die dort für rechtwinklige Koordinaten abgeleiteten Merkmale 
der Spezies weichen von denen in (41) für die vier ersten Spezies 
insofern 'ab, als dort an Stelle von Ä" und Ä"' die verkürzten Summen: 

^^ = «11 + «22 +«88; ^^ = «11 + «22 + «88 

stehen. 

Diese Abweichung ist darin begründet, daß überhaupt, bei gleidi 
bleihendeti notwendigen Bedingungen, die hinreichenden Bedingungen 
entsprechend der verschiedenen Wahl des Polartetraeders für die 
Quadratdarstellung verschieden ausfallen. In der Tat ist für die 
Spezies I nach § 152, (14) notwendig, daß neben -4 > alle a^ und 
alle «44-4,, positiv seien, hinreichend aber schon, daß -4 > 0, ccJ^^>0, 
«11^44 >0. 



Invarianten der Fläche bei orthogonaler Transformation. 

Wird durch irgend eine orthogonale Substitution (9), die also (3) in 
(8) verwandelt, aber f nicht gerade in die Quadratdarstellung (12) 
überführt, sondern etwa in: 

4 4 

(43) /•-22^».«^".^«' 

1 1 

so wird durch sie nach (8) und (43) identisch in X (§ 50, 20): 
(44; f- lg = {b\,-X)^,'+ . .. + 2b,,z,z,+ - • • 

und daher nach § 138, (17): 

^11 -^ ^ ^12 * • • «11 — ^ «lä 

(4o) 6,^ ft^^ _;,...= S* «21 Oja — A • • • • 
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Da aber diese Gleiclumg identisch in k gilt, so folgt nach (20) 
durch Gleichsetzen der Koeffizienten: 

(46) B=SM, -B'=SM', B"=SM", B'^'^S^A" 

oder: 

Die Koeffizienten der Potenzen von X in der Determinante (16), 
also: Ä, Äy Ä\ A"\ sind gegen jede orOiogonale Transformation in- 
variant.^^^ 

Da nach § 140, (9) und (14) die Gleichung (45) auch für die 
einfach oder zweifach geränderten Determinanten der Fläche (44) be- 
steht, so sind aiich die Koeffizienten der Potenzen von X in *den ge- 
ränderten Determinanten § 156, (18) und § 157, (5), also die Ausdrücke 
A% A'% A'% Q^ in § 156, (26) und .4"«', A^^\ ^ in § 157, (12), 
gegen jede orthogonale Transformation invariant (§ 149, (38)). 



§ 156. Orthogonale Transformation der Schnittkurve. 

1. Gleichzeitige Quadratdarstellung zweier Schnittkurven. Be- 
zogen auf ein Tetraeder E^E^E^E^ seien zwei Flächen: 

4 t 4 

(1) /"=2^«*'^*^<=ö' (2^ </=2v=o 

11 1 

und eine reelle Ebene: 

4 



(3) M=^tM,a;,= 

1 

gegeben. Durch Transformation auf ein neues Tetraeder JiJfJ^J^, 
dessen Ebene J^J^J^ mit der Ebene (3) zusammenfällt, nehmen fy g 
und li im allgemeinen die Form an (§ 141, 1): 

4 4 4 4 

(4) /'=2r2/inn!/my.= 0, (5) g =-^y} g^nV^Vn^ ^ , 



(6) ' ' ti==Sy,= 0, 

imd erhalten die Schnitthirven der beiden Flädien mit der Ebene in 
laufenden, auf das Dreieck J^J^J^ bezogenen Koordinaten die Form 
(§ 141, (7)): 

» 3 3 3 

11 11 

Ist im Besonderen Jy^J^J^ ein ge^neinsames Poldreieck der beiden 
Kegelschnitte (7) und (8), so werden diese Gleichungen (§ 149, (19)): 
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3 



oder mit: 

(11) V^ym=^m: 

8 8 

(12) ^^*4 = 0. (13) 2^^4 = 0. 

Die Schnittkurve ^ x u ist nach § 153^ (21) stets ein imaginärer 
eigenüicher Kegelschnitt, während zugleich die Wurzel in (11) bei 
reellen Punkten J^ reell ist (§ 155, (6)). 

Die SchnitOcarven einer beliebigen Fläche (1) und der imaginären 
eigentlichen Fläche (2) mit einer reellen Ebene (3) können also bei 
Einführung eines gemeinsamen Poldreiecks auf die Form (12) und (13) 
gebracht werden. 

Es handelt sich noch um die Ermittlung eines gemeinsamen 
Poldreiecks. 

2. Punkte gleicher Polare. Die Polarebenen eines Punktes Xfl^ 
im Baume in bezug auf die Flächen (1) und (2) sind: 

4 4 

(14) 2»/i»^*=0, (15) 2V^»==0. 

1 1 

Liegt der Punkt x^^ in der Ebene (3), so wird diese von den Ebenen 

(14) und (15) in den Polaren des Punktes in bezug auf die Kegel- 
schnitte fxu und ^^XM geschnitten (§ 68, 8; § 11, 7). 

Diese Polaren fallen zusammen, wenn die drei Ebenen (3), (14), 

(15) eine Achse gemein haben, also (I § 51, (7)): 

(16) /;<>-AV+c«*=o. 

Jeder Punkt x^ gleicher Polare in bezug auf die beiden Kegel- 
schnitte genügt daher den fünf Gleichungen: 

(Oii — X)Xi + ai^x^ + a^^x^ + ai^x^ + pw^ — , 
(17) \ a^^x^ + a^^x^ + {a^ - X)x^ + a^^x^ 4- pw, = , 

^41^1 + «42^2 + «48^8 + (^44— ^)^4 + (»W* = ^ , 
U^X^ + U,Xj + U^X^ + U^X^ = , 

und jeder diesen Gleichungen genügende Punkt ist ein Punkt gleicher 
Polare, 

3. Die kubische Gleichung des Problems. Die Gleichungen (17) 

können nur bestehen, wenn k eine Wurzel der kubischen Gleichung ist*'*): 

67 ♦ 
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(18) 
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4. Die einer Wursel entsprechenden Punkte sleioher Polare. 

Ist A — A,(t — 1, 2, 3) eine Wurzel der Gleichung (18), so gibt es 
ein oder mehr Punkte Xi^^\ die den mit A =^ k^ gebildeten Gleichungen 
(17) unter Elimination von q genügen. Nach solcher Elimination 
stellen die Gleichungen (§ 107, 1) vier Ebenen dar, die wegen 
^(^i) ^ Ö durch einen Punkt gehen. Wenn jedoch neben ^(X) auch 
noch die sechzehn Unterdeterminanten -^^,(A), t, ? = 1, 2, 3, 4 für 
A — A^ verschwinden, gehen die vier Ebenen durch eine Achse, und 
wenn auch die 36 Unterdeterminanten Sl^^{k), Ä, i = 1,2,3,4,5,6 ver- 
schwinden, fallen sie zusammen (§ 107, 7 ; 9). 

Zu einer Wurzel A = A,. der Gleichung (18) gehören ein Punkt 
oder cc* oder 00^ Punkte gleicher Polare (§ 50, 5). 

5. Zwei zu verschiedenen Wurzeln gehörige Punkte. Sind 
nun Aj und Ag zwei verschiedene Wurzeln der Gleichung (18), so ge- 
niigen die entsprechenden Punkte gleicher Polare x^^^'* und x^^^^ nach 
(16) den Gleichungen: 

(19) /•,(" - i, x,'" + p, M, = , /•,(« - A,x,(«) + p,«, = , 

4 4 

1 1 

gleichviel ob zu jeder der beiden Wurzeln ein oder mehr Punkte x^.^^ 
gehören. 

Wäre nun x^^^^ = a;^/% so würde aus (19) folgen: 

- C-i - ^w^ + (p. - p,)«i. - , Ä- = 1 , 2, 3, 4, 

und hieraus, da A^ + Aj ist: 

x/*^ : x^^^^ : Xv^^^^ : j:/^^ = u^ : 1^ : u^ : u^ oder .r^>^) = öu^ , 

und damit aus (20): 

4 

1 
was für die reelle Ebene (3) nicht möglich ist. 

I. Zwei zu versdiiedenen Wurzeln gehörige Punkte gleicher Polare 
können niemals zusammenfallen. 
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Multipliziert man die Gleichongen (19) mit a;/*^ uod x/^^ und 
summiert über Ic, so folgt mit Rücksicht auf (20): 

(21) /;, - A, <7i, - , /•« - A, (^„ = 0, 

und da X^=^ X^ ist: 

(22) /;, = o, ^,, = 0. 

11. Zwei Funkte gleicher Polare, Xf}^"^ uml x^^^\ die zu verschiedenen 
Wurzdn X^ und k^ gehören, sind stets harmonische Pole in bezug auf 
jede der beiden Flächen f und g, sowie jeden der beiden Kegelsdmitte 
fxu und gXiL 

6. Die Bealität der Wurzeln. Mit Rücksicht auf 5, I und auf 

(22) übertragt sich der in § 155, 7 gegebene Beweis auch auf den 
vorliegenden Fall, also: 

Die kubische Gleidiung ^(Jl) — in (18) hat nur redle Wurzeln. 

7. Entwicklung der Determinante ^(A). Die Differentialquo- 
tienten der Determinanten ^(A) sind: 

I - J'{X) - z/,i(A) + J^{X) + ^„(i) + ^/,,(A), 

(23) \ J"{1) - *„(A) + *„(A) + *„(A) + (J^(A) + (J„(A) + d«(A), 

h^"(A)-v+V+V+V, 

wo: 

iwM ^~ A Onn a^M u^ 



(24) J,,(X)^ 



«82 «83 — '^ ^4 ^ 



S 



7 • 





0,2 — A «23 1*2 


; *uW = 


«82 «88 ^ "8 , 




eij W, 



»42 «48 «U — ^ **4 

1*2 1*3 M^ 

Daher ist mit den Abkürzungen (§ 107, (22); (23)): 

^25'! 1 ^ '^ -^11 + ^22 + -^88 + ^44 ; 

l ^ = «11 + «22 + «88 + «44 + «55 + «66 > 

für die Entwicklung von ^{X): 

(26) ^{X) - ^A» + ^""A*- ^'"A + ^^ 

und für die drei Wurzeln: 

V*- V ^1 + ^2 + ^ =* Ö* ' ^2 ^3 I ^ ^i "r ^1 ^ ^^ n« * 

^1 ^ ^3 "^ "pi ' 

8. Die Multiplisitäten der Linearfaktoren der Determinanten. 

Sei nun (A — l^i die höchste Potenz von X — X^y die in ^{X) vor- 
kommt; femer (A — A^)* die höchste, die gleichzeitig in allen Unter- 
determinanten ^;t,(A)(l,i= 1,2,3,4) und (X — X^t die höchste, die in 
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allen Unterdeterminanten d^/A) vorkommt (h,l=l,2y...6). Es sind 
dann nach dem Grade der einzelnen Determinanten nur zulassig die 
Werte: 

(28) ^,= 1,2,3; Z/= 0,1,2; ^'=0,1. 

Nach der ersten Gleichung (23) folgt dann ebenso, wie in § 155, 9, daß: 

und da: 

■JnW = - *«(^) - *65(^) - fiiW, ^«W = «« W - *t, W , • • •, 
so folgt ebenfalls, wie dort: 

V'<V- 

Zwischen den MulHplizüäien besteht daher mit Ausschluß der Gleidi- 
Imt die Unffleichimg : 

(29) ' ' h>i;>i{'. 

9. Die Elementarteilerexponenten. Die für die Determinante 
-4* in §107, (25); (43) abgeleiteten Identitäten geben mit a^^ — iL 
für a,, und mit - J\k), \J"{k) für yl'", A'*" die in k identischen 
Gleichungen®®): 

(30) z/'«(A) = z/,', (A) + z/,|(i) + z/,| (A) + z/^(A) + 2J^{k) + 2z^,« (A) 

+ 2J^,{k) + 2J^,{k) + 2J,\(i.) + 2^^(A) + i^ik)^"(i.), 

iJ"\X) = d,=i(A) + d^,(X) + ... + d,» (A) + 2d,»(A) + . . . 

+ 2d,*(A) + 2z^'We 

Während daher für eine einfache Wurzel A = >l^(Z,. = 1) von ^(A) 
nach (28) und (29) stets //= ist, folgt aus (30), da alle Wurzeln 
reell sind: Für eine Doppelwurzel k = k^{l^= 2) verschwinden mit 
z/(X<) und ^'(>^.) aucli »lle ^;j.,(A.), so daß ^+0, also nach (28); 

(29) Z/=l ist. Für eine dreifache Wurzel A = A,.(Z^ = 3) verschwinden 

mit ^{k^, ^'{^i) ^^^ ^"{^i) ^^cli ^11® ^kii^-i)} ^^ ^^^ ^/' + ^> *^80 
nach (28), (29) Z/'= 1, i;^2 ist. 

Danach bestimmt der Wert von /^ stets die Werte von //, l!' in 

folgender Weise: 

(31) ?,,//, /,"=!, 0,0; 2, 1,0; 3,2,1. 

Alle Elementarteilerexpoyienien einer jeden Wurzel haben je den 
Wert 1. 

10. Die zu einer Wurzel gehörigen Punkte gleicher Polare. 
Da für eine einfache Wurzel k = A,. nach (31) nicht alle ^^i{k) ver- 
schwinden, so liefern für diese die Gleichungen (17) mit A* = 1, 2 
oder 3 (§ 107, (17)): 

32) a;/'> : x,^''^ : x,^'^ : a;/) - J,,{k,) : z/,,(A,) : ^,«(A,) : ^,,a,) . 
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Zu einer einfachen Wurzel A « ü^ gehört stets ein einziger be- 
stimmter Punkt gleicher Polare. 

Da für eine zweifache Wurzel l = k^ nach (31) auch alle d^^{X)y 
aber nicht alle ^^^{X) verschwinden, so genügen für diese den Glei- 
chungen (17) die Punkte der Geraden (§ 107, (31)): 

k = 1, 2, 3, 4, 5 oder 6. 

Zu einer zweifachen Wurzel X = A,. gehören stets oo^ Punkte gleicher 
Polare, die eine Ge^sade erfUUen. 

Da fiir eine dreifache Wurzel X = A,. nach (31) auch alle d^i{X) 
verschwinden, so sind fBr eine solche die Gleichungen (17) durch 
aUe Punkte der Ebene (3) erfüllt (§ 107, 9). 

11. Verschwindende Wurzeln. Unter den Wurzehi der Gleichung 
(18) findet sich nach (26) die Wurzel A = nicht, wenn J.* + 0, die 
Wurzel >l = einfach, wenn Ä^ = 0, A'*'=^0, zweifach, wenn J.*' = 0, 
>l"' = 0, ^""+0, und dreifach, wenn ^« = 0, ^" = 0, ^"" = 0. 

Die Gleichungen (17), die mit A =• die zur Wurzel k = ge- 
hörigen Punkte gleicher Polarebene bestimmen, decken sich aber in 
diesem Falle mit denjenigen (§ 141, (31)), welche die Doppelpunkte 
der Schnittkurve fxu liefern. 

Die der Wurzel k = entsprechenden Punkte gleicher Polare in 
hezug auf die Kegelschnitte fxu und gxu decken sich mit den Doppd- 
punkten des Kegelschnittes fxu. 

Da nun nach 10 aus der Multiplizität einer Wurzel die Anzahl 
der entsprechenden Punkte gleicher Polare folgt, so ergibt sich: 

Die Kurve fx,u hat keinen Doppelpunkt für Ä*" =^0, einen für 
^* = 0, ^'"+0, eine Doppelgerade für ^"=0, ^'"=0, ^"" + 
und tcird unbestimmt für JL"= 0, A'^= 0, J.""= 0. 

Wir erhalten damit aufs Neue die bereits in § 141, (24) ab- 
geleiteten Bedingungen für den Rang der Schnittkurve fxiu, 

12. Nicht verschwindende Wurzeln. Da nach (19) und (20) 
für jede einfache oder mehrfache, verschwindende oder nicht ver- 
schwindende Wurzel X^ und einen zugeht)rigen Punkt x,.!^^ gleicher 
Polare: 4 4 

oder: 
so folgt: 
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Ein einer nuht verschtvindmden Wurzel Jl,. entsprediender Punkt 
gleicher Polare x^^ liegt entweder auf keinem oder auf jedem der beiden 
Kegelschnitte fxu und gxu. 

Da im letzteren Fall die gemeinsame Polare gemeinsame Tapi- 
gente wird, so berühren sich die beiden Kurven im Punkte x^^*l 

13. Fall von drei verschiedenen Wtineln. Der einer einfachen 
Wurzel X^ entsprechende Punkt gleicher Polare (32) kann als reeller 
Punkt nicht auf der Eurre gxu, also auch nicht mit seiner gemein- 
samen Polare in bezug auf f x 7/ und gxu vereinigt liegen. Falls 
A,. + 0, liegt er nach 12 auch nicht auf /"xm; falls X,. =» 0, ist er 
nach 11 der Doppelpunkt des Linienpaares fxu. 

Hat nuu die Gleichung (18) drei einfache Wurzeln A,. (1«= 1,2,3), 
so gehört nach 10 zu jeder ein einziger Punkt gleicher Polare x^^^\ 
der nicht mit dieser vereinigt liegt. Zugleich ist nach 6, II jeder 
der drei Punkte x^^'^ harmonischer Pol jedes anderen. 

I. Wenn die kubische Gleichung z/(A) = drei verschiedene Wurzeln 
haty haben die beiden Kegelschnitte fxg stets ein einziges gemeinsames 
Polardreieck, 

14. Fall einer Doppelwnrael. Einer Doppeliourzd k^ entspricht 
eine reelle Gerade (33), deren jeder Punkt ein Punkt gleicher Polare 
ist. Ist Aj 4= 0? so sind die beiden Punkte S^ und 5,, in denen die 
Gerade den einen Kegelschnitt trifft, BeriUirungspunkte beider Kegel- 
schnitte. Sie sind als Schnittpunkte einer reellen Geraden mit dem 
imaginären eigentlichen Kegelschnitt gxu zwei getrennte imaginäre 
Punkte. Ist X. = 0, so fällt die Gerade (33) mit der Doppellinie 
fxu zusammen und schneidet wie vorhin die Kurve g x: u in zwei 
getrennten Punkten aS^^ und S^ . 

Wählt man auf der Geraden (33), die der Doppelwurzel A, = il, 
entspricht, irgendein Paar harmonischer Punkte x^^^^ und x^^^"^ zu den 
getrennten Schnittpunkten S^ und S^ mit der Kurve gxu, so sind 
diese harmonische Pole in bezug auf beide Kegelschnitte. Sie sind 
aber nach 6, II auch harmonische Pole zu dem Punkte gleicher 
Polare x^^^\ der der einfachen Wurzel X^ entspricht. 

II. Wenn die kubische Gleichung eine zweifacJie und eine einfache 
Wurzel hat, so haben die beiden Kegdscfmitte fxu und gxu 00^ 
gemeinsame Polardreiecke. 

15. Fall einer dreifachen Wurzel. Bei einer dreifachen Wurzel 
sind aUe Punkte der Ebene (3) Punkte gleicher Polare; die beiden 
Kegelschnitte fallen zusammen und haben daher alle ihre Polardreiecke 
gemein. 
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16. Die Quadrätdarstellang und ihre Koeffizienten. Da somit 
stets ein oder mehr gemeinsame Polardreiecke der beiden Kegel- 
schnitte fxu und g XU vorhanden sind, so ist deren gleichzeitige 
Überführung in die Darstellungen (12) und (13) stets möglich. Zu- 
gleich erhält die Darstellung (12) nach (34) die Form: 

(35) A,V+ V2'+ Vs* = 0. 

Die Gleichung der Schnittkurve der Fläche (1) mü der Ebene (3) 
kann also stets durch orthogonale Transformation auf die Form (35) 
gebradU werden, wo üi, Aj, it, die Wurzeln der kubischen Gleichung 
(18) sind. 

Das Dreieck, auf das sich die Koordinaten j?,, z^, xr, beziehen, ist 
das Polardreieck, das die Kurve (1), (3) mit der Kurve (2), (3) gemein 
hat. Es ist eindeutig bestimmt, wenn die Gleichung (18) drei einfache 
Wurzeln hat, ist dagegen einfach oder dreifach unbestimmt, wenn eine 
doppelte oder eiue dreifache Wurzel vorhanden ist. 

17. Untersoheidung der VorBeichen. Aus der Gleichung (35) 
kann nun sowohl der Rang (§ 46, 18) als die Spezies (§ 51, (35)) der 
Schnittkurve sofort entnommen werden. Sind nämlich mit -4* + 
die drei Wurzeln Aj, ilj, ^j nach (27) alle von verschieden, so sind 
ihre Vorzeichen nach der Regel des Descartes^'^), wie in § 89, (40) für: 



also für: 

(36) 



A"'<0, A"<0, Ä'<0: + + +, 
A"'>0, A"<0, ^">0: , 



-A">0, A''A"'>0: ±±±, 

- A", A'A"" nicht beide > 0: ± ± q: • 

Ist ferner mit A' — 0, A" + etwa A, = 0, so sind die Vor- 
zeichen von Aj, Aj nach (27) fQr: 

|-^'">0:+±, 
-A"<0: ±q:- 

Endlich ist mit A' = 0, A" = 0, A"" + nur noch eine Wvirzel von 
verschieden. 



(37). 



18. Merkmale der Spesies der Schnittkurve mit einer beliebigen 
Ebene. Mit der zu § 155, (41) eingeführten Bezeichnung der Wurzeln 
erhält man daher an Stelle von § 153, (21) folgende Tabelle für die 
Merkmale der Spezies der Schnittkurve der Fläche (1) mit der 
Ebene (3i; 
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(38) ^"+0 



0, ^'" + 



- A" > 0, A'A'" > 0: 1. a^'g^'+ o, V+ 'hW = 0, 
l-^", 4M"" nicht beide >0: 2.aiV+«t*V-«»V=0: 

f- 4" > 0: 3. «1*«,» + «,*«i« — 0, 
-A"< 0: 4. «i»«!« - W -= 0; 
.4" = 0, A" = 0, 4"" + 0: 5. «i'iTi» = 0; 
A" - 0, 4'» = 0, A'" - 0: G. Unbertimmt. 

Dabei ist neben § 140, (5) zur Abkürzung gesetzt: 

(39) 4'- = 4,: + 4i + A", + ^«, 

A'-=a,\ + «- + a^ + a;^ + «,« + «^. 

Die Merkmale (38) gelten für jedes System von Tetraederkoordi- 
nutcn, auf das sich die Gleichungen (1) und (3) gerade beziehen^ und 
können unmittelbar als ZeiUnvorschrift^n in die Tdbdle § 153, (21) 
eingetragen werden. 

Sie gelten insbesondere für schief- und rechtwinklige gemeine 
Koordinaten. Für letztere sind sie schon in der TaheVe § 114, (20) 
als Kolonnenüberschriften enthalten bis auf Abweichungen in den beiden 
ersten Kolonnen, die sieh wie § 155, 22 erklären. 

19. Schnittkurve mit einer Eoordinatenebene. Nehmen wir für die 

bisher beliebige Ebene /(^ die Ebene 0;^= des Eoordinatentetraeders, 
so wird u^ = 0, u^ = 0, u^ = 0, t«^ == 1. Infolgedessen gehen die mit 
Uf^ geränderte Determinante § 140, (5) und die Unterdeterminanten 
§ 140, (21); (35) auf Unterdeterminanten von A selbst (§ 138, (9)) 
zurück, und zwar wird: 

(40) 





'1" A ' 




4" tc 


4" — u 


A*' li 

-^33 «33? 


A " ff 


^^Z\ "81? 
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-l1j^2 "^ «12? 


4 i( 4 « A tt 4 

"^IJ ^*-i\ ^34 '^ -^ 
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«44 - ^'ll ? 


«55 =■• «22? 


u 
«66 «33? 


14 


«64 «31? 


«45i «12? 


alle 


Übrigen a^" = 


= 0; 



und damit im Sinne von § 89, (5): 

(41) -A'=A,„ -A'- = Ai, -A"" = A;i 

Für die Spezies der Schnittkurve der Fläche (1) mit der Koordi- 
naten^ene a?4 = gelten die folgenden Merkmale: 



(42) ^^ + 0J 
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A^ > 0, A^^A^^ > 0: 1. Imag. eig. Kegelschn., 
A^^, A^^A^ nicht beide >0: 2. Reell, eig. Kegelschn.; 



Ai>0 



^«=0, ^;.+o{'-^^ 



3. Imag. getr. Linienp., 

4. Reell, getr. Linienp.; 

5. Doppellinie; 

6. Unbestimmt. 



Dies gilt fiir jedes bdiebige System vofi Tetraederkoordinaten, auf das 
sich die Gleichung (1) bezieht. 

20. SpesieB der unendlioh fernen Kurve der Fläche. In bezug 
auf jedes System^ f&r das x^^Q die unendlich ferne Ebene ist, also 
insbesondere für das schief-- oder rechtwinklige gemeine Koordinaten- 
system gibt die Tabdle (42) die Merkmale für die Spezies der unend- 
lich fernen Kurve der Fläclie (1), wie sie bereits in der Tabelle 
§ 99, (31) als ZeileuTorschriften auftreten: 

21. Die Klassifikation der Flächen sweiter Ordnung. Die Ta- 
belle § 99, (31) fär die KUtösifikation beruht hiemach und nach 
§ 155, 22 lediglich auf der Verbindung der Spezies der Fläche selbst 
und der ihrer unendlich fernen Kurve. So ist beispielsweise das 
hyperbolische Paraboloid diejenige Linienfläche (Spezies II), welche 
die unendlich ferne Ebene in einem reellen Linienpaar (Spezies 4) 
schneidet; der reelle elliptische Zylinder diejenige reelle E^elfiäche 
(Spezies Y), welche die unendlich ferne Ebene in einem imaginären 
Linienpaar (Spezies 3) schneidet. 

§ 157. Orthogonale Transformation des Schnittpnnktpaares. 

1. Gleichseitige Quadratdarstellung sweier Schnittpunktpaare. 

Wir gehen wieder von den beiden Flachen f und 5^ in § 156, (1);(2) 
aus. Durch Transformation auf ein neues Tetraeder JiJ^J^J^y dessen 
Kante J^J^ in die Schnittlinie q^ der beiden Ebenen: 

4 4 

(1) «=-2"*^* = ^' m'=2«>* = 

1 1 

fällt und dessen Ecken J^J^ ein gemeinsames Polzweieck der Schnitt- 
punktpaare fxuxu und gxuxu sind, erhalten diese den Ent- 
wicklungen von § 15G, 1 entsprechend die Gleichungen: 

(2) Ai^^» + ^^^« = 0, V + V = 0. 

Es bleibt nur die Bestimmung des gemeinsamen Polzweiecks übrig. 
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2. Punkte glelohen Poles. Die Polareb^ien des Pimkies x^ im 
Itaume in bezug auf die Flachen f und g haben die Gleichungen 
§ 156, (14); (15). Liegt der Punkt xj^ auf der^ Geraden g === ttxti', 
so wird diese von jenen Ebenen in den Polen des Punktes x^ in be- 
zug auf die Punktepaare fxux u und gxuxu geschnitten. 
Diese Pole fallen zusammen, wenn die vier Ebenen (1) und § 156, 
(14); (15) iille durch einen Punkt gehen, also (I § 51, (16)): 

(3) f,'-W + 9H + Q<-0. 

Jeder Punkt x^ gleichen Poles in begug auf die beiden Punkte- 
paare genügt daher den sechs Gleichungen: 

(rt,, — 2)xi + a^^x^ + 0,3^8 + a^^x^ + pWi + pV = 0, 

«21 ^1 + («22 — ^)^i + «28^8 + a^^X^ + QU^ + QU^'^0, 
«81 ^l + «82^S + («83 - ^)^8 + «34^4 + Q^ + Q ^S '^ , 
«41 ^l + «42^2 + «43^8 + («44 " ^)^4^ + Q^A + Q ^l = ^ , 

U^Xi + u^x^ + u^x^ + u^x^ =-0, 

und jeder diesen Gleichungen genügende Punkt ist ein Punkt gleichen 
Poles. 

3. Die quadratische Gleichung des Problems. Die Gleichungen 

(4) können nur bestehen, wenn A eine Wurzel der quadratischen 
Gleichung ist^*^): 
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(O) -^(^)=, 3 . ' =0- 



Zu jeder Wurzel k « A, dieser Gleichung gehört vermöge (4) 
ein Punkt gleichen Poles, eventuell auch (x>^ Punkte. 

4. Zwei zu verschiedenen Wurzeln gehörige Punkte. Sind 
nun die beiden Wurzeln k^ und l^ der Gleichung (5) verschieden, so 
genügen die entsprechenden Punkte gleichen Poles a:^^^^ und x^^^ den 
Gleichungen : 

(6) /;(i)- iix,(»+ piM,+ p>;= 0, Q»^- A,x,(*)+ Q,u, + p,V- 0; 

4 4 4 4 

(7) 2«*^*"-^' 2«>**"=^' 2«*^**''=^' 2<^*'*'=o. 



§ 167, 4—6. 897 

Wäre nun Xk'^^=^k^^\ so würde aus (6) folgen: 

oder, da A^ — >Lj + ist: 

wo 6 und ö' nicht beide sein können. Damit wird aber aus (7): 

4 4 4 4 

11 11 

was nur möglich, wenn die Determinante (§ 140, (15)): 

4 4 / 4 \2 6 

1 1 \ 1 / 1 

dies ist aber für die reelle Gerade g^ ausgeschlossen. 

I. Zwei zu verschiedenen Wurzeln gehörige Punkte gleichen Poles 
können niemals zusammenfaJlen. 

Durch Multiplikation mit Xj^^^ und x^'^^ folgt dann aus (6) mit 
Rücksicht auf (7), ebenso wie § 156, 5 : 

(8) /"«-O, g,^^0. 

n. Zwei zu verschiedenen Wurzeln l^ und X^ gdwrende Punkte 
gleichen Poles sind stets harmonische Pole in bezug auf jede der beiden 
Flächen f und g, sotme jedes der beiden Punktepaare fxuxu und 
g xuxu. 

5. Die Realität der Wurzeln. Wie in § 155, 7 folgt auch hier: 
Die beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung (5j sind stets redl. 

6« Entwicklung der Determinante. Die Differentialquotienten 
der Determinante ^{X) sind: 

iJ"iX) = q,* + q,* + g,» + g,» + q,* + g,» = Q\ 



(9) 
wo: 



' ^82 ^33 — ^ ^84 ^^8 **3 i 

(10) -^11 W= «48 ^4Si a^^—Xu^ w/ I 

|uj t«8 tl^ 0, 

; Wj' Wj' < 
Daher ist mit der Abkürzung (§ 142, (22)): 

(11) A'"-' = ^?/ + ^Y' + ^^3«'' + ^,7' 
die Entwicklung von ^{X): 



898 § 167, 6—10. 

(12) z/(A) = QH^- A'-^'X + A^^\ 

und für die Wurzeln: 

U^) ^1 + ^2 ™ Qt 9 ^1 ^ === ~Qr ' 

7. Die Multiplisitäten der Liniearfaktoren ' der - Determinante. 

Sei nun (A — A^)» die höchste Potenz von X — X^, die in ^(A) vor- 
kommt und (A — l^) * die höchste, die gleichzeitig in allen Unter- 
determinanten ^ti{X) vorkommt (Je, l => 1,2, 3, 4). Dann ist nach 
dem Grade der Determinanten zulässig: 

(14) ', = 1,2; V = 0,1. 

und ist nach (9), wie in § 156, 8: 

(15) //<;,. 

8. Die Elementarteilerexponenten. Die für die zweifach ge- 
ränderte Determinante § 140, (12) abgeleitete Gleichung § 142, (23) 
gibt mit a^jk— A für a^^ und mit — ^'{X) für A'^"' die in A iden- 
tische Gleichung ^^): 

(16) J'\l) = dh{X) + ^|2(A) + ^a\(A) + dl{k) + 2Jh{k) + . . • 

+ 2Jh{X)+2^{X)Q\ 

Während daher für eine einfache Wurzel A =- A^ (Z,. »=• 1) von 
^(A) nach (14) und (15) stets i/ = sein muß, verschwinden für 
eine Doppelwurzel A = A,. (/,. == 2) mit ^(A,) und ^^\X^ nach (16) 
auch alle ^^,(A,.), so daß // 4= 0, also nach (14) // = 1 ist. 

Danach ist stets: 

(17) i.= l, i; = oder ü, = 2, l! ^ l. 

9« Der zu einer Wurzel gehörige Funkt gleichen Poles. Da 
für eine einfache Wurzel A = A^ nicht sämtliche Unterdeterminanten 
^*iW verschwinden, liefern die Gleichungen (4) (§ 142, (29)): 

Zu einer einfachen Wurzel A = A^ gehört daher stet^ ein einziger 
bestimmter Punkt gleichen Poles. Da für eine zweifache Wurzel A = A,. 
alle ^ii{X) verschwinden, wird der zugehörige Punkt gleichen Poles 
ganz unbestimmt (§ 142, 9). 

10« Verschwindende und nicht verschwindende Wnrseln. 

Unter den Wurzeln der Gleichung (5) findet sich nach (12) die 
Wurzel A = nicht, wenn ^""'+0, die Wurzel A = einfach, wenn 
^•*"'=0, ^'""'+0, und zweifach, wenn A^'^'^O, ^'«"'=0. 

Entsprechend § 156, 11 ergibt sich daher, wie in § 142, (24): 



§ 157, 10—13. 899 

Das Schnittpunktpaar fxuxu' ist getrennt für -4"*''4"0, zu- 
sammenfallend für ^«"'=0, ^'"-'+0, unbestimmt für Ä'^'^'^-O, 
^'"«' = 0. 

Für jede Wurzel A^ und einen zugehörigen Punkt gleichen Poles 
rc^^') ist nach (6) und (7): 

4 4 

1 1 

oder: 

(19) fii = k9u- 

Ein einer nickt verschwindenden Wurzel k^ entsprechender Funkt 
gleichen Poles Xj^^ gehört entweder keinem oder jedem der beiden Punkte- 
paare fxuxu' und g xiuxu' an. 

11. Fall von swei verschiedenen Wurseln. Der einer ein- 
fachen Wurzel 2,. entsprechende Punkt gleichen Poles (18) kann als 
reeller Punkt nicht dem Punktepaar gxuxu angehören^ also auch 
nicht mit seinem gemeinsamen Pol in bezug auf fx^uxu und 
g xiuxu vereinigt liegen. Falls A^ + ist, gehört er nach 10 auch 
nicht dem Punktpaar fxux:u an; falls A^=»0, ist er nach 10 der 
Doppelpunkt fxiux, u. 

Hat nun die Gleichung (5) zwei einfache Wurzeln X^ und Ag, so 
gehört zu jeder ein einziger Punkt gleichen Poles x,^^^ und ar^^'^ der 
nicht mit diesem Pol zusammenfällt. Zugleich ist nach 4, II jeder 
der beiden Punkte harmonischer Pol des andern. 

Wenn die quadratische Gleichung ^(J) = zwei verscfiiedene 
Wurzeln hat, haben die beiden Punktepaare fxiuxiu und gxux.u 
stets ein einziges gemeinsames reelles Polztveieck. 

12. Fall einer Doppelwnrzel. Für eine Doppelwurzel ^1=^ ^ 
sind alle Punkte der Geraden ux,u Punkte gleichen Poles; die 
beiden Schnittpunktpaare haben aUe ihre Polzweiecke gemein und 
fallen zusammen. 

13. Die Quadratdarstellung und ihre KoefQsienten. Da somit 
stets ein oder oo^ gemeinsame Polzweiecke der beiden Punktepaare 
vorhanden sind, so ist deren gleichzeitige Überführung in die Dar- 
stellung (2) stets möglich. Zugleich erhält die erste Darstellung (2) 
nach (19) die Form: 

(20) AiV+^2V=0. 

Die Gleichung des Schnittpunktpaares der Fläche f^O in § 156, (1) 
mit der Schnittlinie der beiden Ebenen (1) kann also stets durch Ortho- 
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3. Dualitftt des Berührongstetraeden« Nach der Form der 

Gleicliungeii (5) und (7) ist ein Polarberührongetetraeder sich sdM 
dual. 

Die beiden Ecken J^ und J^ sind Punkte (Berührungspunkte) der 
Fläche, die Seitenebenen 1^ und 1^ sind Berührungsebenen. Die Ecken- 

paare J^yJ^^ *hj^\\ '^ly^t^ ^%^^ii ^ty^i ^"1^ harmonische Pole und 
die Seitenebenenpaare 1,, 1,; 1,^ l^; 1^, l^; l^, 1^; Ig, I4 harmonische Polar- 
eheyien. J^ und 1^, J^ und 1^, J^ und l,, J^ und I3 sind je Pol und 
Polarebcne. Die Kanten </i«'i=ljXlj und J^'^i "== '1 x '4 sind resi- 
proke Polaren^ die Kanten J^J^ und J^J^^ sowie J^J^ und J^J^ 
(I § 63, Fig. 319) konjugierte Tangenten (§ 68, 16). 

4. Spezies der Fläche. Eine imaginäre Fläche kann die Glei- 
chung (5) nicht darstellen, da die ihr genügenden Ecken J^ nnd e^ 
reell angenommen sind. Dagegen folgt aus (6) mit Rücksicht auf 
§152, 7; 9: 

Die auf ein Polarherühnmfjstetraeder bezogene Gleichung (5) sldli 
stet^ eine, reelle (jeradliuiffe oder tucht geradlinige Fläche dar, je nach- 
dem die Koeffizienten b^^ und 633 verschiedenes oder gleiches Vorseichen 
Itaben. 

5. Beispiel. Unter die Form (5) fällt die in § 73, (8) an- 
gegebene Gleichung des Paraboloides. Dort sind der Anfangspunkt 
Sl als Jj und der unendlich ferne Punkt der §- Achse als J^ Punkte 
der Fläche. Ihre Tangentialebenen, die 7;^- Ebene und die unendlich 
ferne Ebene, schneiden sich in der unendlich fernen Geraden der 
7; f- Ebene, die somit reziproke Polare der |- Achse ist Die iy- und 
g- Achse sind konjugierte Tangenten, also ihre unendlich fernen 
Punkte als J^ und Jj harmonische Pole (§ 68, 16; 15, III). 

Setzt man insbesondere: 

^1? ^2> ^8; ^47 ^57 ^6 ^^ PiSf Ihiy Pi2f P\iJ Put Puy 

so erhält man aus (5), (7), (8) wieder die Gleichungen § 70, (24), 
(32), (41) mit a = 0. 

6. Darstellung resiproker Bündel in Dreikantskoordinaten. 

In einem Bündel mit dem Mittelpunkte E seien, in bezug auf ein 
beliebiges Koordinatendreikant, x^, x^, x^ die Koordinaten des laufen- 
den Strahles und m^, Wg, Wj die Koordinaten der laufenden Ebene. 
In einem zweiten Bündel mit dem Mittelpunkt £" mögen x^\ rc,', a;,' 
und m/, u^', ^'3' die entsprechende Bedeutung haben (Fig. 223). 





Fig. 22S. 
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Dann werden die beiden Bündel reziprok aufeinander bezogen 
durch die vier Systeme von Gleichungen (I § 67, 7): 

s s 

(9) <=2^H^„ (10) Ca:,=2^"«*'5 

1 1 

3 3 

(11) Cx:=2c,,u„ (12) u,=2c„x;. 

1 1 

Die Gleichungen (9) enthalten, da es überall nur auf die Ver- 
hältnisse der Koordinaten ankommt, die acht unabhängigen Verhält- 
nisse der neun Eonstanten c^^ deren 
Determinante: 

il3) C7 = 1 c„ j 

nicht sei. Mit C^, sind deren Unter- 
determinanten bezeichnet. 

Die Gleichungen (9) und (10), 
die Auflösungen voneinander sind, be- ' '^^ 
stimmen zu einem Strahl rTj des ersten 
Bündels die entsprechende Ebene u^^' des zweiten und umgekehrt; die 
Gleichungen (11) und (12) zu einer Ebene u^ des ersten Bündels den ent- 
sprechenden Strahl x^ des zweiten und umgekehrt (§ 18, (16) — (19)). 

7. Darstellung resiproker Bündel in Batunkoordinaten. Um 
die beiden Bündel im Räume darzustellen, wo sie eine beliebige Lage 
gegeneinander haben, nehmen wir die Mittelpunkte £ und E' als 
Ecken J^ und J^ eines Eoordinatentetraeders und lassen die Kanten 
der beiderseitigen Eoordinatendreikante der Bündel in die von J^, 
bezüglich J^ ausgehenden Kanten des Tetraeders fallen. 

Sind dann in laufenden Punktkoordinaten y^, y^, y^, y^ des 
Raumes : 

die Gleichungen eines Strahles (I § 59, (20')) und einer Ebene (I § 58, (4)) 
des Bündels J^ und: 

(16) y, : ya • y^ = ^' : f*' • v', (17) v^'y^ + v^'y^ + r/y^ - 

die Gleichungen eines Strahles und einer Ebene des Bündels J^, so 

sind A, ft, v; A', ft', i/'; v^, v^, v^ und r^', Vj', t?/ bezüglich zugleich die 

in 6 mit x^,X2yX^] x^^x^^x^'] w^, Wg, Wj und u^\u^yU^ bezeichneten 

Koordinaten (I §57, 15, vorletzter . Absatz links; I § 57, 16, Satz 

rechts). Daher entspricht (Fig. 224): 

68* 
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die 



dem Strahl s: 

(18) yi : y« : ya - -^ • /* = V 
des Bündds J^ nadi (9) 
Ebene 2^; 

(20) {c,,k + c,^fi + c,^v)y^ 
des Bündels J^. 



dem Strahl s': 

(19) y« : y« : y* «= ^' • f*' • i^' 

des Bändels J^ nach (12) die 
Ebene Z: 

(21) (CnA'+c,,M'+^M^Oyi 

+ (^is^'+^«f*'+c^Oys=o 

efe5 Bündels J^, 



S»A,ßiy 




/sU/fL/y 




Fig. SS4. 



Fig. S25. 



8. Die dem Verbindungsstrahl der Mittelpunkte entsprechenden 
Ebenen. Der Verbindungsstrahl der beiden Mittelpunkte J^ und J^ 
(Fig. 225) hat als Strahl (18) und (19) bezüglich die Parameter: 

A= 1, ^ = 0, v = 0; r=0, ^'=0, i/'=l, 

und daher nach (20) und (21) als entsprechende Ebenen: 

(22) ^1 y, + Cji^a + Cgiy^ = 0; (23) c^^y^ + c^,y^ + c^y^ = 0. 

Nehmen wir diese beiden Ebenen als Koordinatenebenen J^J^J^ 
(//4= 0) und J^J^J^iy^ = 0), so sind: 



^11 ^7 ^1 — ^? 



"88 



= 0, C38=0. 



Ändern wir dann die Bezeichnung der andern Konstanten, indem 
wir setzen: 

^12 "^ ^22 1 ^18 ^^ ^} ^22 ^^ ^; ^23 "^ ^88? ^81 ^^ ^^147 

80 findet die reziproke Beziehung der beiden Bündel nunmehr den 
Ausdruck: 
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Dein Strahl s: Dem Strahl s: 

(24) yi-y^'-yz^^-y^'V (25) y^ : y3 : y^ = A' : /t' : v 

des Bündels J^ entspricht die des Bündels J^ entspricht die 
Ebene Ü : Ebene Z: 

(26) (&,./* + <yr)y, + (T/t + 633 i;)y, (27) 26,,i; y^ + (6,,A'+ r/tOy« 

+ 2&i,Ay^=0 +{oX'+b,,(i')y^^O 

des Bündels J^ . des Bündels J^. 

9. Strahlen, die mit ihrer Ebene vereinigt liegen. Der Strahl 
s liegt nach (24); (26) in der Ebene Z", bezüglich s' nach (25); 

(27) in X, wenn identisch in y^ und y^i 

(6„fi + <yv)/üyi + (tft + fcsav) vyi 26i4i;'*yi + (6,^^ + tii)X'y^ 

+ 26,,A»y,= 0, + ((Jr + &s8f*0f*>4= 0, 

also: I 

(28) A = 0, 6,g^*-f ((j + T)ftv (29) 62«^'* + C^ + ^)>^y 

Jn ^«rfew (/er beidm Bündel gibt es also ein Paar von Strahlen, 
die je mit ihrer entsprechetulen Ebene vereinigt liegen. 

Die Gleichungen dieser Strahlenpaare lauten nach (28) und (24), 
bezüglich (29) und (25): 

y, = 0, &j,y3» +(a + rjy.ys " 6,2ys* + (<^ + ^)y2ys + h^y^^ = 0, 

+ h3y^'=o. ' ^4 = 0. 

Sie sind also die Verbindungslinien der Mittelpunkte J^ und J^ 
der beiden Bündel mit dem auf der Kante J^J.^ gelegenen Punktepaar: 

(30) 622^2* + (<y + t)y,y^ + b^^y^^ =0, y^ = 0, y^ = 0. 

Die erste dieser Gleichungen stellt zugleich die beiden Ebenen 
dar, die mit ihren entsprechenden Strahlen vereinigt liegen. 

10« Definitive Wahl des Koordinatentetraeders. Nach der 
unter 8 getroffenen Verfügung sind die Ecken J^ und J^ und die 
Ebenen J^J^J^ und J^J^J^ des Koordinatentetraeders und damit auch 
die Kante J^J^ bestimmt, die Ecken J^ und J3 aber auf dieser noch 
beliebig. Wir verfügen nunmehr über sie, indem wir sie als zwei 
zu dem Punktepaar ^«^3 in (30) harmonische Punkte annehmen 
(Fig. 225). Dazu muß:' 

(31) (y + r = 

genommen werden, so daß die Gleichungen (30) werden: 
Damit folgt dann: 
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Für zwei Miebige reziproke Bündd sei ein Koardinatenietraeder 
eingeführt, dessen Ecken J^ und J^ die Mittelpunkte der beiden Bündd 
sind und dessen Ecken J^ und J, OMf der Schnitäinie der detn Ver- 
hindungssirahl J^J^ entsprechenden Ebenen liegen und harmonisch sind 
zu den beiden Punkteti Q^, Q^, in denen diese Schnittlinie van den mit 
ihren entspredtenden Ebeneti vereinigt liegenden Strcdden beider Bündel 
getro/fhi wird. In bczug auf ein solches Tetraeder stdU sich die rezi- 
proke liezielnuig derart dar, daß: 

dem Strahle s: dem Strahle s: 

(33) yi : y- • ys = ^ •> : »^ (34) y« : yj : ^4 == ^'- m'- v' 

des Bündels J^ die Ebene Z': \des Bündels e7^ die Ebene Z: 
(35 ) ( 6,,^a + 6v)y^ \ (36) 2b^^v'y^ + (6„ A' - (y^a')y, 

des Bündels J^ entspricht des Bündeis J^ entspricht. 

liier sind lu^, h^^, b^^ und beliebige Konstanten und muß nur 
die Determinante: 

6.^ ö 

-<y 633 =26j,(ft.263s+<y«) 

2?>i, 

von Null verschieden sein. 

Den in der Ebene //^ = liegenden Strahlen (33) und den in 
der Ebene //^ = liegenden Strahlen (;54) entsprechen nach ('35) mit 
A == und (3G) mit i/'=() die Ebenen durch die Kante J^J^, die 
beiden Bündeln angehören. 

11« Ort der Schnittpunkte entsprechender Elemente. Jeder 
Strahl des einen Bündels schneidet die ihm entsprechende Ebene des 
andern, falls er nicht ganz in ihr liegt, in einem Punkte P (Fig. 224). 
Den Ort solcher Schnittpunkte erhält man durch Elimination der 
Parameter A : /i : 1/ aus (ß))) und (35 ) oder der Parameter X', fi', v 
aus (34) und (36). Beides führt zu derselben Gleichung: 

(37) 602 ya" + b^y^-{- 2b^^yiy^=0, 

Daraus aber folgt mit Rücksicht auf (5): 

I. Der Ort der Schnittpunkte entsprechender Strahlen und Ebenen 
zweier reziproker Bündd ist eine Fläche zweiter Ordnung, ^^) 

Das für die beiden Bündel unter 10 eingeführte Tetraeder ist 
ein Polarberührungstetraeder der Fläche. Im besonderen liegen die 
Mittelpunkte der Bündel auf der Fläche und die ihrem Verbindungs- 
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Die in die vier Erzeugenden fallenden Kanten J^J^j ^i^ty «^<^9 <^«^ 
bilden ein auf der Fläche liegendes windschiefes Vierseit. Die vier 
Seitenebenen J^J^J^y ^t^i^^y ^i^^i^u ^a^i^z b^^ ^® Tangentialebenen 

^(v^o, der Flache bezüglich in den 

Ecken J^, e^, «7^, J^, da sie 
zwei durch die Ecke gehende 
Erzeugende verbinden. Die 
beiden Kanten J, J^ und J^J^ 
liegen nicht auf der Flache 
9%'^^ und sind reziproke Polaren, 
dajedevon beiden dieSchniti- 
, linie der Tangentialebenen in 

^^ ♦ ♦"^ den Schnittpunkten der Flache 

^* "*^* mit der andern ist (§ 68, 15, V). 

Das Schmiegungstetraeder ist sich seWsf (htal^^). 

2. Form der Gleichung in bezug auf ein Schmiegungstetraeder. 
Die Bedingungen für ein Schmiegungstetraeder der Fl&che: 

4 4 4 4 

11 11 

lauten nach seiner Definition (§ 14G, (7 ): 

OO fn = 0, /-.* = 0, f,, = 0, /-,, = 0; /„ = 0, /;. = 0, /•„ = 0, r« = 0. 
Die Gleichung der Fläche erhält daher immer und nur in hcBug 
auf ein Schmiegungsiärcu^der die Farm (§ 62, (7 ): 

(4) /*= 26.3?/2y3+ 26i,i/i«/^= 0. 

Die Determinante dieser Gleichung ist: 

6i, 
^23 



(5) -»=' ... r n =«^.3^4- 



Daher wird: 



633 
6,, 



-"28 — -"82 — ^28^14» -"l4 ~~ -"41 — ^23 ^U 7 
^11 = — ^^23? ßu = — ^147 ßih = ßb% = '^23^4? Aß = /^68 = — *28&14> 

während die übrigen B^^^ und /3^, alle verschwinden. 

Die Gleichung der Fläche in Ebenen- und StrählenkoordincUen 
(§ 143, (2); § 144, (2)) wird dann nach § 138, (30): 

(6) ä*jP=B(2^' + 2^) = 0; 

(7) - 9 = 6,« ri« + b,\rj - 2b„b,^ir,r, - r,r,) = . 
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3. Die linearen Komplexe der Erzeugenden. Die sechs line- 
aren Komplexe einer Kegelscbar der Fläche (4) sind nach § 147^ 

(17); (18): 

wo Q = YB = ftss^u ^^®^ p = — )/B = — b^i^iA- Setzt man diese 
Werte ein, so ergeben sich als Gleichungen der drei Komplexe, durch 
welche die beiden Scharen der Erzeugenden bestimmt werden: 

(8) ^28^ + ^4 ^4=0, r3==0, re=0 
und bezüglich: 

(8') ^28^1 — ^4^4=0, ^2=0, r5=0. 

4« Beseitigung der Konstanten. Da die Tetraederkoordinaten y^ 
bei festbleibendem Koordinatentetraeder um beliebige Faktoren ge- 
ändert werden können (I § 57, 6), darf in (4) — (7) ohne Beschränkung 
&23 = 1 , 6i4 = — 1 gesetzt werden. 

Jede Linienfläche Icann dalier in bezug auf ein Schmiegungsfäraeder 
in Punkt-, Ebenen- und Linienkoordinaten durch die zusammengehörigen 
Gleichungen: 

(9) ^2^3 -ViVi- 0, (10) v^v^ - v^v^ = 0, 

(11) ^' + V+2(nr5-r3re) = 
dargestellt werden. 

Die beiden Regelscharen der Fläche sind dann die gemeinsamen 
Strahlen je dreier Komplexe: 

(12) r,-r^ = 0, r, = 0, r« = 0; (12') r, + r, = 0, r, = 0, r, = 0. 

Diese Strahlen genügen als Tangenten auch der Gleichung (11), 
die man mit Rücksicht auf die Identität: 

in den beiden Formen schreiben kann: 

(14) (r.-r,)«-4r,re = (14') (r, + r,)«H- 4r,r, = 0. 

5. Erzeugung der Fläche dtxroh projektive Bbenenbüsohel 
oder Pnnktreihen. Die Gleichung (9) ist das Resultat der Elimination 
von X, bezüglich X' aus dem einen oder andern der beiden Gleichungen- 
paare (§ 63, (22); § 82, (30); (30')): 



ys- -1^4 = 0; Iy2-'i'y4=0; 



(15) 

die Gleichung (10) ebenso aus: 

(16) P''+'^=';' (16-) 



. A'p,-f- «4=0. 
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Die Gleichungen (15) stellen aber zwei projektive EbenenbQschel 
mit den Achsen JyT^ und JiJn die Gleichungen {Ib') zwei andere 
mit den Achsen J^J^ und J^J^ dar. Ebenso hat man in (16) und 
(16') je zwei projektive Punktreihen mit den Achsen J^J^ ^^^ ^^> 
bezüglich J^J^ und e/je/^.^") 

Die Sdiniülinien entsprechender Ebenen der beiden projektiten 
Ebenenbüsrhel (15) oder (15'), sotcie die Verbindungslinien enisprechender 
Punkte der beiden Punktreihen (16) oder (16') liegen demnach auf der 
Fläche (9); (10).^<>^) 

6. Erzeugung der einzelnen Scharen. Die Linien (15) und (16) 
haben beide dieselben Strahlenkoordinaten (I § 59, 1): 

(17) /"i : n : /'j : r^ : rj : Tg = A : — A' : : A : 1 : 0, 

sind also für jedes k identisch. Ebenso die Linien (15') ^nd (16*), 
deren Strahlenkoordinaten sind^^^): 

(17') t\ : r^ : r^ : r^ : /-j : r^ = — iil' : : i'* : >L' : : 1 . 

Durch Elimination von k aus der mit Rücksicht auf (13) för 
vier unabhängige (ileichungen zählenden Proportion (17) erhält man 
die Gleichungen (l^j, aus (17') entsprechend die Gleichungen (12'). 

Daher crzvngni die beiden Ebenefibüsehel (15) und die beiden 
PunUreihen (10) die eine BegrlseJiar (12), dagegen die Ebenenbüschd (15') 
und die Punkfreihenilij') die andere Hegelschar (12') der Fläche (9), (10). 

7. Lineare Komplexe der beiden Scharen. Sollen die beiden 

Scharen (17) uu<l (17'i beide zugleich einem und demselben linearen 
Komplex (I § G(), .12 ): 

(18) q r^ -r r.r. + c^r^ + e^r^ + Cjn, + c^r^ = 

angehören, so muß identisch in k und k' sein: 

(19) -c,X'+{c,+ c,)l + r,= 0, 
(19') c,X'^-ic,-c,)X' +(■,-.-(), 

was nur möglich ist, wenn e^= 0, C3 =^ 0, c^ ^ 0, 'e = 0, q + e^ = 0, 
c^ — c^= Oj also alle sechs Koeffizienten f^ von (18) verschwinden. 

I. Ks gibt daher keinen linearen Komplex, dem gleichzeitig beide 
Itegrlscharen einer Fläehe zweiter Ordnung angehören. 

Soll dagegen nur die Schar (17) dem Komplex (18) und die 
Schar (17') dem Komplex: 

(18') c/;-i + r/rjj + e^'r^ -f c/r^ + c^'rr, + e^'r^ =- 

angehören, muß nach (19) und, mit c/ für c^, nach (19') sein: 

(20) C2 = 0, c,+c, = 0, ^5 = 0; (20') C3' = 0, r,'~c; = 0, c/ = 0. 
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IL Jede der beiden Regelscharen (17) und (17') gehört somit oo* 
linearen Komplexen, einem „dreigliedrigen linearen System^' an^ welches 
bezüglich durch die Gleichtmg: 

(21) c,(r,^r,) + c,r, + c,r, = 0', (21') c/(r, + rj + c,V, + ^A = 

mit beliebigen Verhältnissen c^:c^: c^ und c/ : c^ : c^' dargestellt ist 
(vgl. (12); (12' jV) 

8. Involutorisohe Lage der beiden linearen Systeme. Man 
nennt die beiden linearen Komplexe (18) und (18') in Involution lie- 
gend, wenn zwischen ihren Koeffizienten die Bedingung besteht: 

(22) q c^ + c^c^ + c^c^ + c^c/ + C5 V + ^e^s' = . 

Zu dem Komplexe (21) oder (21^) liegen daher alle Komplexe 
(18') oder (18) in Involution, für die bezilglich: 

(23) -q(c/-O + ^6V+^V=0; (23') c;(c, + O + ^2'^o+<^=0. 

Die erste Bedingung ist unabhängig von c^\c^\ c^ erfüllt für 
(20'), die zweite unabhängig von c^:c^':c^' für (20), oder: 

ni. Das lineare System (21') umfaßt gerade dUe linearen Komplexe^ 
die zu jedem Komplex des Systems (21) in Involution liegen, das System 
(21) umfaßt alle linearen Komplexe, die zu jedem Komplex des Systems 
(21') in Involution liegen. 

9. Spezielle Komplexe der beiden linearen Systeme. Unter den 
00« linearen Komplexen (21) oder (21') sind nach § 86, 4 (I § 60, (13)) 
diejenigen cx)^ Komplexe speziell, für die: 

(24) -c.«+c,c,= 0, (24') r/«+c,V=0, 
die also durch die Gleichungen dargestellt sind: 

('■,-r,) + l'r, + l'r,= 0; (r. + rj - ^ r, + ^ r, = 

oder mit den Abkürzungen >l' = Cß:q = q :C3 und X =- — c^^' : c^' = c^' : c^' 
durch : 

(25) r(ri-r,) + r, + A'»,-, = 0; (250 l(r, + r,) + r, - l'r, = . 

Die Achse des speziellen linearen Komplexes (25) hat aber nach 
§ 86, (16) (I § 60, 5) die Strahlenkoordinaten (17') und die Achse von 
(25') ebenso die Strahlenkoordinaten (17). Damit ergibt sich: 

IV. Die Achsen der speziellen Komplexe der dreigliedrigen Systeme 
(21j und (21') sind bezüglich die beidot Begelsdinren (17') ujid (17). 

10« Farameterdarstellung der Fläche. Die Koordinaten y,. des 
Schnittpunktes der beiden ungleichnamigen Erzeugenden X und >L' 
sind nach (15) und (15') (§63, (26)): 

(26) y^ : yg : t/jj : y^ = A A' : X' : A : 1 



(28) 
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und die Koordinaten v^ der Verbindungsebene nach (16) und (16') 

(§ 82, (33)): 

(27) üj : Vg : Vj : t?^ = 1 : — A : — A' : Xl\ 

Die Gliichungen (26) und (27) €fUhalten[[die Darstellung der Punkte 
und Tangentialebenen der Fläche (9), (10) durch die Paramekr der 
beiden Erzeugenden, die durch den Punkt gehen y bezüglich in der zur 
gehörigen Tangentialebene liegen.^^^) 

11. Verbindungsebenen zweier festen Erzeugenden mit einer 
laufenden. Die Yerbindungsebenen zweier festen Erzeugenden il^ und 
A» der einen Schar mit einer laufenden k' der andern haben (I § 58,(3)) 
nach (27) die Gleichungen (§ 82, (35)): 

< 

die Schnittpunkte derselben festen Erzeugenden A^ und k^ mit der- 
selben laufenden A' ebenso nach (26) die Gleichungen: 

, -^g. j ^' (^1 ^'i + «^2) + ( Ai vg + V J = , 

Aus der Form dieser Gleichungen folgt unmittelbar (I § 66, 4): 

Die Yerbindungsebenen oder Schnittpunkte irgend zweier festen Er- 
zeugenden der einen Schar mit der laufenden Erzeugenden der andern 
bilden zwei projektive Ebenenbüschel, bezüglich Punktreihen. 

12. Doppelverhältnis von vier Erzeugenden. Die Yerbindungs- 
ebenen oder Schnittpunkte einer laufenden Erzeugenden A mit vier 
festen Erzeugenden A/ (/ = 1, 2, 3, 4) haben nach (28) und (29) die 
Gleichungen: 

(30) (/A - Ay,) - kf(y, - AyJ = , 

(3 1 ) x; (;. V, + V,) + (A «3 + v^) = 

und daher (I § 42, (27); I § 4G, (13); I § 58, 8) das Doppelverhältnis: 

^- '^ = (V~-V)(V-V)' 

Die vier Verbindungsebenen sowohl wie die vier Schnittpunkte von 
vier festen Erzeugenden der einest Schar mit der laufenden Erzeugenden 
der anderen haben ein von A unabhängigem und zwar dasselbe Doppel- 
Verhältnis. ^^^) Es heißt das Doppelverhältnis der vier Erzeugenden 

(§ 52, 7). 
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§ 160. Das Pascalsclie und Brianclionsolie Seclisseit im Räume. 

1. Begriff des Fascalsolien und Brianohonsohen Seohsseits. Ein 

unebenes Sechsseit (Fig. 227) mit den Seiten gi, g^y 93,94,, 9^, g^ tat 
drei Paare von Gegenseiten, 9^ nnd g^, g^ und 
9h j g^ ^^^ g^j femer drei Paare von Gegen- 
ebenen und drei Paare von Gegenecken: 

(1) Esi = Miy Eßi « g^g^ ; 

E56 = ghg6f ^8== ÄS'»; 
\Eii-giX9iy ^4&=kxgb] 

(1') l^iA-gzXg^y ^ei^^gexg,', 

indem g^^g^ die Verbiudungsebene und g^ x g^ den Schnittpunkt der 
Geraden gr^ und g^ bezeichnet (§ 37, 1). 

Es heißt ein Pascalsches, ivenn Es heißt ein Brianchonsches, 

die drei Schnittlinien je zweier Gegen- wenn die drei Verbindungslinien je 
ebenen: zweier Gegenecken: 

(2) E3, X Ee, = A„ (2') £,,£ei - *2, 

' ^56 ^^ ^5 '^ 'h ^-^66-^28 "^ ^'s 

en e/»^ Ebene, der Pascalebene, durch einen Punkt, den Brianchon- 
liegen, punkt, gdien. 

2. Andere notwendige und hinreichende Eigenschaften. Da 
bei dem Brianchonschen Sechsseit die Verbindungslinien E^^E^^ und 
jBjgJBjj durch einen Punkt gehen, also in einer Ebene liegen, so be- 
finden sich auch die vier Ecken jE,^, E^^, E^^, jE,j und damit die 
Gegenseiten g^ = E^^E^^ und 9^ = E^^E^^ in dieser Ebene. Mit Hin-« 
zufügung des dualen Satzes folgt also: 

Bei einem Pascalschen Sechs- Bei einem Brianchonschen SecJis- 

seit gehen je zwei Gegenseitai durch seit liegen je zwei Gegenseiten in 
einen Punkt \ einer Eboie. 

Liegen umgekehrt bei einem unebenen Sechsseit je zwei Gegen- 
seiten g^ und g^, 9^ und 9^, 9^ und g^ in einer Ebene Ej^, E^g, Egg, 
so schneiden sich diese drei Ebenen in einem Punkte P = Ej^ x Egg x Egg. 
Da nun die Gerade A'j ^ E^^E^ die Geraden 9^, 9^, sowie 9^, 9^ 
schneidet, also in den Ebenen Ej^, sowie Egj liegt, geht sie ebenfalls 
durch P. Dasselbe gilt von k^ = ^si^ei ^^^ ^8 =* -^66-^28- 
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Gehen je zwei Gegenseiten eines Liegen je zwei Gegenseiten eines 

unebenen Sechsseits durch einenPunki, unebenen Sechsseits in einer EbenCy 
so ist es ein Pasralsches. so ist es ein Brianchansdies. 

Jedes unebene Pascaische Sechsseit ist daher audi ein Brianchansches 

und umgekehrt. ^^^) 

3. Seohsseito auf den Linienflftohen sweiter Ordnung. Die 

Seite (7j eines Brianchonschen Sechsseits schneidet die anschließenden 
Seiton g^ und ^^ und nach 2 auch die Gegenseite g^; ebenso schneiden 
die Seiten g^ und gr, je die Seiten (/,, g^y g^. Daher gehören (§ 74,6) 
ffii /7s > 9b ^^^ durch //j, g^, g^ bestimmten Linienfläche zweiter Ordnung 
an, welche auch g^, g^ g^ enthält. Keine zwei von den drei Seiten 
ffif ff AI (k können in einer Ebene liegen, ohne daß das ganze Sechs- 
seit eben wird. Entsprechendes gilt mit Yertauschung der ungeraden 
und geraden Seiten. 

Jedes Pascalsclw und jedes Brianchonsche und)ene Sechsseit liegt 
auf einer Linienfläclte zweiter Ordnung derart, daß seifte drei ungeraden 
Seiten g^, g^y g^, dir nne^i und seine drei geraden Seiten g^, g^, g^ der 
andfren Schar von Erzeugenden angehören. 

Liegt umgekehrt ein Sechsseit auf dem Hyperboloid, so müssen, 
da je zwei benachbarte Seiten in einer Ecke zusammentreffen, die 
drei ungeraden Seiten (7j,/73,//5 der einen und die drei geraden g^yg^g^ 
der andern Schar der Erzeugenden angehören. Dann schneiden sich 
aber auch die Gegenseiten g^ und g^^ g^ und g^y g^ und g^ (§ 63, 4) 
und so folgt nach 2: 

Jedes auf einer Linienfläehe sweiter Ordnung verzeichnete Seclis- 
seit ist gleichzeitig ein Pascahehes und ein Briandionsches un€i>enes 
Sechsseit. 

4« Mannigfaltigkeit der Sechsflache und Sechsecke bei gegebenen 
Seiten. Wir haben bisher angenommen, daß die Seiten g^^ des der 
Linienfläehe aufgeschriebenen Sechsseits in bestimmter BeHienfolge ge- 
geben sind, worauf die sechs Seitenebenen und sechs Ecken als Ver- 
bindungsebenen und Schnittpunkte je zweier aufeinanderfolgender 
Seiten, wie in (1); (l') bestimmt sind. 

Nun bleibt aber die unter 2 gefundene charakteristische Eigen- 
schaft des durch seine sechs Seiten gegebenen Pascalschen und 
Brianchonschen Sechsseits vollkommen erhalten, wenn man bei fest- 
gehaltenen ungeraden Seiten die geraden auf alle möglichen Weisen 
vertauscht (oder umgekehrt), also die Anordnungen trifft: 
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^i == 9i9%9z9i9h9%7 ( ^i =- 9i9i9z9t9h9%y 

(3) S^ - 9i9i9i9B9B9i7 (30 «/ = 9i9%9z9%9h9i7 

^8 = 9i999z9%9s9iy ^Sj' = 9i9ü9z9i9h9%' 

Denn in jeder dieser Anordnungen schneiden sich je zwei Gegen- 
seiten, die erste und vierte, zweite und fünfte, dritte und sechste, weil 
sie ungleichnamige Erzeugende der Linienfläche sind, auf der das 
Sechsseit liegt. Alle sechs Sedisseite (3), (3*) sind also Pascalsche und 
Brianchonsche, sobald es das erste ist. 

Die Seitenebenen und Ecken der sechs aus denselben sechs Seiten 
gebildeten Sechsseite sind aber nicht dieselben, sondern bezüglich die 
folgenden : 

^1 ™ ^18 ^23 ^Si ^45 ^56 ^61? 
^J ** ^14^43 ^36 ^66^52^21» 
^3 ^^ ^16^63^38^5^54^41^ 
^1 =^ -^12-^23-^34-^45-^56-^617 



(4) 



w 



'2 



'16-^68 -^32 -^25 -^54-^41 f 



aSj = EittEanE^^E<tf^Et^^E^ 



^1 "^ ^14 ^43 ^32 ^25 ^56 ^6U 
^2 " ^12^28^86^65^64^41; 
^3 ^ ^16^68^84^45^62^21? 
^l' = -^14-^43-^32-^25-E'56-E'6U 

^s' == -^1 2 -^23 -^36 -^65 -^64 -^41 > 

C' 1? J? T? T? TT T? 

^Z = ^16^68-'^34-'^4'>A52-'^2n 



WO wieder die erste und vierte, zweite und fünfte, dritte und sechste 
Seitenebene und Ecke als ßegenebenen und Gegenecken gelten. 

Die beiden Kolonnen (3) und (3') sind so angeordnet, daß 5^, 
Sj, Sj einerseits und S^y S^\ S^' andrerseits je durch zyklische Ver- 
tauschung von //j, ^4, g^ in- 
einander übergehen, wäh- 
rend die Transposition 24 
von (3) zu (3') überführt. 

Jeder der neiin Schnitt- 
punJäe der drei Erzeugen- 
den g,, g,, g, (Fig. 228) 
mit den drei Erzeugenden g, 

9% y 94.7 9<i tritt unter den 
Ecken (4') viermal auf, ^^ 

, • 1 1 fr Fig. 228. 

ebenso jede der neun \ er- 

hindungsebenen viermal unter den Seitenebenen (4). 

5. Die seohs Pasoalebenen und sechs Brianehonpunkte. Zu 

jedem der sechs Pascalschcn und Brianchonschen Sechsseite Sf^, S^' 
gehört eine Pascalebene TT^^, TT^' und ein Brianchonpunkt P^, P/ 
(k = 1, 2, 3). 

Da der Brianchonpunkt P^ des Sechsseits S^ auf den Verbindungs- 
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linien der Gegenecken E^^ mit £45 und E^ mit E^^ liegt» so liegt er 
auch in der Ebene E^^, welche die Seiten g^^E^^E^^ und g^ = E^E^ 
verbindet^ ebenso in den Ebenen E^ und £5,. Er ist also der Schnitt- 
punkt der Yerbindungsebenen je zweier Gegenseiten. Ebenso ist TT^ 
die Verbindungsebene der Schnittpunkte E^^, E^, E^^ je zweier 
Gegenseiten. Da entsprechendes auch für die anderen Sechsecke gilt, 
80 erhält man die sedis Pascal^)enen und sechs Brianchanpunkie in 
folgender Weise: 









•IC 



8S 



-54 > 



(5-) 



-^3 ~~ ^12 ^^ ^84 ^^ ^56 > 

■ 

TTi -= E^^E^qE^^, 
T\ ^ F. V F 



-^1 " ^1« ^^ ^86 ^^ ^ 5 

-tj ■" Eig X Ej4 X E52 ; 

^8 "^ ^14 ^^ ^8Ä -^ ^6 5 

^1' = -^11-^86^54; 

^2'*= ^16^84-^61; 
^S = -^14-^82-^66- 



(6) 
(6') 

wo Ei2, E5.1 



6. Die analytischen Bedingungen der auf einer Iiinienfl&ohe 
liegenden Sechsseite. Die Seiten gi, ff^, g^, g^, g^f 9% seien Erzeugende 
der Linienfläche § 159, (9); (10); die ungeraden mit den Parametern 
Aj, Ajj.Aj sollen der Schar § 159, (15); (16), die geraden mit den 
Parametern Ag, A^, Ag der Schar § 159, (15'); (Iß') angehören. Als- 
dann sind die Gleichungen der Seitenebenen und Ecken nach § 159, 
(28); (20): 

( E,2 = yi - ^1^2 — Ag^s + l^k.y^ = 0, 

IE5, = t/i - hy^ - Kvs + hhVi = 0, . . ., 

J?i2 = AiAgi'i + X^i\ + A^fj + r^ =0, 
Er,^ = A5 A^Vi + A^t'g + Ar,t;3 + v^ == 0, . . ., 

. und E^^, 7^54, . . . zugleich als Abkürzungen für die 
linken Seiten der Gleichungen der Ebenen und Punkte dienen. 

Um die alsdann bestehenden Beziehungen zwischen den Ebenen 
und Punkton analytisch darzustellen, benutzen wir wieder die in 
§ 37, (4) und § 52, (24) eingeführten Abkürzungen q^, p/, p/' (t = l,2,3), 
sowie die in § 52, (19) angegebenen für i,., 3i,., N^ (i=l, 2, 3, 4). 

Dann ergibt sich zunächst aus (6): 

Qi ^u - (>i E12 = { (Ai - A3) (Ae - Aj) - fAj - A5) (A^ - Ag) } y, 
== { A1A6 + A3A2+ A5AJ - (Ai Asj+ AjAs + A^Ag) )?/i 



CO 



(8) 
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und mit Benutzung der genannten Abkürzungen: 

(9) Qi^5A-9i^ii^'^i7 

(10) n, = (M,^N,)y,H^,^N,)yM^s-N.)y, + (M,-^N,)y,, 

und ebenso: 

(9') Q,'E,,-Q,E,,=.P„ 

(lOO P, = {M,-N,)v-(M,-N,)v,-{M,-N,)v,+(M,-N,)v„ 

WO TTi, Pi ihrerseits als Abkürzungen für die Ausdrücke rechts in 
(10) und (10') gebraucht sind. 

Nun haben die Ausdrücke § 52,(19) sämtlich die Eigenschaft, un- 
geändert zu bleiben, wenn gleichzeitig die drei ungeraden Parameter 
^19 ^? h ^^^ ^^® ^®^ geraden ü,, A^, A^ je unter sich zyklisch ver- 
tauscht werden, indem sich dabei die drei Glieder jedes Ausdrucks 
selbst zyklisch vertauschen. Dagegen gehen dabei nach § 37, (4) q^ 
in p„ Qi in p,', und Eg^ in E^e, Ej, in E^, E^^ in E^^, E^^ in -Ej^ 
über. Mit zweimaliger Anwendung dieses Verfahrens ergänzen sich 
also die identischen Gleichungen (9) und (9') zu folgendem System: 

(11) (>2E».-(>,'E,e + n, = o, (ir) Ue,,^q,'e,,+ p,^o, 

UjEse-Cs'Esa + n.^-O; \q,E,,^ q,'E,,+ P,^0 , 

Diese Gleichungen enthalten aber den Satz: 

Jedes auf einer Linienfläche zweiter Ordnmig verzeichnete Sechsseit 
^i^h^ih^e 2^ ein Pascalsches und Brianchonsches, 

7. Beziehung zwischen Fasoalebene und Brianohonpunkt. Da- 
bei sind: 

(12) ni = 0, (12') P, = 

die Gleichungen der Pascalebene und des Brianchonpunktes. 

Da aber zwischen Pol y^ und Polarebene v^ in bezug auf die 
Fläche § 159, (9) nach § 149, (3') die Beziehung: 

(13) t/i : ^2:^3: t/4 ^v^:-v^:-v^:v^ 
besteht; ergibt sich mit Rücksicht auf (10) und (10'): 

Pascaiebene und Brianchonimnkt eines auf einer Linienfläche zweiter 
Ordnung verzeiclineten Sechsecks sind Polarebene und Pol in bezug auf 
die Fläche. 

Dies stimmt mit (5) und (ö') überein, da E^^, Egg, Ejg die Tangential- 
ebenen der Fläche in den Punkten E^^, E^^, E^^ sind. 

8. Gleichung der Linienfläche eines Pascalsohen Seohsseits. Sind 
umgekehrt für sechs Ebenen E^^ = 0, Ejs = 0, E^ = 0, E45 == 0, Ejg = 0, 

St »ade, Flächen zweiter Ordnang. II. 69 
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E^ = in VerbinduDg mit einer siebenten TT^ =» die Bedingungen 
(11) mit beliebigen Faktoren q^, p^' erftUlt, so liegen die Schnitt- 
linien je zweier Oegenebenen des von den sechs Ebenen gebildeten 
Sechsilachs wie in 1 in der Ebene (12). Setzt man nun zur Ab- 
kürzung: 

(14) Qi Eij - Fj, (>,E,^ = F„ Q^E^ - F, ; 

Qi^u ^\\ Qi^is =- - ^2 7 Ps'Eat F,'; n^ « - F, 

so stellt die Gleichung: 

flö) V'-{V,+ F,+ F,)r+(F,F,+ r,V,+ F,F,)-0, 

analog wie § 37, (16), eine Fläche zweiter Ordnung dar, auf der die 
sechs Seiten: 

^, :F, = 0, F/=0, ^,:F,-0, F,'-0, .-.. 

des Sechsseits liegen. 

Jedes Pascalsche oder Brianchonsche unAene Sechsseit liegt auf 
einer Fläche zweiter Ordnung, 

9. Die Steinerschen Linien der sechs Sechsseite aus sechs Br- 
zeugenden. Bei einer wiederholten zyklischen Yertauschung der 
Parameter X^, k^, Xg nehmen die identischen Gleichungen (11) und (1^ 
die Form an (§ 52, (23)): 

Diese Identitäten kennzeichnen aber die Sechsseite S^ und S^ in 
(4) als Pascalsche und in (4') als Brianchonsche. 

Die Gleichungen der Pascalebenen und Briancbonpunkte der drei 
Sechsseite (3) werden dabei: 

n.- (i¥.- N,)y, + (M,- y,)y, + iM,-N,)y,+(M,-N,)y,= 0, 
(18) >Tf,= iN, -L,)y, + {N,-L,)y,i-{N,-I^)y,+ {N, -L,)y,^0, 

n,==(L,- M,)y^ + {L,- 3I,)y, + {L,- M,)y,+{L,-M^y,~Oi 

P, = ( M, - N,X - i^^t, - N,) V, - {M, - N,) V, + {M- N,) »,- 0, 
(18') ' P, = (N, - L,) f, - (.Y, - L,) f ,-(.V, - 4) V, + (N, - L,)t;,- 0, 

Ps= (/., - Jtfjri- (L, - 3/3)t'j-(Lj - A/,)t>3+( /., - M^)v^~ 0, 

weil die zyklische Vertauschung von A,, X^, Ag die Ausdrücke L^, 3f^, 
N^ in § 52, (19) selbst zyklisch vertauscht. Die Gleichungen der 
Pascalebenen und Briancbonpunkte der drei Sechsseite (3") entstehen 
aus (18) und (IS*) durch Vertauschung von A, und X^. 
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Da nun identisch: 

Q^ n, +n, + n, =0, p, +p, +p, -o, 

8o folgt (I § 51, (7)): 

Die drei Pascaiebenen der SecIisseiU S^, S,, S^ in (3), sotvie 
S/, Sj', Sj' in (3') gehfn je durch eitie Gerade und die drei BriafwlKm- 
punkte der Sechsseite Äj, S^, S,, sowie S^\ *Sy, S^' liegen in einer Geraden 
(Steinersclien Geraden). 

Die Geraden seien mit g^ g\ Ä, h' bezeichnet: 

,20N n, xn, xn, =(^, p,p,p,=h, 

^ ' n/xn,'xn,-iy', p^p.'p^'^v. 

Da aber der Punkt P^ nach (2') auf der Verbindungslinie von 
JEJ12 und J?^, von E^^ uud jB^^, von E^^ und £,3 liegt, liegt er nach 
(5') auf den Ebenen TT/, TTj', TT,'. Dasselbe gilt von Pj, da er nach 
(4') auf der Verbindungslinie von E^^ und JEgj, E^ und jE?b,, £3^ und 
E^^ liegt, ebenso von Pg. Da somit P^,P^y Pj alle auf 51' und ebenso 
Pi', Pg', Pj' auf g liegen, so ist nach (20): 

(21) A=/, K = 9. 

Zugleich folgt aber aus 7: 

Die beiden Steinerschen Linien (21) sind reziproke Polaren in bezug 
auf die Linienfläche, auf der die Sechsseite (3), (3') liegen. 

10. Übergang auf die Kurven und Kegel zweiter Ordnung 
und Klasse. 

Schneidet man das auf einer , Projiziert man das auf einer 

Linienfläche verzeichnete Sechsseit Linienfläche verzeichnete Sechsseit 
mit einer Ebene A, so liefern die von einem Punkte -4, so liefern die 
sechs Seiten ^^ (A = 1, 2, . . . , 6) des \ sechs Seiten gj^ (i = 1, 2, . . . , 6) 
Sechsseits die sechs Ecken Gj^ eines des Sechsseits die sechs Seiten- 
der Schnittkurve einbeschriebetien ' ebenen r;^ eines dem Berührungs- 
Pascaischen SecJisecks und die neun kegel umbesc/iriebenen Briandton' 
Seitenebenen E;^« neun Seiten e.j^^ sehen SecJisflachs und die neun 
dieses Sechsecks (fc = 1, 3, 5; Eckpunkte Ej^^ neun Kanten dieses 
1=^2,4, 6) (§ 52, 1 1). I Sechsflachs (k = 1, 3, 5; i = 2, 4, 6). 

Die sechs Pascalschen Ebenen ' Die sechs Brianchonpunkte 

n„ n; (fc=l,2, 3) liefern die P„ P,' (i==l,2,3) liefern die 

sechs Pascalschen Linien der den sechs Brianchonschen Linien der 

Kombinationen(3),(3') entsprechen- den Kombinationen (3), (3') ent- 

den Pascalschen Sechsecke, die , sprechenden Brianchonschen Sechs- 

69 • 
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wieder zu je dreien durch die flache, die wieder zu je dreien in 
Steinerschen Punkte G und G' , den Steinerschen Ebenen f und f 
gehen, in denen die Steinerschen liegen, welche die Steinerschen 
Linien g und g' die Ebene A Linien g und g' mit dem Punkte 
schneiden. Ä verbinden. 

Die Steinerschen Punkte G Die Steinerschen Ebenen f 

und G' sind nach 9 harmonische und f sind nach 9 harmonische 
Pole in bezug auf die Schnittkurve. Polarebenen in bezugauf denKegeL 

Die Yerbindungsfigur der Die Schnittfigur des Bündels 

Ebene A mit einem Punkte Ä fiihrt am Punkte A mit einer Ebene A 
auf das eitlem Kegd aweiter Ord- führt auf das einem Kegdsdmitt 
nung ehibeschriebene Pascalsche umbeschriebene Brianchonsche Sechs- 
Sediskant, \ seit (§ 37, 4). 



Anmerkungen. 

In den Anmerkungen sind einige h&nfiger angeführte Werke abgeküret be- 
zeichnet. Die zugehörigen voUen Titel folgen hier zur schnellen Auffindung in 
alphabetischer Reihenfolge. ^ 

Die Angaben, wie § 8, 2 und § 8, (2), beziehen sich überall auf §, Artikel 
(ohne mammem) und Formeln (mit Klammem) des vorstehenden Textes; die 
Angaben I § oder I Anm. ebenso auf das vorausgegangene Buch des Verfassers: 
Analytische Geometrie des Punktes, der geraden Linie und der Ebene, 1906. 



Apollonii Pergaei quae Graece ezstant (Conicorum libri IV, um 250 y. Chr.), ed. 

J. L. Heiberg, Leipzig, Bd. 1, 1891; Bd. 2, 1898 [abgekürzt: ApoUonius, Con.; 

Seitenzahlen auf Heib. bezüglich]. 
Baltzer, B., Analytische Geometrie, Leipzig 1882 [Baltzer, Geom.]. 
— , Theorie und Anwendung der Determinanten, 4. Auflage, Leipzig 1876 [Baltzer, 

Det.]. 
Bopp, K., Die Kegelschnitte des Gregoriua a St Vineentio (1647), Leipzig 1907 

[Bopp, Greg.]. 
Cantor, M,, Vorlesungen über Geschichte der Mathematik, Leipzig, Bd. 1, 3. Aufl. 

1907; Bd. 2, 2. Aufl. 1900; Bd. 3, 2. Aufl. 1901; Bd. 4, 1908 [Cantor 1, 2, 8 

oder 4]. 
Cauchy, A, L., Le^ons sur les applications du calcul infinitesimal ä la g^om^trie, 

Paris, t. 1. 1826 [Cauchy, Applic.]. 
— , Ezercices de mathomatiques, 1. — 4. annäe, Paria 1826 — 29 [Cauchy, Exerc.]. 
Chasles, M., Aperyu historique sur Forigine et le developpement des m^thodes 

en g^omätrie, Bruxelles 1837 [Chasles, Apercu]. 
— , Recherches de g^om^trie pure sur les lignes et les surfaces du second degrä, 

Bruxelles, M^m. Acad. V, 1829 [Chasles, Recherches]. 
— , Memoire de g^omätrie pure sur les propri^t^s gen^rales des c6nes du second 

degr^, Bruxelles, Mem. Acad. VI, 1830 [Chasles, Cönes]. 
Clebsch, A., — Lindemann, F.^ Vorlesungen über Geometrie, Bd. 1, 2. Aufl.. 

Leipzig 1906 [Clebsch-Lindemann, Ebene]. 
— , Vorlesungen über Geometrie, Bd. 2, Leipzig 1891 [Clebsch-Lindemann, Raum], 
Desargues, G., Oeuvres par G. Poudra, Paris 1864 [Desargues, Oeuvres]. 
Dingeldey, F., Kegelschnitte und Kegelschnittsysteme, Encyklopädie der math. W. 

III, C, 1 [Dingeldey, Encykl ]. 
JJupin, Ch., D^veloppements de g^om^trie, Paris 1813 [Dupin, D^vel.]. 
jüyck, W., Katalog mathematischer Modelle, München 1892 [Dyck, Katalog]. 
Euler, L., Introductio in analysin infinitorum, Lausannae 1748 [Euler, Introd.]. 
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Hesse, 0,, Vorlesangen aus der analytischen Geometrie der geraden Linie, des 

Punktes und des Kreises in der Ebene, Leipzig, 2. Anfl. 187S [Hesse, Ebene]. 
— , Sieben Vorlesungen aus der analytischen Geometrie der Kegelschnitte, Leipiig 

1874 [Hesse, Sieb. Vorl.]. 
— , Vorlesungen über analytische Geometrie des Baumes, Leipzig, 8. Aufl. 1876 

[Hesse, Raum]. 
Klein, F., Einleitung in die höhere Geometrie^ autograph. Vorl. Bd. 1, Gtöttingen 

1898 [Klein, Vorles.]. 
Klügel, G, S., Mathematisches Wörterbuch, Leipzig, Bd. 8, 1806; Bd. 3, 1808; 

Bd. 4, 1828 [Klügel 2, 8, 4]. 
Kotier, E., Bericht über die Entwicklung der synthetischen Geometrie, Jahzesber. 

der D. Math. Vereinigung 5, 1901 [Kötter, Ber.]. 
Lame, G , Examen des diffärentes m^thodes employ^ pour r^oudre les probltees 

de gdom^trie, Paris 1818 [Lam^, Ezam.]. 
Lie, S. — Scheffers, G., Vorles. über Differentialgleichnngen mit bekannten in- 
finitesimalen Transformationen, Leipzig 1891 [Lie-Scheffers, DifferentialgL]. 
», Vorles. über kontinuirliche Gruppen, Leipzig 1898 [Lie-Scheffezs, kontin. 

Grupp.]. 
— , Geometrie der Berührungstransformationen, Leiprig 1896 [Lie-Scheffers, 

Berühr.-Transf.]. 
Magnus, L. J., Sammlung von Aufgaben und Lehrsätzen aus der analytischen 

Geometrie, Bd. 1, 1833; Bd. 2, 1837 [Magnus, Au%.]. 
3füUer, F., Historisch-etymologische Studien über mathem. Terminologie, Pro- 
gramm, Berlin 1887 [F. Müller, Progr.]. 
— , Zeittafeln zur Geschichte der Mathematik, Leipzig 1892 [F. Müller, Tafeln]. 
Pappus, Alexandrinus , Collectio, ed. F. Hultsch, Berlin, Bd. 1—8, 187ö — 78 

[Pappus, Coli.]. 
Flacker, J., Analytisch -geometrische Entwicklungen, Essen, Bd. 1, 1828; Bd. 2, 

1831 [Plücker, Entw.]. 
— , System der analytischen Geometrie, Berlin 1885 [Plücker, System 1885]. 
— , System der analytischen Geometrie des Raumes, Düsseldorf 1846 [Plücker, 

System 1846]. 
— , Neue Geometrie des Raumes, Leipzig, Bd. 1, 1865 [Plücker, N. Geom.]. 
Ponceht, J. V., Traite des propriet^s projectives des figures, Paris 1822 [Poncelei, 

Trait^]. 
Reye, Th., Die Geometrie der Lage, Leipzig, 4. Aufl., Abt. 1, 1899; Abt. 2, 1907; 

Abt. 3, 1910 [Reye, G. d. L.]. 
Salmon- Fiedler, Analytische Geometrie der Kegelschnitte, Leipzig, 4. Aufl. 1878 

[Salmon- Fiedler, Kegelschn.]. 
— , Analytische Geometrie des Raumes, 1. Teil, Leipzig, 4. Aufl. 1898 [Salmon- 

Fiedler, Raum]. 
Schröter, H., Die Theorie der Kegelschnitte, Leipzig, 2. Aufl. 1876 [Schröter, 

Kegelschn.]. 
— , Theorie der Oberflächen zweiter Ordnung, Leipzig 1880 [Schröter, Oberfl.]. 
V. Staxidt, G, K. Chr., Geometrie der Lage, Nürnberg 1847 [v. Staudt, G. d. L.]. 
— , Beitrüge zur Geometrie der Lage, Nürnberg 1856 — 60 [v. Staudt, Beitr.]. 
— , Von den reellen und imaginären Halbmessern der Kurven und Flächen 2. 0., 

Nürnberg 1867 [v. Staudt, Halbm.]. 
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i II. Die £rklänmg der Brennpunkte als Scbeitelpiinkte solcher Taagenten- 
paare, die Kretsstrahlenpaare sind, § 13, 8,11; 16, II, oder, was dasselbe ist, als 
Punkte, an denen die von dem Kegelschnitt bestimmte Involution harmonischer 
Polaren eine Involution rechter Winkel ist, § 20, 4,1; 16, 1, setzt mit De Ja JETtre, 
Sect. con. (1686), lib 8, propr. XXUI, ein und entwickelt sich weiter bei JPoncelet^ 
Ann. de math. 8 (1817/8), S. 222; Traitä (1822), art. 461; 463; ChasUs, Cönes 
(1880), S. 12; Plücker, Entw. 2 (1881), S. 64; (1832) Gesanmielte Abhandl., S. 291; 
System (1836), S. XI; 102; System (1846), S. 278. 

III. Ein vom Punkte P an einen Kegelschnitt gejagtes Tangentenpaar kann 
auch als ein Linienpaar bezeichnet werden, das P als Mütdpunkt hat und den 
Kegelschnitt doppelt (in zwei Punkten S, S) berü?irt. Die Verbindungslinie der 
Berührungspunkte S, S, die Berührungssehne, ist die Polare Ton P. Ist nun das 
Tangentenpaar ein Kreisstrahlenpaar, so ist P der Mittelpunkt eines Kreisstrahlen" 
paares, das din Kegelschnitt doppelt lerOhrt, und umgekehrt. Daher kann Auf- 
faseung II auch in der Form § 127, 11, IV gegeben werden, Poneelet, Traite (1822), 
art. 467; Salmon-Fiedler, Kegelschn, S. 360. 

IV. Durch Verbindung der ü. Auffassung mit dem Begriff der Kurvensehar 
erhält man die Erklärung der Brennpunkte des Kegelschnittes, als Punktepaare 
in der duich ihn und die imaginären Kreispunkte bestimmten Schar, § 32, 11; 
§ 34, 10; § 20, 23 nach Plücker, Entw. 2 (1831), S. 167ff.; Chasles, Aper9u (1837), 
Note XXXI, art. (47). 

V. Als Doppelpunkte der Involutionen, in denen zwei senkrechte harmonisdie 
Polaren eine Hauptachse schneiden, § 20. 6; 18, entstehen die Brennpunkte bei 
Chasles, Apercu, Note XXXI, art. (18). Wenn zwei Gerade in bezug auf etcei 
Kegelschnitte einer Schar § 32, (12) harmonische Polaren sind (2^,, = 0, (r„ = 0, 
§ 17, (2)), sind sie es in bezug &xif alle (JPjj — /'*ö^u'=Ö)- Zwei senkrechte har- 
monische Polaren eines Kegelschnittes, die durch einen Punkt P gehen, sind 
aber harmonische Polaren in bezug auf den Kegelschnitt und das Kreispunktepaar 
(§ 20, 22, II), also in bezug auf alle Kegelschnitte der Schar, § 32, (14), darunter 
die Punktepaare, § 32, (24). Daher sind sie harmonisch zu den reellen oder 
imaginären Brennstrahlen des Punktes i*; Plücker, System (1846), S. 280. Somit 
beruht die Auffassung V auch wieder auf der Auffassung IV. 

VI. Die Brennpunkte der Kotationsflächen erscheinen, analog der Auffassung 
II, als Scheitelpunkte solcher Berührungskegel, die Kugelkegel sind, § 70, 6; 12, 
im wesentlichen nach Chasles^ Recherches (1829), S. 27. 

VII. Die Hauptbrennjmnkte der Ellipsoide, Hyperboloide und ParaibdUnde 
(foyers principaux) treten als Brennpunkte der Hauptschnitte, § 65, 3; 7; §66, 
3; 7, auf bei Dupin, D^vel. (1813), S. 315, bei Ellipsoiden und Hyperboloiden 
von den Differenzen der Halbachsenquadrate abhängig, § 66, (6), bei den Para- 
boloiden um die halben Parameter vom Scheitel entfernt, § 56, (17), wie bei Auf- 
fassung L Brennpunkte schlechthin sind nach Plücker, System (1846), S. 254 
alle Punkte der Fokalkegelschnitte [s. Anm. 144]. 

3. Brennpunktseigensohaften der Kurven und Flächen 2. O. I. Die 
Fokaleigenschaft der Ellipse und Hyperbel § 1, (3) bei ÄpoUonius, Con. III, art. 
51; 52 (Heib. 1, S. 434; 436) nach Cantor 1, S. 339; als Ausgangspunkt der analyt. 
Dardtellung bei De la Hire (1679) nach Tropfke, Gesch. 2, S. 462 und bei Vega 
(1786) nach Cantor i, S. 461. Über die Fokaleigenschafl der Parabel vgl. Anm. 16. 
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latus transTersum, s. Bopp, Greg., 8. 108; 841. Der Mittelpunkt der aüg. 
Kurve 2. 0. (Centram) § 11, 4 bei EuUr, Introd. 2, art. 107; die Bedingung 
:gleichungen § 11, (7) bei Lam^, Exam. 1818, 8.71; Caudhy, Exere.S (1888\ 8. 73. 
Als Pol der unendl, fernen Geraden § 11, t2; § 11, 16, IV bei Fr. Aguilonius 
(1618) nach KöHer, BerS. 5; Desargues (1689), (Euvres 1, 8. 816 ff.; 8.291 ff. und 
De la Hire (1685) nach Kotier, Ber. 8. 68; bei Foncelet, Traitä (1888), art. 116. 

II. Der Mittelpunkt der Eüipsoide und Hyperboloide § 56, 8 bei Euler, 
Introd. 2, App. art. 116; 119; der allg. Fläche 2. 0, § 68, 4 bei Euler, ebd. art. 
115; (He Bedingungsgleichungen § 68, (6) bei J. P. de Qua (1740) nach Cantor 
3, S. 795; Lame, Examen (1818), 8. 41; Cauehy, Exerc. 3 (1888), 8. 4; Hesse, 
Kaum, S. 157. Als Pol der unendl. fem. Ebene § 68, 11 bei PöneeUt, Trait^, 
art. 501. 

III. Die Bedingungsgl. fär den Mittelp. der ebenen SchniUe % 106, (26) bei 
Cauchy, Applic. (1826), S. 265; s. Anm. 92. 

7. Scheitelpunkte und Soheitellinien. I. Der Sd^eitelpunkt der Parahd 
•§ 2, 5 bei Archimedes (x'-pvqpr}, Vertex segmenti parabolae), de conoid. et sphaeroid., 
nach Tropf ke, Gesch. 2, S. 445; für Ellipse und Hyperbel, § 1, 6, und Parabel 
bei ApoUonius, Con. I, art. 17 (Heib. 8. 68); des Paraboloids § 56, (4) bei Magnus, 
Aufg. 2 (1837), 8. 247; 249. 

IL Die Scheitellinie des parabol. Zylinders, § 58, 10, bei Plikker, System 
(1840), S. 149. Die Scheitellinien des Kegels § 54, 5 bei Chasles, Gdnes (1880), 
S. 6; Scheitel- und Nebenscheitellinien bei Plücker, System (1846), 8. 801; 806; 
Reye, G. d. L. 1, S. 219. Die Scheitelerzeugenden des hyperboh Paraholoids § 56, 
(18); § 65, (6) bemerkt Euler, Introd. 2, App. art. 125. 

8. Hauptaohsengleichungen der einzelnen Kurven und H&ohen 2. 0. 

I. Die Hauptachsengleichung der Ellipse und Hyperbel § 1, (18); (18') im Sinne 
der anal. Geom. bei P. de Fermat (vor 1637) nach Cantor 2, 8. 818 und De la 

Hire (1670) nach F. Müller, Progr. S. 27; bei ^wter. Introd. 2, art 188 noch in der 

b* 
Form !/• == — j (a* — x*); die Hauptachsengleichung der Parabel, §2,(17;, bei 

StirUng (1717) nach Cantor 8, S. 434. 

II. Die HauptachsengleichuDg des Kegels § 54, (14) bei Euler, Introd. 2, 
App. art. 68; die der Kllipsoide, Hyperboloide und Parabaloide §55,(7); §56,(16) 
bei Euler, Introd. 2, App. art. 116; 119; 122; 124; 125; die des Paraholoids §56, 
(16), auch bei Meusnier (1770) nach Cantor 4, S. 547; 1087. 

9. Unendlich ferne Elemente der Kurven und Fl&ohen 2, O. I. Von 
unendl. fern. Punkten oder Ästen der Hyperbel oder Parabel, § 1, 7; § 2, 9, ist 
bei Gregor, a St. Vicentio (1647) die Rede nach Bopp, Greg., 8. 246; 235. Die 
Gleichung, § 9, (25), des u. f. Punktepaares der Kurve 2. 0. und die Art dieses 
Punktepaares als Einteilungsgrund, § 21, 14 und § 26, (2), Z. 1—3, bei Euler, Introd. 
2 (1748), art. 219 (und 137); auch bei Cramer (1760) nach Cantor 8, 8. 885; 
Klügel 3 (1808), S. 185. Die unendlich ferne Gerade als Tangente der Parabel, 
§ 13, 14, bei Poncelet, Traite (1822), art. 132. 

II. Die Gleichung der «. f. Kurve der Fläche 2. 0., § 66, (23) und ihre Art 
als Einteilungsgrund, § 80, (21); § 99, (2), Z. 1—4, sachlich bei Euler, Introd. 2, 
App. art. 105—112; die u. f. Geraden des hyperbol. Paraholoids, § 65, (11), erwähnt 
Poncelet, Traite (1822), art. 594 und die u. f. Ebene als Tangentialebene § 70, 10 
Poncelet, ebd. art. 591; 622. 
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UI. Ein u. f. Keffdschnitt, % W), (20), Ut nach v. Miaudt, 6. d. L. (1847), 
8. 189 als Schnitt des Kegels 2. 0., § 80, (\), mit der u. f. Ebene definiert; in 
diesem Sinne ist die Einteilong. § 80, (21), eine unmittelbare Folge von § 80, (17). 

10. Asymptoten und AsymptotenkegeL I. Die Asymptoten der Hyperbel 
muß, nach Cantor 1, S. 281, Mtnächmus (um 860 v. Chr.) gekannt haben. Archi- 
medes nennt die ul iyyiöta t&g xo^ diißlvynviov %6tvov roiiägy die engstanschliessen- 
den Geraden, nach F. Müller, Progr. S. 27; Apollonius, von dem der Name 
Aö^lixtnToir herrührt, behandelt sie Con. II, art. 1 (Heib. 1, S. 194) s. Cantor 1, 
8. 887. Sie heißen non coincidentes bei Joh. Werner (1522) nach Cantor 1, 
8. 466; die Lini, die in die weitten läuft und nimmer mehr zu kejm eud kombt 
bei A. Dürer, Unterweysung der messung mit dem zirckel und richtscheyt (1626) 
nach F. Müller, Abh. z. Gesch. der Math., Heft 9 (1899), S. 829. Als Tangenten 
angesehen u. anal, bestimmt, f 13, 7, bei Desargues Oeuvres 1, S. 210; Klügel 
2 (1802), 8. 717; Cauchy, Applic. 1 (1826), 8. 62 unter Bezugnahme d.\xi Ampere; 
Flüekery Entwickl. 1 (1828), 8. 167. 

n. Der Asymptotenkegel der Hyperboloide und seine Lage gegen diese 
f 66, 9 nach Euler, Introd. 2, App. art. 120; 122; vgl. Hesse, Baum 8. 166. Die 
Asymptotenebenen des hyperbol. Paraboloids § 62, 8 bei Euler, Introd. 2, App. 
art. 125; s. Anm. 166. 

Die Gl. des Asymptotenkegels in Ebenen)LOorA, § 111, (19) bei Hefse, Vorl. 
Baum, 8. 894. 

11. Fadenkonatruktionen. Die l'Wm - (Gärtner-) A'on^ruA'^ton der 
Ellipse f 1, 9 von den drei Brüdern Mulfammed, Ahmed, Alhasan um 866 
nach Cantor l, S. 738: sie findet sich auch bei Ouidobaldo del Monte nach 
Cantor 2, S. 668 und nach v, Braunmiihl, Djck, Katalog, 8. 69; die Faden- 
konstruktion der Hyperbel §1,9 von Guidobaldo del Monte in seiner Theoria « 
planisphaericorum 1679 nach v. Braunmühl, ebd. S. 66, und Fr, tan Schooten^ 
Exercit. mathem. (1646) nach Klügel 2, 8. 720; der Parabel § 2, 8 von van Hchooten 
nach Tropf ke, Gesch. 2, 8. 460; s. auch Klügel 8, 8. 721. 

Die Fadenkoutttruktion der sphärischen Ellipse § 130, 6 von N, v. Fuss 
(1788), 8. Anm. 8. 

Die Fadenkonstruktion des Ellipsoides § 134, 14, weiche in den beiden 
ersten Hauptschnitten diejenige der Ellipse unmittelbar in sich einschließt, von 
O. Staude, Leipz. Ber. 1882, 8. 6; Math. Ann. 20 (1882), 8. 183. Das zugehörige 
Modell von Staude vgl. Dyck, Katalog, 8. 288. 

12. Gleiohaeitige Hyperbel. I. Die gleichzeitige Hyperbel § 1, 10 wird 
von Alsidschzi (972; zur Dreiteilung des Winkels gebraucht nach Cantor 1, 8. 760. 
Ihre Gleichung § 1, r22) findet sich bei JJe la Hire (1679) nach Cantor 3, S. 128; 
ebenso bei Euler, Introd. 2 (1748), art. 169; vgl. Brianchon-Poncelet, Ann. de 
math. 11 (1820/1), 8. 206—220; Plücker, Entw. 1 (1828), S. 188; H. BobiUier, 
Ann. de math. 19 (1828/9), 8. 349. 

n. Die gleichseitige kubische Hyperbel mit drei rechtw. Asymptoten § 85, 12 
bei Th. Reye, Mitt. der Hamburger math. Gesellsch. 2 (1890), S. 5G; G. d. L. 2, 
S. 180; 218. 

18. Konjugierte Hyperbeln und Hyperboloide. Konjugierte Hyperbeln 
% 1, 11 betrachtet Apollonius Con. I, art. 60; U, art. 17 (Heib. 1 8. 190; 220), sie 
heißen bei ihm xo{lu\ evJ^vyMlg oder &vti%Binevat xarä av^vyluv to^ial (sectiones 
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oppositae). Die DeutuDg § 1, (24) [ihrer Gleicbong bei FlücJur, Syst. (1835\ 
S. 91. Eonjug. Hyperboloide 8. Anm. 74, m. 

14. Direktrix und Direktrixebenen. I. Der Name Direktrix § 2, 1 bei 
der Parabel von De V Hospital (yor 1704) Dach Dingeldey, S. 12, bei der Ellipse 
und Hyperbel §4,6 dem Begriff nach bei Pappus, Coli. Vn, propr. 286; 23Ä 
(Hultsch 2, S. 1004; 1012); allg. Definition der Direktrix einer Kurve bei M. 
Bemoulli, Acta ernd. 1694, S. 436; dann bei Fadbe, J. f. Math. 2 (1827), S. SSO. 
Die Direktrix ah Polare des Brennpunktes § 20, 8 bei De la Hirt, Sect. con. 
(1685} 8, propr. 26 und Poncelet, Trait^ (1822), art. 462. 

IL Die Direktrixehene des Kegels (plan directeur) iührt C^asles, Cdnes (1830), 
S. 29 als Polarebene der Fokallinie § 128, (27) ein, auch bei PlOcürer, System 
(1846), S. 308. 

III. Die Direktrix § 127, 6; § 128, 6 und Direktrixebenen $ 127, 11 eine» 
Fokalpunktes bei den Flächen 2. 0. führen B. Amiat, J. de math. (1) 8 (184S), 
S. 16:{ und Mac-Cullagh (1843), Works, S. 262 ein; vgl PlOcker, System (1846), 
S. 298. 

IV. Die Haiiptdirektrixebenen des elliptischen Paraboloids § 187, 11 als PcHat' 
ebenen der beiden Hauptbrennpunkte bei Staude, Leipz. Ber. 1896, S. 486. 

15. Parameter der Kurven und Fl&ohen 2. O. I. Fflr Parameter §2, 2; 

§ 3, 1 ursprunglich ög^la, latus rectutn (Senkrechte zur Achse) bei ApoUanius, 
Con. I, art. 11 (Heib. 1, S. 42); i^ 6Q^ia rot) stdovs nlBvgd, rectum figurae latus bei 
Pappus 4, prop. 33 (Hultsch. 1, S. 278); ebenso bei Gregorius I def. 6; 11 def. 4; 
III def. 7, s. Bopp, Greg., S. 108; 161; 241; chorda oder sagitta bei Kepler, 
Op. omnia 2, S. 185 — 188. Parameter zuerst bei Cl. Mydorge (1681), nach 
Tropfke, Gesch. 2, S. 427; M'allis, Opera 1, Oxoniae (1696), S. 310; eoste droit bei 
Desargues 1, S. 205; latus rectum bei Jac. BemouJli, Acta Erud. 1689, S. 586; 
Die FoiTTiel § 3, (2) bei Euler, Introd. 2, art. 128—130. 

II. Die Parameter des Paraboloides § 56, 5 sind ebenfalls Ordinalen der 
Hauptbrennpunkte nach Plücker, System (1846), S. 166. 

16. Brennpunkt-Direktrixeigenschaft der Kurven und Flftohen 2. O. 

I. Die Bremvpunkt-Binkirixeigenschaft der drei Kegelschnitte § 2, (6); § 4 (32); 
(34) kannte nach Zeuthen, Kegelscbn. S. 367 If. wahrscheinlich Euklid. Erwähnt 
wird sie von Pappus (295 n. Chr.), Coli. VII, propos. 238 (Hultsch. 2, S. 1004); 
8. Tropfke, Gesch. 2, S. 447; 451; 455; Dingeldey, Encykl., S. 12. 

n. Die Brennlinien- Direktrixebeneneigenschaft des Kegels § 128, 9 von 
Cliaslesy Cöncs (1830), S. 44; der Fall x*=l ebd.; vgl. HachetU, Quet Corr. 4 
(1828), S. 285. 

III. Die Brennpunkt- Direktrixeigenschaft der Flächen 2. 0. § 127, 7 — 9; 
§ 128, 6—7 gab für imaginäre Direktrixebenen Mac-Cullagh, Dubl. Proc. 2 (1848), 
S. 446 = Works, S. 209. Sie schließt sich nicht nur der Form nach aufs engste 
an diejenige der Kegelschnitte an, sondern enthält die letztere auch als SpegiaJ-- 
fall in sich (in den Hauptschnitten § 127, 7; § 128, 7) \g], Plücker, System (1846), 
S. 292; Schröter, Oberfl. S. 623. 

Die von B. Amiot, J. de math. (1) 8 (1843), S. 168 ff. angegebene ^rentipun^'^- 
Direktrixebeneneigenschaft der Flächen 2, 0. § 127, 7; 9. § 128, 6 fSr reelle 
Direktrixebenen erstreckt sich nicht auf a2/e Flächen 2. 0., \ghAmiot^ ebd. S. 188. 

IV. Die Brennpunkt'Direktrixebeneneigenschaft des elliptischen Paraholoideit 
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§ 137, 11, I, die eine yoUkommene Analogie mit der der Parabel darbietet und 
in den beiden Hanptebenen direkt in die der Parabel übergeht, § 137, 14, von 
Staude, Leipz. Ber. 1895, S. 487. 

17. Die Soheitelgleiohungen. I. Die Scheitelgleichung der Kegelschnitte 
§ 2, (12) und § 3, (6); (8)— (10) inhaltlich bei Archimedes und ÄpoUonius nach 
F. Müller, Progr. S. 26; Tropfke, Gesch. 2, S. 437 ff., im Sinne der analyt. Geo- 
metrie bei Descartes (1637) nach Cantor 2, S. 815. Die Parabel als Übergangs- 
fall zwischen Ellipse und Hyperbel § 8, 3 bei Kepler nach Zeuthen, Gesch. XYI; 
XVII, S. 177; 8. Euler, Introd. 2, art. 149. 

n. Die Scheitelgleichung der Flächen 2. 0. ist nur beim Paraboloid § 56, 
(16) üblich und hier Ton Euler, Introd. 2, App. art. 124 angegeben; das Parabo- 
loid als Grenzfall des Ellipsoides oder Hyperboloides bei Dupin, D^vel. (1813), 
8. 222. 

18. Die Asyxnptotenglelohungen. I. Die Asymptotengleichung der Hy- 
perbel 8 8, (15) in umschriebener Form § 8, (16) bei Menächmus, dem Erfinder 
der Kegelschnitte {xim 850 t. Chr.) nach Cantor 1, S. 231 ; auch bei Joh. Werner 
(1522) und Fr. Maurolico (1570) nach Zeuthen, Gesch. XVI; XVII, S. 176; im Sinne 
der analytischen Geometrie bei Fermat (um 1650) nach Cantor 2, S. 817; un- 
mittelbar in der Form § 3, (15) bei Euler, Introd. 2, art. 161. 

U. Die Asymptotenebenengleichung § 62, (7) des hyperbol. Paraboloids zuerst 
bei Tinseau (1774) nach Cantor 4, S. 557 (Sonderfall von § 74, (33)); Magnus, 
Aufg. 2 (1837), S. 260. 

in. 'Die Asymptotengleichung der Hyperboloide § 74, (8) bei Steiner (1827), 
Werke 1, S. 150; Flacker, System (1846), S. 238. 

19. ExBentrizit&t. I. Ober die Benennung lineare e und numerische Ex- 
tentrizität e § 4, (3) s. F. Müller, Progr. S. 28; daß das Verhältnis r.d^ + B ist 
§ i, (18) bemerkt Gergonne, Ann. de math. 16 (1826), S. 369; Cauchy, Applic. 1 
(1826), S. 161. 

IL Beim Ellipsoid nennt P. ;S^. Laplace (1782), M^canique Celeste 2 (1799), 

8. 16 die Größen e und y«' — d* §55, (4); (4') die beiden Exzentrizitäten; ebenso 
/. Jvory, Phil. Trans. London 1809 "^, S. 351; C. F. Gauss (1813), Werke 5, S. 19. 

20. Brennpunktsgleiohungen. I. Die Brennpunktsgleichung der Kegel- 
schnitte § 4, (10); (11) gibt Cauchy, Applic. 1 (1826), S. 161; mit der Ableitung 
§ 4, 6 Magnus, Aufg. 1 (1833), S. 132; vgl. BalUer, Geom., S. 230. Charakteri- 
stisch ist für sie die Form f=K— U*^=0, wo ^"==0 ein Ereisstrahlenpaar 
und U^O die Direktrix ist; s. Anm. 21. 

II. Die Brennpunktsgleichungen der Flächen 2. 0. ist nach § 127, (29) von 
der Form f=K— C/T^O, wo iC=0 ein Kugelkegel und U=0, V=0 die 
Direktrixebenen sind, und wird von Amiot und Mac Cuüagh erhalten, s. Anm. 16. 

21. Die Identitäten der Direktrixeigensohaften. I. Die Identität § 4, 
(27); (28) der Direktrixeigenschaft der Kegelschnitte im wesentl. bei Cauchy, 
Applic. 1 (1826), S. 161 und Exerc. 3 (1827), S. 71. Die Identität § 4, (27) von 
der Form /*= K — XU* bringt auch unmittelbar zum Ausdruck (Anm. 2, III), dass 
der Kegelschnitt f=^0 in seinen beiden Schnittpunkten mit der Direktrix 

U= X— a —0 das Kreisstrahlenpaar k^={x — tf c)*-|- y*= berührt, Pan- 
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<y/^, Tmit*: lSit\ art. 457: Steim^, J. f. Math. 46 a862), 8. 195 »= Werke 2, 
S. 453: Si9imoH' Fiedler, Kegelsch., S. 860. 

II. Die Identität der DiiektrixeigeDSchaft der Flächen 2. 0. § 127, (29) ist 
von B. Amiitt, J. de matb. 1 8 1843;, S. 163 und Mac CuBagh (184S), Works 
S. 263 aufgestellt und ist analytisch dieselbe für die Ton beiden Autoren ge- 
fundenen Eigenschaften ^a. Anm. 16 -. Die Deutung § 127, 11 nach Otaalcs, Par. 
C. R. 16 ^15*43 , S. 831 und Plüeler, System (1846), S. 276, vgl. Salmon-Fiedler, 
Raum 1. S. ^56. 

2:2. Fokaldistans als lineare FuDktionen von x. Die Darstellung der 
Ft^knldiüUmzeh r, r' der Punkte einer Ellipse oder HyperM als lineare Funk- 
tionen von X % 4. <35^ gibt Euler, Introd. 2, art. 128; vgl. KGtter, Ber. 8. 57; 
Dingeldey, Enc. S. 59 Die Erweiterungen § 181, (8) nach Dtiptn, D^veL (1813), 
S. 2^0. Die gehrochemn FokaldistaHzen r^, 8^^ r/, 8/ § 183, (22); (28) sind fÄr 
die Puukte einer Krümmungskurve der FUlipsoide and Hyperboloide lineare Fimk- 
tionou von .r nach E. (rradhandt , Fokaleigenschaften der Krümmongskurven, 
Dissert. Ko^tock 1901. 

^3. Reaiproke Quadrate rechtwinkliger Halbmesser. Die Sätze § 5, 
^3) und § U2, (3) über die Summe der reziproken Quadrate rechtwinkliger Halb- 
mts,yer bei (auchi^, Applio. 1 vl^26 , S. 273 und 274; Anonymus^ Ann. de math. 
18 (1828), S. 369 -:{71 und BobiWer, Ann. de math. 19 (1828 9), S. 249; 251. Die 
AutTassung als lnc(iriahteneigen:;chafl, § 22, 9; § 92, (3), bei Caudiy a. a. 0.; 
Plücker, Entw. 2 1831), S. 84, Anm.; 1842), Abhandl. S. 891; System (1846), 
S. 154. 

24. Folargleichung der Kegelsohnitte. Die Polargleichung § 6, (14) 
nach Zeuthen, Gebch. XVI; XVII, S. 177 in umschriebener Form bei Kepler (1604); 
bei Klügt'l 2 .,180.'»\ ^. 7i»; 709 als in der Astronomie gebräuchlich bezeichnet; 
(He hivitn Gleichungen § 5, ,9); 9') bei Caudty, Applic. 1 (1826), S. 162. Die 
Ableitung § ö, 3; 4 nach Magnu.^, Aufg. 1 il833), S. 134. 

25. Trigonometrische Parameterdarstellung. Die ParameterdarsteUung 

der Ellipse § 6, 1. bei O. Brieu, Cambr. Math. J. 4 »1845), S. 99 nach Salmon- 
Fiedler, Kegelschn. ■?. Autl. li»07}, S. 322; der Hyperbel § 6, (5) bei Ä. M. Legendre, 
(1786^ nach DingeUley, Encykl. S. 11. Die entsprechende des Ellipsoides: 

X = rt cos (f , y = bB\u (p cos i/« , j ^ c sin <p sin i^ 

bei J. It'ory, Phil. Trans. R. S. London (1809^, S. 852; C. F. Gauss. (1818), 
Werke 5, S. 16. 

26. Konstruktion der Ellipse und Hyperbel aus zwei Kreisen. Die 

Konstruktion der Ellipse § 6, 1 bei C7. Mydorgius (1631; nach Kotier, Ber. S. 10; 
bei Ph.delaHire 1689) nach Dingeldey, Encykl. S. 10; s. Kliigel 2 (1806), S. 76. 
Die Konstruktion der Hyperbel § 6, 3 von E. R. Turner, Cambr. Dubl. math. J. 1 
(1846), S. 123 nach Dingeldey, Encykl. S. 11. Die Konstr. der Tangente § 13, 5 
nach Brifjtnchon, J. ^c. polyt. cah. 10 (1810), S. 7, Anm. Eine entspr. Konstr. des 
Ellipsoides aus drei konz. Kugeln bei Ch. Gudermann, J. f. Math. 42 (1851), S. 282. 

27. .Affinität zwischen Kreis und Ellipse. Die Affinität § 6, (4) zwischen 
Kreis und Ellipse, angedeutet bei Archimedes, nach Tropfke, Gesch. 2, S. 468, 
findet sich bei ./. Ceva, De lineis rectis etc., Mailand (1678), S. 35; KUigel 2, 
S. 101; vgl. Baltzer, Geom. S. 108. Die KoUinear Verwandtschaft § 6,(7) bei 
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Newton, Philos. nat. princ. math. (1687) 1, lemma 22 nach Chasles, Apercu Y^ 
§ 28. Affine Figuren betrachtet zuerst Clairaut (1731) nach Chasles^ Aper9u (1887), 
8. 663, Addition ä la page 218; dann Euler, Introd. 2 (1718), art 442, wo das 
Wort affin eingeführt wird; Pancdet, Trait^ (1822), art. 826. Die tiefere Grund- 
legung und umfassendere Behandlung der affinen Verwandtschaft bei A. F. 
Mathiua, Baryc. Calc. (1827) Werke 1, S. 180; femer Werke 1, S. 392; 519. Die 
allgemeinen Formeln der Kollineatüm in der Ebene gibt Waring (1762) nach 
Chasles, Aper9u V, § 23; Moehius (1829) Werke 1, S. 451. 

28. Hationale Parameterdarstelliuig der Kegelsohnitte. Die Para- 
meterdarstellungen § 6, (10); (12); (14) der Punkte und § 13, (48); (49); (60) der 
Tangentepi des Kegelschnittes sind Spezialfölle der allgemeinen Darstellungen 
§ 62, (16); (16'). Sie gehen, was die Punkte betrifft, tkut Euler, Introd. (1748) 1,. 
art. 64; 2, art. 398 u. Moebius (1827), Werke 1, 8. 81 zurück. Über die rationale 
Parameterdarstellung der Kurven vom Geschlecht überhaupt vgl. Salmon- 
Fiedler, Höhere eb. Kurven (1873), S. 35. 

29. Projektive Strahlbüschel und Punktreihen am Kegelschnitt. Der 
Satz über projektive Strahlbüschel an zwei Punkten eines gegeb. Kegelschnitts 
§ 6, 8 nach Zeuthen, Gesch. XVI; XVII, S. 187 bei Pascal (1640); in seiner allg. 
Bedeutung aufgestellt von J. Steiner (1882), Werke l, S. 332, III rechts. 

Der Satz über projektive Punktreihen auf zwei Tangenten § 13, 18 für paral- 
lele Tangenten und für die Asymptoten bei ApolloniiM, Con. III, art. 41 — 43 
(Heib. 1, S. 415 f.), s. Zeuthen, Kegelschn. S. 844; bei Euler, Introd. 2, art. 122; all- 
gemein bei Steiner (1832) Werke 1, S. 382, III links; s. Anm. 68 und 109. 

' 80. Kongpruente Strahlbüsohel am Kreise. Daß der Peripheriewinkel 
halb so groß, wie der zugehörige Zentriwinkel, Peripherie winkel über demselben 
Bogen gleich sind, bei Euklid lU, prop. 20; 21 nach Tropf ke, Gesch. 2, S. 61. 
Der hieraus folgende Satz über gleichlaufend kongruente Sirahlbüschel am Kreise 
§ 6, 9 bei Steiner (1882) Werke 1, S. 830. Die Betrachtung § 6, 9 gibt denselben 
Satz mit ungleichlaufenden Strahlbüscheln für die gleichseitige Hyperbel, Steiner 
ebd. S. 330 (s. Anm. 110). 

81. Gleichungen der Punkte- und Strahlenpaare. Die Gleichung des 
Punktepaares in gemeiner Koord. § 7, (1) bei Hesse, J. f. Math. 45 (1853), S. 82 
= Werke, S. 298; in Verhältniskoord. § 7, (30) bei Hesse, Ebene, S. 77; in 
Ztceieckskoord. § 39, (1) bei Clebsch- Lindemann, Ebene, S. 418. 

Die Gleichung des Strahlenpaares ^ 7, (33) bei Fermat, (um 1635) nach 
Zeuthen, Gesch. XVI; XVII, S. 198; ferner bei Euler, Introd. 2, art. 436; Lame,. 
Exam. (1818), S. 45; Hesse, Ebene, S. 124; Baltzer, Geom. S. 193. 

82. Name und Begriff der Involution. Der Name Involution § 8, 5 von 
Desargues (1689), Oeuvres 1, S. 119. Der Begriff der Punktinvolution, ursprüng- 
lich für drei Punktepaare geht in der Form § 8, (20) im wesentlichen auf Pappus,. 
Ck>llect. VTI, prop. 130 (Hultsch 2, S. 873), zurück nach Baltzer, Eiern. "Z (6. Aufl.), 
S. 882, sachlich in der Form § 8, (15) und (4) pibt sie Desargues, Oeuvres 1, 
S. 119; 247; 250, vgl. Brianclwn, Ligiies (1817), S. 11; Poncelet, Traitd (1822), 
art. 172—178. Über die drei Definitionen § 8, (4); (15); (20) vgl. Plücker, Entw. 
2 (1881), S. 185; Chasles, Apercu (1837), Note X; Moebius (1858), Werke 2, S. 221. 

Der allgemeine Begriff § 8, 5 mit cx)* Pufikt^)aaren bei J. Ch. F. Sturm, 
Ann. de math. 17 (1826), S. 173; Plücker, System (1835), S. 39; Moebius, a. a. 0. 
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Zwei Punktepaare bestimmen eine Involution § 8, 7, wie zwei Punkte eine 
Crerade; daß drei Punktepaare in Involution liegen, ist ein Satz wie der, daß 
drei Punkte in gerader Linie liegen. Daher der ailgemeine Begriff bei vielen 
Sätzen auf drei Paare reduziert. 

Strahleninvolutionen mit drei Paaren bei Desargues^ Oeuvres 1, S. 257, mit 
<x>^ Paaren § 8, 10 bei /. Ch. F, Sturm, Ann. de math. 17 (1826), S. 173; Flüdcer, 
System (1835), S. 22; Poncdet, Par. CR. 16 (1843), S. 953. 

33. Arten der Involution. Die Asien der Fufiktinvolutionen § 8, 5 im 
wesentlichen bei Besargues, vgl. Zeuthen, Gesch. XYI; XYII, S. 182; dann bei 
Gergonne. Ann. de math. 16(1826), S. 277 Anm.; Plücker, System (1886), S. 89. 
Die Natnen elliptisch, parabolisch, hyperbolisch usw. § 8, 5 nach Schröter, 
Kegelschn., S. 50 f.; Salmon- Fiedler, Kegelschn. (7. Aufl. 1907), S. 178; Beye, G. 
d. L. 1, S. 150. 

Die Arten der Strahleninvolutionen § B, 11 bei Plücker, System (1835), S. 22. 

Die Involution rechter Winkel (zirkuläre) § 8, 12 bei Plikker, Entw. 2 (1881), 
S. 187; Fr, Seydewitz, Arch. Math. Phys. 4 (1843), 8. 261. 

Die gleichs. hyperb. luv. und Satz § 8, 13, II bei Schröter, Kegelschn. S. 16, 
vgl. Schoenflies, Enzyklopädie m AB 5, S. 430 (1901). 

34. Interpretation imaginärer Ghebilde durch Polarsysteme. Die 

elliptische Involution § 8, 5 dient zur Vertretung des imaginären Punktepaares 
bei Seydewiiz (1846) nach Kötter, S. 313, r. Staudt, Geom. d. L. (1847), S. 186; 
Beitr. (1856), S. 76; Clebsch- Lindemann, Ebene, S. 342. 

35. Involution als Spezialfall der projektiven Verwandtschaft. Die 

Involution als Spezialfall der projektiven Verwandtschaft zweier vereinigt gelegener 
Punktreihen § 8, 15 bei Seydewiiz, Arch. Math. Phys. (1) 4 (1848), S. 253 ff.; t;. Staudt^ 
G. d. L. (1847), S. 118; Moebius (1853), Werke 2, S. 284; vgl. Baltzer, Geom., 
S. 15 und Determ., S. 33. 

36. Erhaltung der Involution bei Projektion. Die Erhaltung der Punkt- 
involutionen bei Projektion § 8, 16 bemerkt Desargues, Oeuvres 1, S. 146; vgl. 
Zeuthen, Gesch. XVI; XVII, S. 182. 

37. Analytische Darstellung der Involutionen in der Ebene. Die 
■anal. Darst. der Involution in der Ebene § 8, 17 nach Hesse, Vorles. Ebene 
S. 59 f.; die Formeln § 8, (40); (42) ebd. 

38. Die Involution beim Kegelschnittbüsehel. I. Satz, § 8, 18, I im 
wesentlichen bei Pappus, Collect. VII, prop. 130 (Hultsch 2, S. 878); vgl. Camot, 
•G^om. de position (1803), S. 456 fnach Poncelet, Trait^ S. 92); Briundum, 
Ligues (1917), S. 11; Poncelet, Trait^ (1822) art. 172. Chasles, Aper9u (1837) 
Note X und g^om. sup. S. 220; 339; v. Staudt, G. d. L. (1847), S. 122; Baltzer, 
Elem. 2 (5. Aufl.), S. 382. 

IL Satz, § 48, 8, III von Desargues (li^39), Oeuvres 1, S. 186; 267; 2,S. 162; 
vgl. Zeuthen, Gesch. XVT; XVIl, S. 183. 

IIL Satz, % 48, 8, I von /. Ch. F. Sturm, Ann. de math. 17 (1826), S. 180; 
BobiUier, Ann. de math. 18 (1828), S. 363 erkennt die beiden vorhergehenden 
Sätze als Spezialfälle des dritten und gibt auch die dualen Sätze; vgl. Anm. 
75; 126. 
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39. InTolation als Büschel von Panktepaaren. Die Involution aU 
Büschel §8, 21 bei Hesse, J. f. Math. 68 (1864), S. 179 = Werke, S. 621; Hesse, 
Ebene, S. 77: 99; Baltzer, Geom. S. 19; 196; Clebsch- Lindemann, Ebene, S. 407. 

40. Allgemeine Qleiohnngen der Kurven und Flächen 2. O. und 
2. KL I. Daß eine Gleichung 2. Grades in gemeinen Punktkoordinaten einen 
Kegelschnitt darstellt, wußten nach Zeuthen, Gesch. XYl; XVII, S. 195; 209 
Fermat und Descartes. Die| allg. Gl. dieser Art § 9, (1) findet sich bei Ä, J. 
Hermann, Comm. acad. Petrop. 4 (1735), S. 15 nach Dingeidey, Encjkl., S. 16; 
dann bei Euler, Introd. 2 (1748), art. 54. Die Bezeichnung der Koeffizienten mit 
Ag^, Ägy , . . . bei Cauchy, Exerc. 4 (1828), S. 141, mit a^^, a, , , ... bei Jacohi 
(1884), Werke 8, S. 204; Hesse, J. f. Math. 20 (1840), S. 285 = Werke, S. 23; vgl. 
über die Entstehung der ^^topographischen*" Bezeichnung bei Leihniz auch Baltzer, 
Det, S. 5. 

Die allg. Gleichung 2. Grades in gem. Linienkoord. § 15, (1) bei Plücker, J. 
f. Math. 6 (1830), S. 109 = Abhandl. S. 180; Entw. 2 (1831), S.47 {Gergonne, Ann. 
de math. 11 (1820/1), S. 881 und Flacker, Entw. 1(1828), S. 160 benutzen noch 
nicht die richtigen Linienkoordinaten); die Bezeichnung der Koeffizienten mit 
*ii/ ^i«t • • • ^i Hesse, Sieb. Vorl., S. 16. 

Die allg. Gl. der Kurve 2. 0. und 2. Kl. in Dreieckskoordinaten § 41, (1) bei 
Plücker, J. f. Math. 5 (1830), S. 8 = AbhandL S. 131 ; § 41, (1) und (1') bei Plücker, 
System (1835), S. 87. 

n. Die allg. Gl. der Fläche 2. O. in gem. Panktkoord. § 66, (1) bei Fermat 
nach Kötter, Ber. S. 67 (Stäckel), dann bei Euler, Introd. 2, App. art. 102 ; die 
topographische Bezeichn. der Koeff. bei Cauchy, Jacohi, Hesse a. d. vorhin a. 0. 

Die allg. Gl. der Flache 2. Kl. in gem. Ebenenkoord. § 75, (1) bei Plücker, 
J. f. Math. 9 (1832), S. 124 = Abhandl. 1, S. 225; System (1846), S. 191. 

Die allg. Gl. der Fläche 2. 0. und 2. Kl. in Tetraederkoordinaten § 138, (1) 
und (10 bei Plücker, System (1846), S. 49; 79. 

41. Die Determinanten der Punktepaare, der Kurven und Flächen 
2. O. In entwickelter Form findet sich die ,,Determinante^^ des Punktepaares (der 
binären quadrat. Form) §7,(11); §39, (11) bei Gauss (1801), Werke 1, S. 122; des 
Kegelschnittes (der temären qu. F.) § 9, (15); § 41, (8) bei Gauss, ebd. S. 301; Jacohi 
(1831), Werke 3, 8. 109; der Fläche 2. 0. § 66, (15); § 138, (8) bei Magnus, Aufg. 2 
(1837), S. 208; Plücker, System (1846), S. 52; 58 (Formel VHI). Auch die Unter- 
determifianten A^^, A^^, A^^ §9,(16) und A^^ §66,6 finden sich entunckeU bei 
Etder^ Introd. 2, art. 107; Append. art. 112; ein Teil der Unterdet. A^f, a^ti 
§66,6 ebenso bei Plücker, System (1846), S. 57; 58. 

Der bewußte Gebrauch der Determinanten der quadrat. Formen (auch mit 
n Veränderlichen) setzt bei Cauchy, Exerc. 4 (1829), S. 142 (fonction alternde) und 
Jacohi, J.f. Math. 12 (1834), S. 11 == Werke 3, S. 201; Hesse (1844) Werke, S. 114, 
ein und wird von Hesse, Raum, S. 138; 174 usw.; Salmon- Fiedler, Kegelschn. 
7. Aufl., S. 310; Raum, S. 88 allgemein durchgeführt. 

42. Invarianteneigensohaft von Ordnung und Klasse. Die Erhaltung 
der Ordnung bei der Transformation der gemeinen Koordinaten für die Kurve 
2, 0. %d,7 bei de Gua (1740) nach Cantor 3, S. 798; Cramer (1750) nach Cantor 3, 
S.829; Euler, Introd. 2, art. 37; Plücker, Entw. 1(1828), S.127; für die Kurve 
Z Kl, §15,4 bei Plücker, Entw. 2 (1831), S.48; für die Fläche 2. 0. §66,7 bei 

Stande, Fl&ohen «weiter Ordnung, n. 60 
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Euler, Introd. 2, Append. ari 94; för die Fiä^ 2, Kl, § 76, 4 bei PlMcer^ System 
(1846), S. 191; bei der Transformation der Dreiecks- und Teliraederk<iardinaten bei 
FUkker, System (1836), S.6; System (1846), S. 9. 

Es handelt sich dabei schließlich nur um den oM^emeinen Satz, daß bei 
jeder linearen Substitution, mag sie als Koordinatentransformaii(m oder als 
koUineare oder reziproke Verwandtschaft gedeutet werden, eine quadrai. Farm ab 
solche invariant bleibt. 

Für den linearen Komplex § 86, 2 gilt nach Plüeker, N. Geom. (1868), S. 11; 
F. Klein, Math. Ann. 2 (1870), S. 202; 366 das entsprechende, jedoch kann su 
der linearen Gleichung § 86, (1) immer das quadratische Glied IP mit be- 
liebigem X zugefügt werden, da der Komplex in sechs unabh. homog. Koord. 
p^i durch zwei Gleich. qp = 0, P = dargestellt ist. 

43. Geometrische Bedeutung von Ordnung und Klasse. Die Be- 
deutung der Ordnung für die Kurve ^. 0. § 9, 8 bei J. Neunten (1704) nach 
Cantor 3, S. 421; bei Euler, Introd. 2, art 66; 70; für die Flädie 2. 0. §66,8; 9 
bei Euler, Introd. 2, Append. art. 61; 96; SUiner (1882), Werke 1, S. 866; 
v. ^taudt, G. d. L. (1847), S. 197; Seydewiiz, Arch. Math. Phys. (1) 9 (1846), S. 190. 

Das Wort Klatse und ihre geom. Bed. § 16, 6; § 76, 6; 7 für Kurven und 
Flächen 2. 0. von Gergonne, Ann. de math. 18 (1828), S. 161; Plucker, J. f. Math. 6 
(1829), S. 109 = Abhandl. S. 180. 

Die Kurve und Fläche 2. Kl. heißt nach v. Staudt, G. d. L. S. 72; 73 auch 
Strahlenbüschel und Ebenenbütidel 2. 0. 

44. Anzahl der Bestinunungsstücke. Die Bestimmbarkeit der Kurve 
2. 0. durch fünf Punkte bei Pappus, Coli. VIII, prop. 13 (Hultsch 3, S. 1077); 
vgl. Zeuthen, Kegelschn. S. 184 ff.; durch Abzählen der Konstanten der Gleichung, 
§ 9,9, bei Euler, Introd. 2, art. 79; Kästner (1758) nach Cantor 4, S. 467; Magnus, 
Aufg. 1 (1833), S. 147. Die der Kurve 2. KL durch fünf Tangenten, § 16, 6, bei 
Pascal (vor 1640), Newton (1687) nach Kötter, Ber. S. 32. Die Bestimmbarkeit 
der Flncfie 2. 0. durch fieun Punkte, § 66, 10, bei Klügel 3 (1808), S. 818; Anan., 
Ann. de math. 20 (1829/30)), S. 186 ff.; der Flächen 2. KL, § 76, 8 bei PlUcker, 
System (1846), S. 36. 

Die Determinantendarstellungen, § 9, (27) und § 16, (23), bei Hesse, Sieb. 
Vorles. S. 2; 17; die § 66, (27) bei Clebsch- Lindemann, Raum, S. 181. 

46. Schnittpunkte einer Geraden mit der Kurve und FIftohe 2. O. 

Die Entwicklung der fundamentalen Aufgabe der Bestimmung des Schnittpunkte- 
paares einer Geraden mit der Kurve und Fläche 2. 0. hat sich in drei Stufen 
vollzogen. 

Die erste Methode ist die der gemeinen Koordinaten x, y; s, § 10, 1; 
XyyiZ;8, § 67, 1, welche Cauchy, Exerc. 3 (1828), S. 66, für die Kurve und ebd. 
S. 2 für die Fläche 2. 0. benutzt; die quadrat. Gleich., § 10, (4); § 67, (4), gibt 
er ebd. S. 66; 3. 

Die zweite Methode ist die der homogenen gemeinen Koordinaten x, y, f, 
§ 10, 2; X, y, z, t, § 67, 2, in Verbindung mit der reinen Verhältniskoord. X (I 
§ 6, (1)) bei Joachimsthal, J. f. Math. 33 (1846), S. 373, und der multiplizierten 
Verhältniskoord. i (I § 6, (7)), auch der dualen Aufgaben, § 16, 2; § 76. 1, bei Hesse, 
Sieb. Vorl. S. 8; 21; Vorl., Raum S. 130; 146. 
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Die dritte Methode ist die des Übergangs von Dreiecks- und Tetraederkoor- 
dinaten auf 2kceieck8Jcoordinaten , § 44, (7); § 142, (7), welche die Aufgabe in 
ihren vollen Zusammenhängen erfaßt, vgl. Clebsch- Lindemann, Ebene, S. 136; 
Baum, S. 132; sie wird dann auch unmittelbar auf die Schnittkurve der Fläche 
2. 0. mit einer Ebene ausgedehnt, § 141, 2, Absatz 8. 

Die sachgemäßen Bezeichnungen, § 10, (9); (10); § 16, (7); (8); § 41, (6); 
§ 67, (8), (9); § 76, (6); (6); § 138, (6), nach ITeffs« (1858), Werke S. 829; Sieb. Vorl. 
S. 9; 22. 

46. Imaginäre Schnittpunktepaare. Das Mitzählen der imaginären 
Sdtnittpunktepaare, § 10, 1, findet sich bei J. Stirling (1717) nach Cantor 8, S. 480; 
Euler, Introd. 2 (1848), art. 86; Poncelet, Trait^ (1822), art. 50; Chasles, Aper9u 
(1887), Note XXVI; Ch. Paulus, Arch. Math. Phys. 21 (1863), S. 183; 22 (1864), 
S. 121. 

Der Mittelpunkt einer imaginären Sehne, § 11, 1; § 68, 1, bei Poncelet, 
Traite, S. X u. art. 51; Gergonne, Ann. de math. 16 (1886), S. 279; PiOdcer, System 
(1885), S. 101; V. Staudt, Halbm. (1867), S. 38. 

Imag. Tangentenpaare, § 16, 2, bei Plücker (1829), AbhandL S. 187. 

In den 'Involutionen § 11, 6; § 17, 2; § 68, 7; § 77, 2 finden diese imag. 
Elemente ihren reellen Ausdruck, vgl. Anm. 84. 

47. Qleichungen der Tangenten und Tangentialebenen. Die beiden 
Formen der Gleichung der Tangente der allg. Kurve 2. 0. § 10, (14); (18), gibt 
Cauchy, Exerc. 3 (1826), S. 80, indem er in etwas anderer Weise an die quadr. 
Gleich. § 10, (4) anknüpft. Wie Plücker, Entw. 1 (1828), S. 156 bemerkt, enthält 
das Verfahren § 10, 3 eine Umschreibung der Methode der Differentialrechnung. 

Die Gleichung des Berührungspunktes, § 16, (12), bei Plücker (1829), Ab- 
handl. S. 192; Entw. 2 (1831), S. 117. 

Die Existenz der Tangentialebene als Ort der Tangenten, § 67, 4, beweist 
Ch. Dupin, D^vel. (1818), S. 7. Die beiden Formen der Gleichung der Tangential- 
ebene, § 67, (16); (18), bei Cauchy, Exerc. 8 (1828), S. 109; in Tetraederkoordi- 
naten, § 143, (5), bei Plücker, System (1846), S. 19. 

Die Gleichung des Berührungspunktes, § 76, (10) und § 148, (7), bei Plücker, 
System (1846), S. 21 ; 193. 

48. Begriff und Qleiehungen der Tangentenpaare und Berührungs- 
kegel. Die Gleichung des Tangentenpaares der allg. Kurve 2. , § 10, (21), bei 
Plücker, Entw. 1 (1828), S. 164; die Form § 10, (23) bei Hesse, Baum, S. 291, die 
Gl. des Schnit^nktpaares , § 16, (14), für den Kreis bei Hesse, Ebene, S. 190; 
vgl. Baltzer, Geom., S. 207. 

Die Gl. des Berührungskegels der allg. Fläche 2. 0., § 67, (22), im wesentl. 
bei Cauchy, Exerc. 8 (1828), S. 58; in der Form § 67, (28); § 144, (6) bei Hesse, 
Raum, S. 171; Baltzer, Geom., S. 494; die Gl. der Schnittkurve, § 76, 4 bei Hesse, 
Raum, S. 178. 

Daß der Berührungskegel des Kegels, § 71« (13), in ein Ebenenpaar zerfäUt, 
bei Serenus, (350 n. Chr.) nach Cantor 1, S. 490. 

49. Begriff und Gleichungen der Doppelelemente. Die linearen Glei- 
chungen für die Doppelpunkte einer Kurve oder Fläche 2. 0., § 10,(28); §67,(32) 
erhält Lame, Exam. (1818), S. 71; 72, indem er ausdrückt, daß der Mittelpunkt 
auf der Kurve oder Fläche liegt. Die für die Doppelgerade einer Kurve od«r 

60* 
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Doppelebetie einer Fl&che 2. El., §16,(16); §76,(16), gibt iJeMe, Sieb. Vorl. S. 19; 
Ranm S. 178. 

Die für die Doppelpunkte einer ebenen Schnittkurve der Fl&che 3. O., § 106, 
(22); § 107, (2); § 141, (31), Hesse, Raum S. 398; für den Doppelp. des Schniti- 
punktpaares mit einer Geraden s. § 44, (25); § 142, (28). 

Der Ausdruck point singulier (dans leqnel la direction de la tangente de- 
yient ind^termin^e) bei Cauchy, Appl. (1826), 8. 76, Magnus, Aufg. 2 (18S7\ S. 896. 
Eine zweite Erklärung, nach der es sich um Punkte handelt, durch deren Ein- 
führung als Koordinateneckpunkte eine Koordinate aus der Gleichung der Kurve 
oder Fläche verschwindet, in § 39, (26); § 42, 3; § 139, 3; § 141, 6. 

50. Durohxnesser und Diametralebenen. Den Ort der Mittelpunkte 
eines Systems paralleler Sehnen bei Ellipse, Hyperbel und Parabel, | 14, 1; 8, 
nennt Äpollonius, Con. I , Def. 4 (Heib. 1, S. 6) einen Durehmesser (dtafcer^;), 
8. Cantor 1, S. 337; F. Müller, Progr. S. 27. Derselbe Begriff für die aUg. Kurve 
2.O., in § 11, 1 als die einer Richtung konjugierte Gerade bezeichnet, hviE%der, 
Introd. 2, art. 90; die Gleichung dieser Linie, § 11, (2), gibt Gergonne, Ann. de 
math. 6 (1814/6), S. 64; Cauchy, Exerc. 3 (1828), S. 67. 

DiametroUehene einer Fläche als Ort der Mittelpunkte paralleler Sehnen, 
§ 68, 2, die einer Richtung konjugierte Ebene genannt, im wesentl. bei Euler , 
Introd. 2, App. art. 18; Monge -Hachette, J. ^c. poljt. cah. 11 (1802), S. 161; die 
Gleichung der Ebene, § 68. (2), bei Binet, Corr. polyt. 2 (1809), S. 19; Cauchy, 
Exerc. 3 (1828), S. 3; 82; Gergonne, Ann. de math. 6 (1814/6), 8. 74; Flüeker, 
System (1846), S. 93; als Polarebene des unend. fernen Punktes der Richtung» 
§ 68, 11, bei Poncelet, J. f. Math. 4 (1829), S. 19; v. Staudt, Halbm. (1867), S. 37. 

Durchmesser einer Fläche ist der Ort der Mittelpunkte paralleler ebener 
Schnitte, § 111, 4, die reziproke Polare der unendl. f. Geraden der Schnitte, Pon- 
celet, J. f. Math. 4, S. 21; v. Staudt, Halbm. S. 39; 40; Hesse, Raum S. 389. 

51. Harmoniflohe Pole, Polaren und Polarebenen. L Die induktive 
Definition harmonischer Pole, § 11, 5; § 68, 6, hiurmonischer Polaren, § 17, 1, 
und harmonischer Polarebenen, § 77, 1, setzt die Kurve oder Fläcfie als gegeben 
voraus und benutzt gleichartige Elemente (zwei Punkte, zwei Gerade, zwei Ebenen). 
Sie ist ausgeprägt bei Hesse, Sieb. Vorl., S. 11; 22; Raum, S. 131; 147. Die de- 
duktive Definition, § 11, 20; § 17, 12; § 68, 29; § 77, 16, geht von der allg. Ver- 
wandtschaft der Reziprozität (der ungleichartigen Polarelemente Punkt und Gerade, 
Punkt und Ebene) aus und bezeichnet allgemein (s. auch Anm. 166) zwei Elemente 
als konjugiert f wenn das eine von ihnen mit dem Polarelement des andern ver- 
einigt liegt. Sie ist ausgeprägt bei v. Staudt, G. d. L. S. 134; 190; Beitr. S. 286 f. ; 
vgl. Beye, G. d. L. 1, S. 104; 2, S. 47; Stuim, Linieng. 1, S. 82; Jahrb. d. F. 1878, 
S. 413. Vorgebildet sind beide Definitionen bei Steiner, Entw. (1832), Werke 1, 
S. 360 („zugeordnete harmonische Pole, zugeordn. härm. Gerade^'), Plücker, System 
(1835), S. 101 („zugeordn. Pole, zugeordn. Polaren"), Hesse (1840) Werke, S. 30; 34 
(„puncta conjugata, lineae conj.**); vgl. Baltzer, Geom. S. 209. 

11. Der analytische Ausdruck aller Definitionen liegt in der Gleichung f^^ s» o, 
§ 11, (8); § 46, (2); § 68, (7); § 149, (2). Denn einerseits ergibt sich /;, als mitt- 
lerer Koeffizient der quadratischen Gleichung des Schnittpunktproblems, §10,(7); 
§67,(7), und der Gleichung des Schnittpunktpaares in Zweieckskoordinaten, 
§ 44, (7); § 142, (7). Andererseits ist die Gleichung /„ = § 41, (6); § 138, (6) 
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(auch ohne die Bed. a^j^a^^) der Ausgangspunkt des allg. Begriffs der Bezi- 
prosim bei Möhius (1888), Werke 1, 8. 492; Plücker, System (1846), 8. 13. 

m. Die involutorische Eigenschaft, § 11, 14; § 17, 7, bei der Kurve und, 
§68, 13; §77, 7, bei der Fläche hebt Pancdet, Trait^ (1822), art. 196; J. f. Math. 
4 (1829), S. 19; 20 („Fundamentalsatz") hervor, vgl. Steiner, Entw. (1833), Werke 1, 
8. 860; Schröter, Oberfl. S. 132; 489; Salmon-Fiedler, Raum 1, S. 86; 208. Auch 
die yerschiedenen Auffassungen dieser Eigenschaft vereinigen sich in der einzigen 
anal. Gleichung /j, » nach Moebius (1883), Werke 1, 8. 493, art. 3, Absatz 2. 

62. Involution harmonisoher Pole, Polaren und Polarebenen. Der 
Begriff der Involution harmonisdier Pole, § 11, 6; § 68, 7, Polaren, § 17, 2, und 
Polarebenen, § 77, 2, knOpfb wiederum (Anm. 61) induktiv an das Schnittpunkt- 
paar der gegeb. Kurve und Fläche mit einer geg. Geraden usw. an bei Plücker, 
System (1835), 8. 101. 

Deduktiv erscheint die Involution als Durchschnitt einer Geraden mit einem 
Polarsystem in der Ebene oder im Räume bei v. Staudt, G. d. L.(1847), 8. 184; 193. 

63. Begriff und Oleiohung der Polare und Polarebene. I. Der Name 
„Polare eines Punktes'^ § 11, 7 von Gergonne, Ann. de math. 8 (1812/3), 8. 297. 

II. Die harmonische Teilung einer 8ehne durch Pol, Polare und Kurve für 
den Kreis § 12, 6 und für die Kegelschnitte im Spezialfall § 20, 3 bei Apollo- 
nius, Con. I, art. 84; 86; DI, art. 87 (Ileib. 1 8. 100; 106; 402); vgl. Cantor 1, 
S. 838; Zeuthen, Kegelschn. 8. 119; allgemeiner bei Desargues, Oeuvres 1, 8. 168; 
263, vgl. Cantor 2, 8. 678; Zeuthen, Gesch. XYI; XVII, 8. 180; Baltzer, Elem. 2 
(1878), 8. 886; weiter bei De la Hire nach Cantor 3, S. 128; Poncelet, Trait^, 
art. 194; 186; Polarebene § 68, 8 für Kugel und Fläche 2. 0. angedeutet bei 
Desargues, Oeuvres 1, 8. 290; allgemein bei Poncelet, J. f. Math. 4 (1829), 8. 19; 
Traitä (1822), art. 690. 

m. Die Gleichung der Polare § 11, (16) bei Gergonne, Ann. de math. 8, 
8. 296; die der Polarebene § 68, (16) von Monge nach Kötter, Ber. 8. 48; Gergonne, 
Ann. de math. 1 (1810/1), 8. 337 ; 3 (1812/8), 8. 297; Livet, Corr. poljt. 1 (1806), 8. 76. 

64. Konstruktion der Polare. Die Konstruktion der Polare (trauersale) 
mittels des vollst. Vierecks § 11, 8 bei Desargues, Oeuvres 1, 8. 189; Servois, Ann. 
de math. 1 (1810/1), 8. 837; Gergonne, Ann. de math. 3 (1812/8), 8. 297; Lame, 
Exam. (1818), 8. 46 zugleich zur Konstruktion des Tangentenpaares. 

66. Polar- und Berührungselemente. I. Die Tangente als Polare des 
Berührungspunktes § 11, 9 bei Desargues, Oeuvres 1, 8. 266 nach Zeuthen, 
Gesch. XVI; XVII, 8. 181; der Berührungspunkt als Pol der Tangente § 17, 4 
bei Plücker, Entw. 2 (1831), 8. 118. Die Tangentialebene als Polarebene des 
Ber. p. § 68; 9; der Berührungspunkt als Pol der Tangentialebene § 77, 4 bei 
Plücker, System (1846), 8. 21; Hesse, Raum S. 134. 

IL Die Polare als Berührungssehne des Tangentenpaares § 11, 10 bei Gre- 
gorius a St. Vinzentio nach Tropf ke, Gesch. 2, 8. 97; bei Desargues, Oeuvres 1, 
8. 192; der Pol als Scheitel des Tangentenpaares § 17, 6 bei Plücker, System (1836), 
S. 100. Die Polarebene als Berührungsebene des Berührungskegels § 68, 10 bei 
Monge nach Livet, Corr. polyt. 1 (1806), 8. 76; Lame, Exam. (1818), 8. 47 f. Der 
Pol als Spitze des Berübrungskegels § 77, 5 bei Hesse, Raum S. 171. 

66. Zusammengesetzte Polarbeziehungen. I. Daß die Polaren der 
Punkte einer Punktreihe § U, 16, II ein Büschel bilden, bei De la Hire (1686^ 
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nach Kotier, Ber. S. 47 ; daß die Polarebenen der Punkte eines Feldes ein Bündd 
bilden § 68, 23, II, bei Gergonne, Ann. de math. 8 (1812/8), 8. 398 ff. nach Kotier, 
Ber. S. 49 nnd die Polarebenen der Punkte einer Geraden ein Büsehei bei Monge 
nach Kotier, Ber. S. 48. 

II. Die Frojektivität der entsprechenden Gebilde § 11, 16, I; § 17, 8, I; 
§ 68, 14, I; 28, I; § 77, 8, I; 12, I folgt aus der düg, Theorie der reziproken 
Yerwandischafben I § 67, 8; 7; § 69, 8; 6; ygl. Klügel, Suppl. ▼. Ortmert 2 
(1886), S. 989. 

57. Begriff und Gleichung des Poles. I. Der Name Fol einer Geraden 

§ 11, 16 von /. F. Servois, Ann. de math. 1 (1810/1), S. 887; hier ist der Pol der 
Punkt, durch den die Polaren aller Punkte einer Geraden gehen, § 11, 16, IE; 
Name und Begriff des Poles einer Ebene § 68, 24 bei Poncelet, Trait^ (1822), 
art. 590. 

II. Die Gleichung des Poles in Linienkoordinaten § 11, (27); § 17, (6) bei 
Flacker (1829) Abhandl. S. 193; Entw. 2 (1881), S. 118; Hesse, Sieb. Vorl. S. 28; 
in Ebenenkoordinaten § 68, (26); § 77, (5) bei Hesse, Raum, S. 147. 

58. Qleiohungen von Kreis und Kugeln I. Die Gleichung des Kreises 
§ 12, (20) im wesenil. bei P. de Fermat nach Cantor 2, S. 817; die der Kugel 
§ 69, (1) bei Faretit (1713) nach Cantor 8, S. 417, und Clairaut (1781) nach 
Cantor 3, S. 781. Die Unterscheidung der Normcdform § 12, (1); § 69, (1) und 
der allgemeinen § 12, (20); § 69, (20) bei Flücker, Entw. 1, S. 47; Hesse Ebene, 
S. 179; Raum, S. 345, vgl. Magnus, Aufg. 1, S. 88; Klügel 3, S. 296. 

n. Imaginäre Kreise § 12, 9 bei Charles, Traitä de g<^om. sup^r. Chap. 33; 
Möbius (1857) Werke 2, S. 317; v. Staudt, Halbm. S. 9; imag. Kugel § 69, 10 bei 
Caucfty, Applic. (1826), S. 258. 

III. Goom. Deutung der Relationen zwischen 4 Punkten eines Kreises 
§ 12, 12 und 5 Punkten einer Kugel § 69, 14 s. bei R, A. Luchterhandt, J. f. Math. 
23 (1842), S. 375; Möbius, J. f. Math. 26 (1843), S. 26 = Werke 1, S. 683; 
Joachimsthal, J. f. Math. 40 (1850), S. 21; Baltzer, Geom. S. 868; Det. S. 230; vgl. 
Frobenius, J. f. Math. 79 (1875), S. 185. 

59. Potenz in bezug auf Kreis und Kugel. I. Über das Vorkommen 
des Sekante nsatzes vom Kreise § 12, 3 bei Archytas (um 350 v. Chr.) und Euklid 
s. Tropfke, Gesch. 2, S. 84; 85. 

n. Den Begriff der Potenz § 12, 3 führt Steiner, J. f. Math. 1 (1826), S. 164 
=- Werke 1, S. 22 ein; für die Kugel § 69, 3 Moebius (1857), Werke 2, S. 819. 
Die anal Darstellung § 12, (8); § 69, (8) nach Hesse, Ebene S. 180. Die Alten 
nannten den konst. Inhalt des Parallelogramms § 3, 6 Pote^iz der Hyperbel (ävvccfug) 
nach F. Müller. 

III. Bei der allg. Kurve 2. 0. § 9, (1) ist Sj«, nicht von a, ß unabhängig, 
wie beim Kreise in § 12, (7). Vielmehr folgt aus § 10, (4) für zwei durch einen 
Punkt Xq, y^ gehende Richtungen a, /? und a, /?': 



so dass: 
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ni. Der entsprechende Satz bei den Flächen 2, 0. gliedert sich in nret, 
je nachdem man die dnrch einen Punkt P der Fläche gehenden Fokalkegel § 122, 
(4) oder Fokalstrahlefi § 122, (9), beztigl. die gebrochenen Fokaldislanzen § IM, 
18; § 187, 13, als Analoga der Brennstrahlen ansieht. Die Normalen der drei 
durch P gehenden Konfokdlen sind nach § 122, 1 die Hauptachsen der Fokal- 
kegel und nach § 122, 4, III die Halbierungslinien der Fokalstrahlen, s. Anm. 102 
und 186. 

66. Hauptaohsengleiohungen der Kegelflohnitte in Linienkoordinaten 
und der Flächen 2. O. in Ebenenkoordinaten. L Die lAnienkoordinaten' 
gleichung der Ellipse, Hyperbel § 18, (18) und Parabel § 18, (48) bei PHicker (1829), 
Abhandl. S. 189 ; Hesse, Sieb. Yorl. S. 43. Andeutungen über die Auffassong der 
Parabel als Liniengebilde bei Apollanius, Con. III, art. 41 (Heib. 1, S. 412 ff.) nach 
Tropfke, Gesch. 2, S. 448; Zeuthen, Gesch. XVI; XVII, S. 227. Der Übei^fang 
Ton § 13, (23) zu § 13, (18) bei Cayley nach Dingeldey, Enc. S. 19. Daß die 
Parabel keine paralh Tang, hat § 18, 15, U erwähnt Steiner, Syst. Entw. (1832) 
Werke 1, S. 334. 

IL Die Ebenenkoord.gleich. des Ellipsoides und Hyperboloides § 70, (10) bei 
Plücker, System (1846), S. 211; 212. 

66. Ort der Scheitel besonderer Tangentenpaare und Berührung^s- 
kegel. I. Den Ort der Scheitel rechtwinkl. Tangentenpaare eines Eegelschn. 
§ 13, 8,1; § 13, 16,1; §33, (22); §85, (21) bestimmt De la Hire nach Cantor 8, 
S. 129; Lame, Exam. (1818), S. 78; Poncelet, Trait^ (1822), art. 462. Auch die 
allgemeinere Aufgabe § 33, (24) behandelt De la Hire, Sect con. VIU, prop. 27 ff. 
und für die Parabel § 35, 8, letzt. Abs., De V Hospital, Sect. com, S. 266 ff. nach 
Kötter, Ber. S. 62. Die Kurven 4. 0. § 33, (24) (bei der Parabel 2. 0.) in eUipt. 
Koord. von 0. Staude, Dissert., Leipzig 1881, S. 17 behandelt. 

n. Den Ort der Scheitellinien rechtwinkl. Tangentene6fM«npaare beim Kegeil 
§ 119, 10 gibt Magnus, Aufg. 2 (1837), S. 321; s. auch Painvin, Bull, scienc 
math. 2 (1871), S. 371; Salmon- Fiedler, Raum S. 439. 

III. Der Ort der Schnittpunkte von drei rechtw. Tangenten beim Ellipsoid 
od. Hyperboloid bestimmt Lame, Exam. (1818), S. 80; Bobülier, Ann. de math. 
18 (1827/8), S. 232; von drei rechtw. Tangenteneftcw^n („Mongesche Kugel*') 
Monge nach Livet, Corr. polyt. 1 (1804), S. 30; der erste Beweis von Poisson^ 
ebd. 1 (1806), S. 240; ygl. Chasles, Corr. polyt. 3 (1816), S. 320; Lam^, Exam. 
S. 80; beim Paraboloid Magnus, Aufg. 2 (1837), S. 325. Daß es sich dabei 
um den Ort der Scheitel gleidiseitiger , § 100, (17); (21); § 122, (18); § 126, 
(8), und dual gleichseit. Berühr. Kegel, § 100, (18); (22); § 122, (16); §126, (10) 
handelt, bemerkt Plücker, System (1846), S. 206. Ort der Scheitel Pappusscher 
und Hachettescher Kegel (s. Anm. 143) nach Ä. Mannheim, Proc. R. Soc. Lond. 1881, 
S. 447, eine Fresnelsche Wellenfläche. Die Bed. dafür lautet nach § 122, (2): 
(^ _j- V — 2x) (v-^-X — 2t) (X + ^ — 2r) = und ist nach Staude, Dissert. Leipzig 
1881, S. 61, die Gl. der Fresnelschen Wellenfl. in ellipt. Koord. Die Methode der 
ellipt. Koord. ist für alle diese (^rter I—III das systematische Hilfsmittel und 
gestattet auch die getrennte Deutung der einzelnen Kurvenzweige und Flächen- 
schalen, wie /i-f"V~2^ = öi ^ -\-^ — 2r = usw. 

IV. Da alle Ebenen durch eine Erzeugende Tangentialebenen sind, gehört 
dem Ort der Scheitel von drei rechtw. Tangenteneb. auch der Ort der Schnitt- 
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punkte zweier rechtw. Erzeugender der Fläche §64,(3); §65,(44) an, Fiücker 
System (1846), S. 207 ; 208. Die letztgenannten Orter erscheinen wiederum auch 
bei der Theorie der gleichseitig hy perhol. Schnitte § 116, (24). 

67. Aflymptotengleiohtixig in Iilnlenkoordinaten. Die AsymptotengL 
der Hyperbel in Linienkoard. § 18, (31) bei Plücker, Entw. 2, S. 58. Der Satz. 
§ 13, (82) aber schon bei ApoUonius, Con. in, art. 43 (Heib. 1, S. 420); in der 
Auffassung § 13, 18 bei Steiner, Syst. Entw., Werke 1, S. 385. 

68. Ähnliche Punktreihen auf B'w^ei Tangenten der ParabeL Der 
Satz§ 13, 19 gibt Apollonius III; art. 41 (Heib. 1, S.412); vgl. Zev^A^, Eegelschn. 
S. 344. Er findet sich auch bei De la Hire und M. R. de Pronij, J. ^c. polyt. 
cah. 10 (1810), S. 57f. nach Dingeldey, Encykl. S. 16; femer bei Poncelet^ Trait^ 
(1822), art. 224 und in seiner systematischen Stellung bei Steiner, Syst. Entw.^ 
Werke 1, S. 834. 

69. Gleichungen des Linienpaarea in Linien- und des Kegels in 
Ebenenkoordinaten. Die Darstellung des Linienpaarea § 13, (57) durch zwei 
Gleichungen in Linienkoordinaten § 18, (58'); § 19, (14); (18); § 45, (11); (15) bei 
Hesse, Sieb. Yorl. S. 16; des Kegels durchgrifft Gleichungen in Ebenenkoord. §71, 
(8); (9); § 148,(9); (11) nach Plücker (1882), Abhandl. S. 229; Hesse, Raum,S. 164; 
Clehsch- Lindemann, Raum. S. 23f. ; Salmon- Fi f dler , B,Aum S. 3AS. 

Die Beziehung der Geraden Uj^', Uj^* des Geradenpaares § 42, (15) und der 
Ebenen des Ebenenpaares § 139, (23) zu den Koeffizienten a^i bei Clebsch-Linde- 
mann. Ebene S. 182; Raum S. 153. Die umgekehrte Aufgabe deckt sich im 
wesentL mit der Darstellung des Geraden- und Ebenenpaares in Linien- und 
Ebenenkoord. § 45,(11); (15); §71,(38); (34); §148,(14); (17); s. Anm. 139. 

70. Konjugierte Durchmesser und Diametralebenen. I. Der Begriff 
zweier konjugierter Durchmesser der Ellipse und Hyperbel § 14, 2, 1 bei ÄpollaniuSj 
Con. I (Heib. 1, S. 8) nach Cantor 1, S. 837 ; bei Gregorius a St Vincentio nach Bopp, 
Greg. S. 108 ff.; Euler, Introd. 2, art. 111. Die besondere Art § 14, 5, II bei Euler^ 
Introd. 2, art. 146; Klügel 2, S. 87. Bei der Parabel, wo alle Durchmesser der 
Achse parallel sind, treten fSr zwei konjugierte Durchmesser ein Durchmesser 
und eine Tangente ein § 14, 8, s. Euler, Introd. 2, art. 151. 

n. Der Begriff von Durchmesser und Diametralebene, die einander konju- 
giert sind, femer von drei konjug. Durchmessern, bezugl. Diametralebenen des 
Ellipsoides und Hyperboloides § 72, 1; 5; 7 bei Monge-Hachette, Joum. 4c. polyt. 
cah. 11, S. 153; Baltzir, Geom. S. 514. Beim Paraboloid, wo alle Durchmeaser und 
Diametralebenen der Achse parallel sind, treten für drei konj. Durchm. ein 
Durchm. und zwei Tangenten ein § 73, 3, s. v. Staudt, Halbm. S. 45; Baltzer, Geom. 
S. 517. 

71. Konjugierte Durchmesser und Diametralebenen als Polarsysteme. 
I. Die Auffassung aller Paare konjugierter Durchmesser § 14, 4 als Strahlen- 
involution mit den Asymptoten als Doppelstrahlen bei De la Hire nach Dingel- 
dey, S. 21 und bei Chasles nach Kötter S. 295; — aller Paare konjugierter Durch- 
messer und Diametral ebenen § 84, 3, letzter Absatz, als Polarbündel des Asym- 
ptotenkegeh bei v. Staudt, Halbm. S. 89. 

n. Allgemeiner bilden die Paare konj. Durchmesser die zum Mittelpunkt 
gehörige Involution harmonischer Polaren am Mittelpunkt § 20, 4 und konju- 
gierte Durchmesser und Diametralebenen das Polarbündel am Mittelpunkt. 
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TS KoigociertA Dorohmaaser mls Koordin&tenmohsen. I. Die Glei- 
db«i#m d«r Elli|Mie and Hyperbd in 6efif^ amf SKti honj, Dumhm. § 14, (11) 
lUhi «Wt Parftbel in beiog auf Dorckni. u. Tangente % 14, (85) bei JFermat nach 
Z^tbea, ii«>5riL XVI; XVII, S. 191^: Emkr, Intzod. 2, art. 110; 114; 161; Klugd 2, 
S. ^ Die Okid^mmf der Ellipsoida und Hyperboloide § 72, (14) in hezug auf 
tArW lx%iiv />ivt*M. bei Mtmft-HiadtfUe^ J. €c, polyt cah. 11 (1802), S. IM; 
.V<»^W. Werke 1, S, 15$. 

IL Die Ffwm der Gleichongen § 14, ,11; und § 72, (14) ist in der Auf- 
fas^un^ der betxvC KoordinaiensTsteme als Potardrfiedi § 47, 1 und Polartetraeder 
% l.V\ 1 begri&ndet^ die auf iVncrirf^ Trait^ (1B22), art 617 zarackgeht. Die 
Fonu der iil. $ 14. 25 und $ «3, d in der AnfiEusong als Berührongsdreieck 
$ &2« S und Polarben\hnmgs4eUaeter § 1&;^, 5. 

TS Metrische Sitae über koxgugiierte Durohineaaer. I. Die beiden 
Sätae § 14. ,16 : JT bei ApoH^^ims^ Con. VII, art 12; 13; 31 nach 2^athen, 
Ktyy-Uohn, S. SW: Wi fTwirr, Introd. 2, art. 119; 116; 14ö; Klügtl 2 (1805), S. 84; 
Tis. AU 7Mnin4iMfeNJ»^ri4'ANM5rN $ 22. 10 bei Plü€ktr, Entw. 1 (1828), S. 144. 

IL Die Säue § T:i, .23 bei Lit^U Coir. polyt 1 (1804), S. 29; J. äc. polyt 
cah. 13 ,1^^\ J> -•• : J- ^••♦<^. Corr. polyt. 2 (1810;, S. 79( 2 (1812), 8. 323; J. 
ei\ (Kklyt. cah. 16 ^1S]3\ S. 321: mit lahlreichen ähnlichen S&tsen bei Chasles. 
Oorr. i>oht- 3 1816 , S. 3iH»ff.; J. de math. V^ 2 i;i837), S. 388; Magntis 2 (1887), 
S. 236: r. :>taHiU, Hslbm. S :>0. Als iHrariamtmbeMidiungeH § 92, 2 bei Binet, 
J. ce. iM>lyt 16 1S13 , S. M: vgl. Piücker, System ^^6), S. 160ff.; Sal man- Fiedler, 
Raum 1, S. 125 f.; vgL Bau^r, Münch. Ber. 1880, S. 637. Die Satze § 78, (12); (13); 
§ 92, 3 Ton .4//mciN, Quart. J. 13 iSTo . S. 102. 

T4. Ahnliobe Kurven und FlSchen 2. 0. I. Der Begriff der Ähnlichkeit der 
Parabfhi § 14. 10 l>ei Archimedts, Con. et Sphaer., Op. omnia ed. Heiberg, 1, 
S. 2T9, der KegelschMt'tU' überhaupt § 14, 10 bei Apollonuts^ Con. VI, nach Cantor 1, 
S. 342; bei De Ui Hire, Sect. con. VI. nach Cantor, 3, S. 129; De V Hospital, 
Sect con. .1T20 V. art. llH); Enler, Introd. 1T48^ 2, art. 489; Moebius (1827), 
Werke 1, S. 1T4; 1852 , Werke 2, S. 91. Über den ireiteren Begriflf § 14, 10 vgl. 
B. MüUer, Arch. math. Phys. 3 2, S. 342; Jahrb. der Fortschr. 1902, S. 560. 

IL Die Formeln § 14, ^JJ-^ bei Etder, a. a. 0. art. 446. Die alJgem. Formeln 
für die Ähnlichkeit zweier auf dasselbe <oder nicht dasselbe) rechtwinklige Koor- 
dinatensystem bezogene Figuren lauten in der Ebene: 

x^x^ + m>,a^x +ajy'), y = «/o + *» C/^i -r' + A y) , 
wo «1, j3j und a^, fJ, die Bedingungen § 21, 7) erfüllen, und im Baume: 

x = x^ + m (a^ X +«,»/' + «,-?';», y = /'o + w* (ft •^' + A y + AO. 

z = :^+m (yx X +/*!/' + /s^')» 

wö «I » A ^ /i ; «2 ' A » rt ^nd a, , A , 7s die Bedingungen § 88, ^3), (4; erfüllen. 
Beidemal ist m das konstante Verhältnis entsprechender Strecken ; vgl. KUigel 
(ßi'unert), Suppl. 2 (1836;, S. 984. 

III. Begriff u. Übereinstimmung der konjugierten Durchmesser konjugierter 
EUipsoide und Hyperboloide § 72, 12 bei Cauchy, Applic. S. 274; r. Staudt, Halbm. 
S. 42; Salmon- Fiedler, Raum, S. 124f. 

75. Abschnitte auf der Tangente der HyperbeL Der Satz § 14, 11, IV, 
daß die Asymptote auf der Tangente der Hyperbel gleiche Stücke abschneidet, bei 
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Archimedes und ApoUonius nach Tropfke 2, S. 466. Alle Sätze § 14, 11, II— IV 
sind Spezialfälle des Satzes § 48, 8, IL Denn das Büschel ähnlicher Hyperbeln: 

«nthält die unendl. ferne Gerade t* = 0. Daher ist für die Involution § 48, 8, 1 
der unendl. ferne Punkt ein Doppelpunkt und die Involution gleichseitig hjper- 
lK>li8ch, §8, (16). Die Schnittpunktpaate Sund 1, S" und T § 14, Fig. 75 haben 
also denselben Mittelpunkt M. 



76. Begriff und Kriterien des Banges. I. Der Bang eines Punkteptiares, 
€in€r Ktirve oder Fläche 2. 0. oder 2. Kl, ist gleich dem Rang der zugehörigen 
Determinante, § 39, 7; § 42, 1; § 139, 1. Als solchen bezeichnet L. Kronecker, 
Berl. Ber. (1884), S. 1071 die größte Zahl r von der Beschafifenheit, daß nicht alle 
ünterdeterminanten r-ten Grades verschwinden. Seine Invarianz § 39, 7 ; § 42, 1 ; 
§ 139, 1 für jede Koordinatentransformation bei K. Weierstraß, Berl. Monatsber. 
(1868), S. 816. 

n. Geometrisch kommt der Rang erstens in der Anzahl der Doppelelemente 
zur Geltung § 18, 1 ; § 78, 1 ; § 39, 8, zweitens in der Mannigfaltigkeit niedrigster 
Ordnung, der das Gebilde angehört (eigentl. Fläche 2. 0. dem Räume von co* 
Punkten, Kegel dem Bündel von oo* Strahlen, Ebenenpaar dem Büschel von 
CO* Ebenen), drittens überhaupt in der durch die Benennung ausgedrückten 
Beschaffenheit des Gebildes § 19, (27); § 81, (27); § 80, (17). Das Linienp€Mr als 
Orenzfall der Kurve 2. 0. bei Desargues nach Chasles, Aper9u II § 21, S. 75; 
Poncelet, Traite art. 221, das Punktepaar als Kurve 2. Kl. bei Plikker, Abb. S. 441. 
Beduzibk Flächen 2. 0. bei Brandes, Höh. Geom. (1824), S. 199; Baltzer, Geom. 
S. 454 ; 

m. Bei der analytischen Darstellung tritt der Rang hervor in der niedrigsten 
Anzahl der Koordinaten in der Gleichung des Gebildes §89, 10; §42, 2; § 139, 2 
bei Pliicker, System (1846), S. 59; Baltzer, G^om. S. 198, 486; sowie spezieller 
in der Zahl der Quadrate in der Quadratdarstellung § 40, (4); § 39, (26); § 46, 
13; § 149, 15 nach S. Gundelfinger in Hesse, Raum, S. 462. 

lY. Die ursprünglichen Bedingungen des Ranges liegen nach seiner Defi- 
nition I in dem Verschunnden aller ünterdeterminanten eines bestimmten Grades 
i 39, (16); (17); § 19, (27); § 81, (27). Die Bedingung § 19, (1); (O in ausgeschrie- 
bener Form bei Plücker, Entw. 1 (1828), S. 131; 2 (1831), S. 50; 173; System 
<1835), S. 87; Magnus, Aufg. 1(1833), S. 103; die Bed. § 79, (3) andeutungsweise 
bei Lame^ Exam. (1818), S. 42; 72; ausgerechnet bei Cauchy, Exerc. 3 (1828), 
S. 95; Plücker, System (1846), S. 52; 59. Die Determinanten form durch Cauchy, 
Exerc. 4 (1829), S. 142; Jacobi, J. f. Math. 12 (1833), S. 11 = Werke 3, S. 207; 
Hesse, Ebene S. 94; Sieb. Vorl. S. 4; Raum, S. 138 in Gebrauch; vgl. Baltzer, 
Det. S. 42; Clebsch- Lindemann, Raum S. 154. 

y. Eine Vereinfachung erfahren diese Bedingungen durch Zurückfuhrung 
auf die Hauptunterdeterminanten § 49, (18) vor den geschweift. Klanamem, § 162, 
(36) vor den Klammem. Diese Zurückführung geschieht durch die Betrachtung 
der Spezies und beruht auf den Determinantensätzen I Anm. 1, U, (7); (8); 
m, (21)— (23) in § 152, 11; 13. 

VI. Während die „aufgelöste Form" IV und V der Bed. des Ranges für 
die Einzelanwendung (vgl. die Tabellen § 40, (22); § 158, (21)) bequemer ist, er- 



944 Anmerkong^ 76—78. 

halten sie ihre theoretisch vollkommenste, „geschlossene Form** durch Zurück- 
führung auf die Summen der Haupttmterdetermmanten § 19, (28); § 81, (28); 
§ 189, (30). Diese Form ergibt sich auf Grund der orihogonalen TransfcrmoHon 
(8. Anm. 116) § 50, 19; § 156, 21; oder auf Grund der Determinantenideniüäten 
(s. Anm. 80). 

YII. Bei den Schnitten der Kurve 2. 0. mit einer Geraden und der Fläche 
2. 0. mit einer Ebene und einer Greraden durchlaufen die Bedingungen des 
Banges ebenfalls die vorstehenden drei EnttoiMungsf armen IV-VI, nur da6 
überall, statt der einfachen, die geränderten Det., ünterdct., Hauptunterdei, 
Summen von Hanptunterdet. erscheinen: Form IV § 44, (17)— (19); § 141, (20) bis 
(28); § 142, (17)— (19); Form V § 49, (22) Zeilenvorschr. ; § 163, (21)Zeilenvor8chr.; 
§ 154, (9); Form VI § 61, (86); § 141, (24); § 142, (24). Der Vergleich dieser 
Stellen dürfte zugleich die überall durchgeführte Bezeichnung Ä**^ A*^ Ä^ usw. 
rechtfertigen, 

VIII. Bei den geräfiderten Det. treten als Bedingungen des Banges von der 
Form IV z. B. § 107, (18) nur die ..regelmäßigen'' ünterdet. § 107, (9) auf, während 
die ..unregelmäßigen'' § 107, (10); (11) ausfallen. Indessen folgt aus dem Ver- 
sehwinden aller 9 regelm. Ünterdet. 8. Gr. A|^^ auch das Verschw. der Det 4. Gr. 
Ä*' selbst, sowie das der 7 unregelm. ünterdet. 3. Gr. § 44, 10; ebenso aus dem 
Verschw. aller 16 regelm. ünterdet. 4. Gr. A^^ das der Det. 5. Gr. A^^ § 141, 
bei (22)^ und der 9 unregelm. § 107, 4 (wo in Satz I „neben A^'' wegbleiben 
kann); ebenso mit bezug auf A****' § 142, bei (19) und § 142, 10. Auch begründen 
die Formeln § 44, (37); § 107, (21); § 142, (21) den Übergang zur Form V der 
Bedingungen. 

77. Identität der eigentlichen Kurven oder Flächen 2. Ordnung: und 
2. Klasse. I. Die Identität der eigentlichen Kurven und Flächen 2. O.und 2. Kl., 
§ 18, 7 und § 78, 7, bei Gergonne, Ann. de math. 18 (1827/8), S. 162; Plücker, 
System (1885), S. 87; Abhandl. (1831). S. 225; System (1846), S. 21; 321. 

U. Die Beziehung der Gleichungen der eigentl. Kurven und Flächen in 
Funkt- und Linien- bezügl. Ehenenkoord. , § 18, (9); (10) und § 78, (10); (11); 
§ 45, 3; § 143, 3, bei Plücker, Entw. 2 (1831), S. 120 f.; System (1846), S. 821; s. 
dagegen Anm. 69. 

78. Polarsysteme im allgemeinen. I. ursprünglich war die Kurve oder 
Fläche 2. 0. der Ausgangspunkt, § 18, 11; § 78, 18. Zwei Figuren, bei denen die 
Geraden der einen die Polaren der Punkte der andern und die Punkte der einen 
die Pole der Geraden der andern in bezug auf eine Kurve oder entsprechend eine 
Fläche 2. 0. sind, wie die Dreiecke, §48, 5; die Tetraeder, § 161, 8, erscheinen bei 
Bria^ichon, J. de. polyt. cah. 10 (1810), S. 14; cah. 13 (1806), S. 297 und Poncelet, 
Traitd (1822), art. 232. Poncelet nennt sie, ebd. art. 229, polaires reciproquea und die 
zugrunde liegende Kurve directrice ou auxiliaire. -vgl. Poncelet, J. f. Math. 4 (1829), 
S. 19; Plücker, Entw. 2 (1831), S. 262; Hesse, Werke S. 38, art. 9.* Die Polar- 
verwandtschafk beim Kegel, § 79, 6; § 80, 3, wird entwickelt von Chasles, Cönes, 
S. 3; Magnus 2, S. 147 („konische Reziprozität"); Salmon- Fiedler , Raum, S. 87, 
116; Hesse, Raum S. 163; 167; Clehsch- Lindemann, Raum S. 147; 148. 

II. Den umgekehrten Ausgangspunkt, vom „Polarsystem** aus zur Kurve und 
Fläche 2. 0., § 18, 11; § 78, 18, nimmt im Anschluß an Gergonne. Steiner, Plücker 
(vgl. I Anm. 119), v. Staudt. G. d. L. S. 131; Beitr. (1856), S. 66; 106. Die Kurve 
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und Fläche erscheint dann als „Ordnungskurve** oder „Ordnungsfläche" des Polar- 
fljstems, V. Staudt, 6. d. L. S. 137; 197; Reye, Gr. d. L. 2, S. 108. Im gleichen Sinne 
erscheint das „Polarbündel'', § 79, 6, bei v. Staudt, 6. d. L. S. 211; Beitr. S. 285; 
Halbm. 8. 36; Beye, G. d. L. 1, S. 109 f.; 2, S. 108; Schröter, Oberfl. S. 84; 37. 

m. Als Sonderfall der aüg. Korrelation, § 18, 12; § 78,U4, wird das Polar- 
system von Moehius, Pliicker, Magnus und Chasles erkannt (vgl. I Anm. 119). 

79. Koordinaten der Doppelelemente. Die Koordinaten des Doppel- 
punktes, § 19, (2); § 42, (8), und der Doppelgeraden, § 19, (20); § 42, (16), der 
Kurve 2. 0. bei Clehsch- Lindemann , Ebene S. 180; 184; die des Doppelpunktes 
« 79, (4); § 189, (8), der Doppelgeraden § 81, (2); § 139, (16) und der Doppel- 
ebene § 81, (21); § 139, (24) der Fläche 2. 0. nach Clehsch- Lindemann, Baum 
8. 160. Entsprechend sind die Koordinaten des Doppelpunktes § 107, (17); 
f 141, (32) und der Doppelgeraden §107, (31); §141, (46) eines ebenen Si^nittes 
der Flächen 2. 0. gebüdet. 

80. Determinantenidentitftten. Die systematisch hergestellten Identitäten 
fOr die Summen der Quadrate der Unterdeterminanten bestimmten Grades sind 
teils tmbedingte für einfache Determinanten § 39, (20); § 19, (7); (23); § 79, (10); 
§ 81, (17); (24) und fär geränderte Determinanten § 44, (40) = § 109, (20); § 107, 
(26); (43); § 142, (23), teils bedingte § rs, (20); (25); § 94, (29); (35); (43); § 111, 
(17); (29); (36). Sie sind aus einer an das Dtfptnsche Paradoxon (s. Anm. 150) 
anknüpfenden Anregung von Hesse, Raum, S. 402 f., henrorgegangen, wo sich die 
Formel §109,(20) im Spezialfall H(1)==0 findet. Bei der Herleitung bildet 
die Identität, § 81, (17), deshalb besondere Schwierigkeiten, weil zu den zwölf 
Formeln, § 81, (3), die drei entsprechenden für a^^a^^ — aj\ , a^^oc^s — a/g, 
^t^6 — ^86 fehlen, so daß in §81,(5) die Quadrate a|\, a/^, a}^ nicht ein- 
geführt werden können. Entsprechendes gilt bei § 107, (41) für af«, aj^g, aj*«* 

Der Zweck dieser Identitäten ist einerseits die direkte Herleitung der go- 
geschlossenen Bedingungen des Ranges, Anm. 76, VI und andererseits die Ver- 
wendung zur Bestimmung der Elementarteiler bei der orthogonalen Transfor- 
mation § 40, 9, II; ni; § 50, 10; § 51, 9; § 155, 10; § 156, 9; § 157, 8. 

81. Tangente und Normale, Tangentialebene und Normale. Die 
Involution, in der Tangente und Normale der Kurve 2. 0. die Hauptachsen 
schneiden § 20, 6 ; 7 ; 18 und das Polarsjstem, in der Tangentialebene und Normale 
der Fläche 2, 0. die Hauptebenen schneiden § 120, 14; § 123, 12; § 118, 9 bei 
Chasles, Aper9u Note XXXI, art. (1); (18); vgl. Schröter, Kegelschn. S. 190; Satz 
§ 20, 7, U bei Schröter, ebd. S. 193. 

82. Senkrechte harmonische Polaren und Achaenkomplex. I. Die 
Theorie der zugeordneten NormcdsträMen § 20, 8; 19 folgt im wesenü. Heye, G. 
d. L. 1 (4. Aufl. 1899), S. 187 f. Sie ist die Vorstufe zur Theorie des Achsen- 
komplexes. Während aber in der Ebene, § 20, (18), jede Oerade als Normale von 
Pol auf Polare erhalten wird, werden im Räume als Normalen von Pol auf Polar- 
ebene nur cx>* von den oo* Greraden erhalten. Sie bilden also einen Komplex 
§ 85, 1. Als solcher, im Plfickerschen Sinne (vgl. I Anm. 130), ist der Komplex 
zuerst von Th. Beye eingehend untersacht, Reye, G. d. L. 1. Aufl. (1868) und Ann. 
di mat. (2) 2 (1869), S. 1; vgl. über die Literatur Reye, 6. d. L. 2 (4. Aufl. 1907), 
8. 223; Kötter, Ber. S. 403; Lie-Scheffers, Berührungstransf., S. 271; 320. Der Satz 
§ 85, 9 von E. Waelsch (1887) nach Reye, G. d. L. 2, S. 215. 
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n. Die Gemeinsamkeit der senkr. koig. Polaren för kanfokale KegeMnUtte 
§ 32, 13; § 34, 11 und des Achsenkomplexes for konf. Fläi^ten § 180, 12; § 183, 11 
bei Beye, G. d. L. 1, S. 188; 2 S. 229; 240. Der Unabhängigkeit 4er Formebi 
§ 86, (37), von a in § 85, (34) entspricht der Verschiebbarkeit des Achsenkom- 
plexes eines Paraboloides in der Richtung der Hauptachse, Heye, G. d. L. 2, S. 221. 

88. Das Normalenproblem. I. Das Normalenproblem der KegelsthnüU § 20, 
9; 19 bei ÄpoUanius nach Cantor 1, S. 341; De la Hire nach Cantor 8, 8. 129; 
Freiier nach Cantor 4, S. 621; Foneelet, Trait^ (1822), art. 492; Joachimsthdl, 
J. f. Math. 26 (1843), S. 172 ff.; Steiner (1864) Werke 2, 8. 687; Schröter, Kegel- 
schnitte S. 208; ScUmon- Fiedler, Eegelschn. (7. AufL 1907), 8. 362; 894; siehe 
Dingddey, Encykl., S. 62 ff. 

n. Das Normalenproblem der Flächen 2. O. § 86, 14 bei Chades, J. de math. 
(1) 8 (1888), S. 438; Quetel. Corr. 9 (1839), 8. 49; Par. G. R. 64 (1862), 8. 318; 
Steiner, J. f, Math. 49 (1864), 8. 346 = Werke 2, 8. 686; Beye, G. d. L. 2, 8. 241; 
vgl. 8taude, Encykl. III C 2, 44. 

84. Polarbeziehung der Direktrix. Der Satz am Schluß Ton § 20, 9 Ton 
De Ja Hire nach Kötter, Ber. 8. 54 und Dingeldey, Encykl., 8. 64. Der Sats 
hängt aufs engste mit der Identität der Direktrixeigenschaft zusammen. Der 
Kegelschnitt gehört einem Büschel A' — IU*==0 (Anm. 21) an, dessen Linien- 
paare das Ereisstrahlenpaar K = (mit dem Scheitel F) xmd die Doppelgerade 
U*^=0 (die Direktrix) sind. In einem solchen sind alle Punkte P der Doppel- 
geraden Punkte gleicher Polare (§ 50, 3). In bezug auf das Kreisstrahlenpaar 
ist aber die Polare eines solchen Punktes P die in F zu PF errichtete Senk- 
rechte. Diese ist daher auch in bezug auf den Kegelschnitt die Polare Yon P. 

Entsprechend würde im Räume, wo die Tangente ^ im Punkte P^ eines 
Fokalkegelschnittes (§ 127, Fig. 190) die reziproke Polare der Direktrix p^ des 
Punktes P^ ist, die zur Verbindungsebene eines Punktes P der Direktrix mit 
der Tangente t^ durch t^ gelegte Normalebene die Polarebene von P sein, da t^ 
Fokalachse ist (§ 122, 11). 

85. Polarsysteme mit besonderer Direktrix. I. Die imaginäre EUipse 
§ 20, 10, der imag. Kegel § 84, 4, das imaginäre Ellipsoid § 82, 12 gewinnen 
durch das jedesmal entsprechende reelle Polarsystem ihre Vertretung, wie das 
imaginäre Punktepaar (Anm. 34) durch die zugehörige Involution; vgl. PUicker, 
Entw. 1 (1828), S. 157; v. Staudt, G. d. L. (1847), S. 137; Clebsch- Lindemann, 
Ebene, S. 341; Beye, G. d. L. 2 '1907), S. 91: 105. 

II. Den anal Ausdruck § 20, (27) der Polarreziprozitat in bezug auf einen 
imag. Kreis vom Radius y — 1 (Dualität in gemeinen Koordinaten) gibt Plücker, 
Entw. 2 (1831), S. 283; vgl. Lie-Scheffers, Berührungstransf., S. 24; in bezug auf 
eine imag. Kugel iJ 82, 13 Sabnon- Fiedler, Kaum, 3. Aufl. S. 184; 202. Der Aus- 
druck § 46, (24); § 149, (39) (Dualität in Dreiecks- u. Tetraederkoord.) nach Hesse, 
J. f. Math. 45 (1853) S. 88 = Werke S. 303. 

86. Besondere polarresiproke Fig^uren. I. Der Kegelschnitt als Bezi- 
proke des Kreises in bezug auf einen Kreis bei De l' Hospital, Sect. Con. 8. 276 
und Poncelet, J. f. Math. 4 (1829), S. 48 nach Kött^r, Ber. S. 171. Die analjt. 
Darstellung § 20, 12 von Plücker. Entw. 2 (1831\ S. 59; 62; 125. Die Botations- 
flächen als Beziproke der Kugel in bezug auf eine Kugel § 82, 1 4 bei Poncelet nach 
Kötter, S. 171; Plücker, System (1846), S. 319; Salmon - Fiedler , Raum 1, 8. 218. 

II. Beziproke Ellipsoide § 82, 15 benutzt Chasles, Corr.polyt. 3 (1816), 8. 819. 
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87. Polarentheorie der imaginären Elreispunkte und des imaginären 
Kugelkreises. Die Polareniheorie des imag. Kreispfinktepaares und des Kreis- 
strahlenpaares § 20, 22 bei v. Staudt, G. d. L. (1847), S. 205; Cayley, Philos. Transact. 
149 nach Salmon-Fiedler, Kegelschn. (4. Aufl. 1878), S. 574; Bcdtzer, Geom. S. 196. 

Die des imag. Kugelkreises und des Eugelkegels § 84, 6 bei v, Staudt, G. d. 
L. S. 210; 215; Beitr. S. 126; 128; Halbm. S.36; Salmon-Fiedler, Raum 1, S.841; 
366; 370; Clehsch- Lindemann, Raum, S. 183 f.; 252; Reye 2, S. 97; Lie- Scheffers, 
Berührungstransf., S. 429; s. Anm. 169, 11. 

88. Das Hauptaohsenproblem der Kurven und Släohen 2. O. Das 
Hauptachsenproblem der Kurven und FUlchen 2. 0. hat eine doppelte Auffassung 
erfahren, je nachdem nur die einzelne Kurve oder Fläche oder zwei solche gleich- 
seitig ins Auge gefaßt wurden. 

I. Der Typus der 1. Auffassung ist die Definition § 21, 1 und § 88, 1 der 
Hauptachsen („Beseitigung des Gliedes mit £?} «n der Gleichung § 21, (2) und der 
Glieder mit ?]£, f£, $?] in § 88, (2)'0, welche ausgeht von Euler, Introd. 2, art. 
126 f. und append. art. 114; Monge-Hachette, J. ^c. pol. cah. 11 (1802), S. 164; Biot, 
Corr. polyt. 2 (1809), S. 187 (die Definition § 21, 6, II und § 88, 5, II nach Binet, 
Corr. polyt. 2 (1809), S. 17; Cauchy, Exerc. 3 (1827), S. 67; 4 versagen in Aus- 
nahmefällen, während die § 21, 1 und § 88, 1 alle Fälle § 21, 13 und § 90, 7 
gleichmäßig umfassen). 

IT. Der Typus der ;?. Auffassung ist die Definition § 21, 2^11 und § 88, 2, II 
{„gemeinsames Polzweieck des unendl. fem, Punktepaares der Kurve 2. 0. und des 
imag. Kreispunktepaares, gemeins. Poldreieck des u. /*. Kegelschnittes der Fläche 
2. 0. und des imag. Kugelheises*^ , welche von Chasles, Corr. polyt. 8 (1816), 
S. 330; Poncelet, Trait^ art. 624, vorbereitet, von Cauchy, Exerc. 4 (1829), S. 148; 
Jacohi, J. f. Math. 12 (1834), S. 1 = Werke 3, S. 193; Hesse, Ebene S. 126; Raum 
S. 244 als Problem der gleichzeitigen Transformation zweier quadrat. Formen 
auf eine Summe von Quadraten erkannt und von Weierstraß, Berl. Ber. 1858,. 
8. 216 auch für den Fall gleicher Wurzeln der Determinante ^(X) in § 21, (17); 
§ 88, (17) erledigt wurde. Dabei ordnet sich das Haupt achsenproblem des Kegel- 
schnittes unter die orthog. Transf. des Punktepaares § 40, 7 und das der Fläche 
2. 0. unter die des Kegelschnittes § 60, 2 unter. 

in. Die Ausführung § 21, 6—7 und § 88, 2—7, die für beide Auffassungen 
I und n zusammenläuft, folgt im wesentl. Cauchy, Exerc. 3, S. 67 f. ; 4 f. 

IV. Das Hauptachsenproblem der ebenen Schnitte % 108, 3 ist von Cauchy,, 
Appl. (1826), S. 266 in Angriff genommen, weiter entwickelt von Hesse, Raum 
S. 395; Henrici, J. f Math. 64 (1865), S. 187. 

89. Quadratische und kubische Gleichungen der Hauptachsen- 
probleme der Kurven und Flächen 2. O. u. 2. KL I. Die quadrat. Gl. des 
Hauptachsenproblems der Kurve 2. 0. in der trigonometr. Form (Gl. f. die Haupt- 
B.chBeurichtung) § 21, (9) und § 8, (31) bei Hachette-Poisson^ J. ^c polyt., cah. 11 
(1802), S. 171; Cauchy, Exerc. 3 (1827), S. 73; in der algebr. Form (Gl. f. d. 
Hauptachsenifeoe/i^rtenten) § 21, (17) und § 29, (21) ebd. S. 68; die Bealüät 
der Wurzeln § 21, (20) und die Bedingungen ihres Gleichwerdens § 21, (22), 
ebd. S. 68. Die Gl. § 22, (23) für schief w. Koord. in trigon. Form bei Euler, 
Introd. 2, art. 125; Magnus, Aufg. 1, 8. 112; Grunert, Arch. Math. Phys. (1) 
51 (1870), S. 279. Die quadr. Gl. de» Hauptachsenproblems der Kurve 2. Kl. 
§ 28, (16); § 29, (12) bei Gebsch- Lindemann, Ebene, S. 272. 
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§ 26, (8) und § 97, (7) bezieht. Auf demselben Grunde iat den Koordiiuiten dee 
Scheitele der parabol Sthnüßturve die Form § 113, (22) gegeben. Die SekeUel- 
achse des paraboL Zylinders § 98, 6; 7 bestimmt Fliieker, System (1846), S. 160. 
Die entsprechenden Formeln für die Knrre nnd Fläche 2. Kl. % 29, (11); § 101^ 
(10) ebenfalls nach IHücket, System (1846), S. 198. 

n. Die Übereinstimmung der Bedingungen des unendL fem. Mittelp. einer- 
seits und des Yerschwindens einer Wurzel I, § 97, 2 bemerkt Cauehyy Exerc. 8, 
S. 103; Hesse, Raum S. 251. 

95. Klassifikation der Kurven und Fläohen 2. 0. I. Die Klassifikation 
der Kurven und Flächen 2. 0. mittels der IVansformation des gemein$H Koordi- 
ncUensystems ist, nach un vollst. Anfängen bei Fermat (s. Anm. 40), von Euler, 
Introd. 2 (1748;, art. 131 ff und append. art. 101 ff. u. Monge - Haehette , J. 6c. 
polyt. cah. 11 (1802), S. 153 begonnen. Als Bedingungen z. B. für Zeile 1 der 
Tabelle § 99, (81) gibt Euler, a. a. 0. app. art. 108—10: aij>0, a„>0, 
a3,>0, o,i^4^>0, in seiner Bezeichnung: 4^t>s', 4a^>p*; 4at>y'. 
««* + dy« + ^^*</Jy8 + 4adf, a>0. Alle Einzelfalle suchen die Klassifi- 
kationen von Caudiy, Exerc. 3 (1828), S. 69 ff.; 85 ff.; Magnus, Aufg. 1 (1888)^ 
S. 104; 2 (1887), S. 221 zu umfassen. 

11. Aber erst nach Einführung der homogenen Koordinaten durch Piiicker^ 
System (1885), S. 87; System (1846), S. 73, der topographischen Bezeiehnmtg der 
Koeffizienten (s. Anm. 40) und der Determinanten (s. Anm. 41) konnte die ele- 
mentare Klassifikation ihre volle Atisbildung erhalten. Diese liegt nun einerseits 
in der Herstellung der kanonisdien Gleichungen (Tabelle § 26, (2); f 99, (8», in 
denen die neuen Koeffizienten Invarianten des rechtwinkligen Systems sind (§ 22, 
4; 5; § 91, 4) und mit denen die Halbachsenquadrate, Parameter usw. der betr. 
Kurven und Flächen durch die ursprüngl. Koeff. a^j in § 26, (1); § 99, (1) dar- 
gestellt sind ; andererseits in der Herstellung der Bedingungen für jede einzelne 
Art, Tabelle § 26, (19); § 99, (81). 

in. Sind dabei für die Ausgangsgleichungen § 26, (1); § 99, (1) zunächst 
recht u\ Koord. zu Grunde gelegt, so kann man die kanon. Gleichungen durch 
Einführung der Ausdrucke § 26, (22); § 22, (23) in die Tabelle §26, (2) auch in 
schief u\ Koord. übertragen, und entsprechend § 99, (2). Für die Klassifik. aber 
(jilt die Tabelle § 61, (38) und die nach § 165, 21 ; § 166, 18 veränderte § 163, (21) 
sowohl hei recht iv. als bei schief a\ Koord. in der Ausgangsgleichung. Aber auch die 
Tabelle § 26, (19), die sich von § 51, (38) nur in den beiden ersten Kolonnen- 
überschr unterscheidet, gilt mit Kücksicht auf § 26, (21); (22) auch für schiefw. 
Koord., da «11 + a^, und «n + a»j — 2ai2 cos od für A^^ > gleiches Vorzeichen 
haben nach Grunert, Arch. Math. Phjs. (l) 61 (1870), S. 288. Es gilt nämlich, 
wie § 23, (26), die Identität: 

Kl + «j.)("ii + a« — 2 «15 cos (K))= ( («11 — «!,)*+ («ji — "«)*} cos» - 



+ l («11 + Ol, '•+ («,i + «1«)' 1 Bin« ^ +24 



SS 



IV. Die Behandlung der Klassifikation in Breiecks- und Tetraederkoordinaten 
§ 49, (22) und § 163, (21), wo man die Gleichung § 49, (19) oder § 141, (2) 
speziell als Gleichung der unendl. fern. Geraden oder Ebene ansehen kann, 
bringt schließlich die allgemeinen Gesichtspunkte zur Geltung: 1. Die Klassif. 
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der Kegelschnitte nnd Flächen 2. 0. ist ein Spezialfall der Klassifikcitian der 
Schnütpunk^oitare des KegeUdinittes mit einer Geraden^ bezügl. der ebenen 
Schnitte der Fläche 2. 0\ 2. die Einteilung geschieht nach zwei Einteüungs- 
gründen^ die Spezies der Kurve oder Fläche selbst (Kolonnen der Tabellen § 61, 
(38) und § 163, (21)) und der Spezies des nnendl. fernen Schnittpnnk^aares oder 
Sehnittkegelschnittes (Zeilen der Tabellen); 3. 3eide Einteilungsgründe sind 
teilweise voneinander abhängig, so daß nicht jede Kombination möglich ist (freie 
Felder der Tabellen). Von der zahlreichen Literatur sei nur hervorgehoben: 
Hesse, Baum S. 263; Gvndelfinger, daselbst S. 466 und J. f. Math. 127, (1904), 
S. 86; Lindemann, Baum Sj 161; K. Hensel, J. f. Math. 113 (1894), S. 303; 
E. Timerding, J. f. Math. 122 (1900), S. 172; C. KoeMer, Arch. Math. Phys. (3) 3 
(1902), 8. 21, 94; L. Heffter, J. f. Math. 126 (1903), S. 83. 

96. Die KlaasifllLatlon der Kurven und FlAohen 2. Klasse. I. Die 
elementare Methode, nach der die Klassif. der Kurven und Flächen 2. Klasse in 
den §§ 27—80 und §§ 101—104 durchgeführt wird, folgt im wesentl. Plüeker, 
Entw. 2 (1831), S. 48 ff. und System (1846), S. 191 ff.; i&tn^r Hesse, Sieb. Vorl., 
S. 24; 40 und Vorles. Raum, S. 173. 

Dabei gilt- es besonders, die gegenseitige Abhängigkeit der den verschiedenen 
Einteüwngsgründen (Bang § 27, 1 ; § 101, 1 ; unendl. ferne Gerade u. Ebene § 27, 
2; § 101, 2; Mittelpunkt §27, 4; §101, 6; Hauptachsenproblem §28,(26); §102, 
(22)) entsprechenden Bedingungen mittels Determinantensätzen herzustellen. 

11. Die Koordinaten des Mittelpunktes § 27, (12) bei Hesse, Sieb. Vorles., 
S. 23; § 101, (13) bei Plüeker, System (1846), S. 192; Hesse, Raum, S. 161. 

m. Die Kriterien der Ellipse, Hyperbel, Parabei § 104, 6 bei Plüeker, ebd. 
S. 196; Clebsch'Lindemann, Raum S. 204. 

97. Brennpunktsgleiohungen in lonien- und Ebenenkoordinaten. 
Die charakteristische Gleichung des Kegelschnittes § 31, (28) ist von Plüeker, 
Entw. 2 (1831), S. 167 ff. gegeben, die speziellen Formeln § 31, (32) bei Hesse, 
Sieb. Vorl. S. 46 f. Die entsprechende Gl. der Rotationsfläche 2. 0. §106,(31) 
von Plüeker, System (1846;, S. 243; 247; Hesse, Raum S. 344. 

98. Begriff und Name konfokaL I. Zwei konfokale Parabeln § 34, 1 
treten bei Tsd^imhaiu (1696) auf nach Cantor 3, S. 166; zwei konfokale Ellipsen 
§ 32, 1 und Eüipsoide § 66, 10 bei Maclaurin (1742) nach Chasles, Aper9u lY 
§ 23 und Cantor 3, 8. 748. Konfokale EUipsoide femer bei P. S. Laplace, M^c. 
c^l. (1782), Ostwalds Klassiker Nr. 19, S. 21; J. Ivory, London philos. Transact. 
(1809), S. 361; C. F. Gauss (1813) Werke 6, S. 19. Jedoch handelt es sich bei 
diesen auf das Problem der Anziehung der Eilipsoide bezüglichen Untersuchungen 
nur um gleichartige konfok. Flächen. 

IL Mit dem Namen „konfokal^^ bezeichnet Magnus, Aufg. 1 (1833), S. 204 
zwei Kegelschnitte und, Aufg. 2 (1837), S. 363, zwei Rotationsflächen, die einen 
Brennpunkt gemein haben, während Jacobi, J. f. Math. 12 (1834), S. 137 = Werke 
7, S. 7 „konfokale" Flächen 2. 0. solche nennt, deren Hauptschnitte dieselben 
Brennpunkte haben. Lami, Ann, chim. phys. 63 (1833), S. 199 und J. de math. 
(1) 2 (1837), S. 166 nennt solche Flächen „surfaces homofocales^'. 

99. Gestaltliehe Verhältnisse des konfokalen Systems. L Die Gestalt 
des vollen konfokalen Systems, die Unterscheidung und Veränderlichkeit der un- 
gleichartigen Flächen § 120, 3; 4 und § 123, 2; 3; die dreifache Erfüllung des 

61* 
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nähere Aasführung als Folgen des IvorjBchen Theorems. Die Ableitung § 86, 6 
. findet sich in Jacobis Nachlaß (0. Hermes), J. f. Math. 78 (1871), S. 188 = Werke 7, 
8. 44 und die Ableitung § 129, 9 bei O. Hermes, J. f. Math. 78, S. 211. Binen 
Zusatz über die Bestimmung der Flächennormale gibt F, JoadUmHai, J. f. Math. 
78, S. 207; die Entwicklungen § 86, 7 und § 129, 10 und weitere bei Darboux, 
8ur les th^or^mes d'Ivory, Mem. Soo. Bordeaux 8 (1872), S. 197 ff. ; vgl. auch 
Taumsend, Cam. Dubl. math. J. 3 (1848), S. 150, Sdkröier, Oberfl. S. 689; /. Lwmor, 
Proc. Lond. math. Soc. 16 (1886), S. 189 ff. 

106. Pa4Boal8cher und Brianchonsoher Bats. Der Sats | 87, 4 (Hnks) 
von BL PasccU, Essai pour les coniques (1640), lemme 1, vgL Ohasles, Aper9n 
Note XIII; Cantor 2, S. 679 ff.; 3, S. 802; Zeuthen, Gesch. XVI; XVII, S. 186. Der 
Satz § 37, 4 (rechts) von C. J. Brianclton, J. äc. polyt. cah. 18 (1806), S. SOI; 
Lignes du sec. ordre (1817), S. 34. Analyt. Beweise gaben BdhüUer, Ann. de 
math. 18 (1828), S. 366; Plücker, Entw. 1 (1828), S. 184; System (1886), S. 119; 
Magnus, Aufg. 1 (1833), S. 152, an die sich das § 37, 5 angegebene Verfahren 
von Hesse, Ebene, S. 168 anlehnt. 

Die 60 Sechsecke aus 6 Punkten § 52, 10 bemerkt BobiÜier, a. a. 0. und 
Plücker, Entw. 1, S. 185; Abhandl. S. 164. Die Punkte § 52, 11 bei jS^>i«r (1828) 
Werke 1, S. 224 ohne Beweis; diesen gibt Plücker (1829) Abhandl. S. 166. 

Ausfuhr]. Geschichte des Pascalschen Satzes bei Möbius, Werke 1, S. 684; 
Kötter, Ber. S. 14 tf.; Dingeldey, Encykl. S. 32 f. 

107. Konstruktion des Kegelschnittes aus fünf Punkten. I. Die 

Anwend. des Pascalschen Sechseckä § 37, 7 bereits Pascal selbst bekannt nach 
Zeuthen, Gesch. XVI: XVII, S. 187; später bei Poticelet, Trait^ (1822) art. 208. 
II. Die Konatr. durch projekt. Büschel § 38, 4 von Steiner, Syst. Entw. (1882), 
Werke 1, S. 338. 

108. Grenzfälle des Pascalschen Satzes. I. Über das einbeschriebene 
Fünfeck § 37, 8 vgl. Eeye, G. d. L. 1, S. 82. IL Die Satze über das Viereck und 
Vierseit § 37, 9 nach Kötter, Ber. S. 33; 50 und Dingeldey, Encykl. S. 20 von 
B. Simson (1735); nach Cantor 3, S. 802 auch bei C. Maclaurin (1748); vgl. 
Plücker, System (1835), S. 117. III. Der Satz über das Dreieck § 37, 10 nach 
Dingeldey, Encykl. S. 36, von Carnot (1803) und Bobillier, Ann. de math. 18 
(1828), S. 321 ff., vgl Plücker, Entw. 1 (1828), S. 186; s. Anm. 125; der Satz über 
das Dreiseit § 37, 10 nach Dingeldey, Encykl. S. 36, von J. Ceva (1678); auch 
bei Maclaurin nach Kötter, Ber. S. 50. 

109. Projektive Erzeugung der Kurven und Flächen 2. O. I. Um- 
schriebene Spezialfälle der Erzeugung der Kegelschn. durch proj. Strahlbüschel 
und Punktreihen finden sich bei Apollomus, TU, art. 63—66, bezügl. 41 — 43 
(Heib. 1, S. 439; 413) nach Zeuthen, Kegelschn. S. 123; 844; bei Pascal nach 
Zeuthen, Gesch. XVI; XVII, S. 187 und Cavulerius (1647) nach Kötter, Ber. S, 9; 
femer bei Neicton (1706) als descriptio organica nach Cantor .■?, S. 424; bei 
De V Hospital (1720) nach Cantor 3, S. 427; bei Madaurin (1720) nach Cantor 8, 
S. 427 und Braikenridge (1733) nach Cantor 3, S. 788. Die allgemeine Begrün- 
dung gibt Steiner, Syst. Entw. (1832) Werke 1, S. 329 ff.; s. Schoenflies in der 
Encyklopädie III AB 5, S. 416. Die analyt. Darst. § 38, 2 bei Hesse, Zcitschr. 
Math. Phys. 11 (1866), S. 388; 397; Clebsch- Lindemann, Ebene, S. 79. 

II. Die Erzeugung der Linienflächen durch proj. Ebenenbüschel und Punkt- 
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reihen § 159, 5 in Spezialfällen bei Hachette, Corr. polyt. 1 (180«X ^* 179; Binet, 
<6bd. 2 (1810), S. 71; Poncelet, J. f. Math. 4 (1829), S. 49; Meier-Hineh, Aa%. 2 
(1807), S. 238; Giorgini, Corr. polyt. 2 (1813), S.440; ChasUs, Corr. polyt. 2 (1813), 
8. 446. Systematisch bei SUiner (1832), Weike 1, S. 370. 

110. Speaielle projektive Gebilde. Die Erzeugung der Parabel dmch 
ähnliche Punktreihen § 38, 6 bei Steiner, Syst. Entw. (1882) Werke 1, S. 884; 
Die Erz. des Kreises und der gleich seit. Hyperbel § 38, 7 durch kongruente 
Büschel bei Steiner, ebd. Werke 1, S. 830; 836; v. Staudt, Beitr. (1866), S. 128; 
8. Anm. 166, IV. 

111. Dreiteilung des Winkels. Die Dreiteilung wurde mittels einer 
gleichseitigen Hyperbel ausgeführt von AUidsehzi (^72) nach Gantor 1, S. 760. 
Für die Geschichte der Dreiteilung vgl. J. E. Maniucla, Histoire des recherches 
eur la quadrature du cercle etc., Paris 1764; nouv. 6d. par S.L. LaeroiXy Paris 
1831; M. Backer, A collection of Solutions of the trisectionproblem. Bull. phil. 
soc. Washington 10 (1887), S. 96—100; 0. Holder, in der Encyklopädie d. math. 
W. I, 1, S. 601. Die hier § 88, 10 geg. Darst. im wesenÜ. bei v. Staudt, Beitr. 
(1866), S. 279; Chasles, Sect. con. Nr. 37; Cremona, Elem. der proj. Geom., 
deutsch V. Trautwetter (1882), S. 302; F. Amodeo, Lez. Geom. proiettiva, Napoli 
1906, S. 440. 

112. PasoalBohes Seohseck und proJ. Erseu^rung. Die Beziehung 
5 88, 11 von Steiner, Syst. Entw. (1832) Werke 1, S. 299 und Fig. 82; Schröter, 
Eegelschn. S. 99 f; 127. 

113. Die allgemeine lineare Transformation der einseinen quadrat. 
Porm. I. Der Name „Form*' § 39, 1 ; § 41, 1 von Gauß (1801), Werke 1, S. 120. 

U. Die IdentitäUn $ 89, (4); | 41, (4); § 188, (4) von Euler, Meehanica 
<1786) 2, § 106; § 497; Calcul. diff. § 226 nach Baltzer, Det. S. 149. 

in. Die aUg. Transformationsformeln für zwei Veränderliche § 89, (10) bei 
Gauß, Werke 1, S. 124; die umgekehrten Formeln § 41, (26) (in Verbindung mit 
der orthog. Transf.) bei Gauß (1818), Werke 8, S. 389; Jacobi (1887), Werke S, 
S. 48f.; fßr tt Veränderl. ebenso bei Hesse (1840), Werke S. 24; 26. 

IV. Die Aufgabe der Transf. besteht in erster Linie darin, die neuen 
Koeffizienten und die aus ihnen gebildeten Determinanten und ünterdet. durch 
die alten § 39, (10); § 41, (20); § 138, (23), sowie umgekehrt die alten Koeff. und 
die aus ihnen geb. Det. u. ünterdet. sämtlich durch die neuen darzustellen § 39, 
(16); § 41, (26); § 138, (82). Dieselbe doppelte Aufgabe. ist sodann auch fOr die 
einfach geränderte Det. § 43, (10); (28); § 140, (14); (26); (40) und die zweifwh 
ger. Det. § 43, (16); § 140, (14); (46) vollst, erledigt, ffierbei ist Gewicht darauf 
gelegt, überall nicht nur die für die Gleichung f = in Betracht kommenden 
Verhältnisse der Eoeff. u. Variabein, sondern die für die Form f erforderlichen 
Größen selbst zu berücksichtigen. Diesem Zweck dient die genaue Beibehaltung 
der Faktoren 8, S* in § 41, (24); § 48, (16); § 188, (28); (29); (81); § 140, (82); 
(89) und <F in § 188, (26); (27); § 140, (18); (180- 

114. Transformation einer einselnen quadrat. Form auf Quadrate. 
I. Die Quadratdarstellung der quadrat. Form überhaupt für n = 2 in § 40, (4) 
und für n = 8 in § 46, (14) bei Lagrange, Mise. Taur. 1 (1769), S. 18; Mt^canique 
anal. (1788) 1, HI nach Baltzer, Det. S. 160; dann bei Gauß (1801), Werke 1, 
S. 306; (1818), Werke 3, S. 339; Jacobi (1827), Werke 3, S. 48; für beliebiges n 
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übrigen Bämtlich als spezielle f^lle der allg. TransformaUoDsförineln (Anm. 113) 
sofort herrorgehen. Das allg. Prinzip der sjmbol. Methoden, die von Theorie 
der Schnittgebilde ausgeht s. bei Fr. Meyer, Encyklopädie I B 2 8. 868. 

121. Zerfall der Koef&aienten in zwei Faktoren. I. Die Methode 
der „übergreifenden Proportionen", Der Schluß in § 90, von (3) auf (4); in § 44, 
von (26) auf (28) rührt her von Jacohi, J. f Math. 12 (1884), 8. 17 = Werke 3, 
S. 210. Er wiederholt sieh in § 50, von (28) auf (29); in § 110, von (2) auf (8) 
nach Hesse, Raum, S. 399; io § 141, von (32) auf (34); § 142, von (29) auf (81). 

IL Methode der Transformationsformeln. Dasselbe Resultat geben jedoch 
auch die allg. Transformationsformeln der quadr. Formen in der Ebene f& die 
IJnterdeterminanten ^^j, a^- § 42, (13); (19); für die einf. geränderten A^^ § 44, 
(31); (32) und im Räume für die Qnterdeterminanten Aj^i^ a^{, a^; § 189, (13); 
<21); (27), für die eiof geränderten AJ^i, afi § 141, (38); (48), für die zweif. ger. 
AXr §142, (31); (34). 

122. Geometrische Bedeutung der geränderten Determinanten. Die 
Bed. der ein- und zweifach geränd. Det. in der Ebene § 45, (2); (17), sowie der 
ein-, zwei- und dreifach geränd. Det. im Räume § 143, (2); § 144, (3); § 148, (10) 
bei G. Salmon, Lessons higher Algebra (1876), S. 17; § 45, (2) auch bei Hesse, 
Sieb. Vorl. S. 15 f; § 148, (2); (6) bei Hesse, Raum S. 179; § 148, (13) bei Hesse, 
ebd. S. 129; 471. Die vollst. Durchführung für die Kurve 2. 0. s. § 45, (2); (9); 
(15); (16); u. das Schnittpunktpaar § 45, (IB); (20); für die Fläche 2. 0, §143,(2); 
<8); (11); (14); (17); (18); auch § 144, (3); (18); § 146, (5); (17); das Schnittpunkt- 
paar § 148, (13); (U), die Schnittkurve § 148, (3); (5); (8); (9); (11); (12). 

128. Polardreieck und Polartetraeder. I. Der Begriff § 46, 7 und die 
Konstrtihtion § 46, 8 des Polardreiecls bei Brianchon, Lignes du sec. ordre (1817), 
S. 22; Poncelet, Trait^ (1822), S. 103, art. 192; Steiner (1882), Werke 1, S. 861. 
Der Name „Polardreieck" § 46, 10 bei v. Staudt, G. d. L. (1847), S. 132; „Polar- 
dreisei t" § 46, 7 bei Schröter, Kegelschn. S. 147. 

n. Das Polardreikant des Kegels § 149, 7 bei Chasles, Cones (1880), S. 5; 
Plücker, System (1846), S. 94; drei konj. Durchmesser als Polardreikant des 
Asymptotenkegels § 84, 8 bei r. Staudt, flalbm. S. 39. 

m. Das Polartetraeder § 149, 8 bei Poncelet, Trait^ (1822), S. 396, art. 615; 
der Name „Poltetraeder' bei Plücker, System (1846), S. 88. 

124. Sätze über zwei Polardreiecke und Polartetraeder. I. Die Sätze 
§ 48, 2, I ohne Beweis bei Steiner (1832) Werke 1, S. 448, Aufg. 46; der Beweis 
§ 48, 1; 2 von Hesse (1840), Werke S. 31; 34; der Satz § 48, 3,11 bei Hesse (1852) 
Werke S. 303. Der Satz § 48, 4, III von Brianchon- Pomeelet, Ann. de math. 11 
<1820/1), S. 205 nach Salmon-Fiedler, Kegelschn. S. XXXII, 39). 

II. Die entsprechenden Sätze im Räume § 151, 2 mit dem Beweis § 161, 1 ; 
2 gibt Hesse (1840) Werke S. 36; 39; Vorl. Raum S. 197; vgl. r. Staudt, Beitr. 
(1860), S. 373. Der Spezialfall über zwei Polartetr. mit einer gemelns. Ecke 
§ 151, 4 bei Hesse, Raum S. 204; der Satz über zwei Tripel konjugierter Durch* 
inesser § 151, 6 von A. Goepel, Arch. Math. Phys. (1) 4 (1843), S. 206-, v^l, Hesse 
(1838) Werke S. 8: Chasles, J. de math. (1) 2 (1837), S. 400. Der Satz über zwei 
Tripel rechtwinkl. Achsensysteme § 151, 7 bei Steiner (1832) Werke 1, S. 462; 
A, R. Luchterhandt, Arch. Math. Phys. (1) 4 (1843), S. 101: 103; vgl. Fr. Meyer, 
Jahrb. d. d. Math.-Ver. 18 (1909), S. 107. 
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126. PolarreBiproke Dreiecke und Tetraeder. Den Satz § 48, 6 über 
polarrezipr. Dreiecke gibt Pliicker, J. f. Matb. 6 (1830), S. 11 « Abbandl. S. 134; 
den enteprecbenden ftbr polarreziproke Trieder beim Kegel 2. 0. Ghasles, Ann. 
de matb. 19 (1828/9), S. 74; ^glv.Siaudt, G. d. L. (1847), S. 186; Sdtröter, Oberfl. 
S. 40. Fr. Meyer, Jahrb. d. Portscbr. 16 (1884), S. 548. 

Der entsprechende Satz über polarrezipr. Tetraeder § 161, 8 von Chasles, 
Ann. de math. 19 (1828/9), S. 66; Aper9a (1887), Kote XXXII, S. 402; Hesse 
<1844), Werke S. 642; vgl. Ca^ley, Qoffcrt. J. 1 (1867), S. 7; Ferrers, ebd. S. 191; 
Mdhnofi, ebd. S. 237 ; Brioschi, ebd. S. 368; Weddle, Gambr. Dub. J. 6 (1861), S. 123 ; 
weitere Literatur bei F. Schur, Math. Ann. 19 (1882), S. 429; Schoenflies, Ency- 
klopaedie III A B 5, S. 429; der Spezialfall § 151, 8, II von BobiUier nach Kötter, 
Ber. S. 198. 

126. BegxiS und Glelohun«; des Büsohels. Die Gleichung f— lg = 
des Kegelschnitibüschds § 4$, (16), der die des Büs6hels von Punktepaaren § 8, 
(63) nachgebildet ist, wurde von G. Lame, Exam. (1818), S. 32 gebildet; ebenso 
die des Flächenbüschels, ebd. S. 28; 36. 

127. Der Hesseaohe Satz. Der Satz § 48, 7, lY in dualer Form bei Hesse 
<1840), Werke S. 41 ; mit dem Spezialfall § 8, 20, IV bei Hesse, Sieb. Vorl. S. 31 ; 
32; auch bei v. Staudt, G. d. L. (1847), S. 136; 206; die Formel § 48, (19) findet 
^auch bei Magnus, Aufg. 1 (1888), S. 147 Verwendung. 

128. QeometrlBche Bedeutung der Speaies. Die Sätze § 49, 6 und § 152, 
S (§ 72, 11) über die Lage der Polardreiecke und Polartetraeder gegen Kurve 
und Fläche 2. 0., welche die Spezies geometrisch deuten, nach Plücker, System 
<1835), S. 100; (1846), S. 89; v. Staudt, Beitr. (1866), S. 111; Schröter, Kegelschn., 
S. 148; Oberfl., S. 166. 

129. Klassifikation der Sohnittpunktpaare von Kurve oder Fläche 
2. O. und Gerader. I. Die Tabelle § 49, (22) , nach Gundelfinger, Vorl. Kegel- 
schnitte, S. 46—51; Dingeldey, Encykl. S. 28, vertritt rirei Tabellen, insofern ihre 
Kolonnen- und Zeilenüberschriften nach § 51, 15 auch in den Summen der Haupt- 
imterdeterminanten dargestellt werden können (s. Anm. 76, VI). Sie enthält in 
der letzteren Form die Tabelle § 51, (38) und in teilweise modifizierter Form 
die Tabelle § 26, (19) in sich, s. Anm. 182. 

n. Im Räume entspricht ihr eine Tabelle, die nach § 154, 3 hergestellt 
werden kann. 

130. Elementarteiler der BÜBcheldeterminante. Die Theorie der Ele- 
mentartoiler der Determinante JiX) = | a^, — Xbj^j § 50, (16); § 165, (16) ist für 
beliebiges n von K. Weierstraß, Berl. Ber. 1857, S. 213; 1868, S. 816 begründet. 
Sie dient unter anderen dazu, die Möglichlceiien der Lage zweier Kurven oder 
Flächen 2. 0, erschöpfend zu bestimmen. Es gibt fünf Lagen zweier Kurven 
und 13 zweier Flächen 2. 0. gegeneinander, die sich einerseits nach der Multi- 
plizität /, der Wurzel ^L, § 50, 9; § 155, 9 und andererseits nach den Werten 
der Elementarteilerexponenten e, = /. — //. e/ = l- — ll\ ... § 50, (27); § 155, (27) 
unterscheiden. In zwei, bezüglich vier dieser Lagen sind die Exponenten ^,, e/, . . . 
alle 1, § 50, 10; § 155, 10, und nur dann gibt es ein oder mehr gemeinsame Polar- 
dreiecke, bezügl. -tetraeder und ist eine gleichzeitige Quadratdarstellung möglich 
§ 50, (8); (34); § 155, (8); (35). Diese zwei, bezügl. vier Lagen sind die einzig 
möglichen, wenn, wie § 50,(3); § 155,(3), die eine Kurve oder Fläche g = eine 
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138. Zylinder. I. Der Begriff des Zylinders beschränkt sich zuerst auf 
Kreiszylindei. Der gercule Kreiszylinder als jRoto^'oti^zylinder § 68, 9 bei JSukUd^ 
Elem. nach Tropfke, Gesch. 2, S. 888. Der schiefe Kreisz. und seine Identität 
mit dem elliptischen Zylinder § 69, (19) bei Euler, Inirod. 8, App., art. 62. Seine 
Auffassung als Kegel mit unendlich ferner Spitze § 96, 6; § 98, 10 bei Desar- 
gues^ Oeuvres 1, S. 168; 261. 

n. Die Zylinder ohne kreisförm. Basis, der hyperbolische § 68, (30) und 
parabolische § 63, (84) erscheinen als Arten der Fläche 2. 0. bei Euler, Introd. 2, 
art. 126; 126. 

139. Gleiobiiingen des Punktepaares in I«inien- und des Kegel- 
schnittes in Ebenenkoordinaten. Die Darstellung des Punktepaares % 18, (68) 
durch eine 61. in Linienkoord. § 13, (67") nach Plücker^ Entw. 2, S. 98; des 
Kegelschnittes durch eine Gl. in Ebenenkcord. § 68, (86) bei Plücker, System (1846)^ 
S. 196; 251; s. Anm. 69. Die Dualität zwischen Kegel und Kegelschnitt § 79, 8 
bei V. Staudt, Beitr. 8. 22. 

140. Elliptisohe KegeL Der „schiefe Kegel'' (*&vog axaXrivhg) als Ort 
einer Geraden, die an einem Kreise gleitet und durch einen festen Punkt (xo- 
Qvq>i}) geht, der nicht senkrecht über dem Mittelpunkt des Kreises liegt, bei 
Apollonius, Con. I, Defin. I, 3 (Heiberg 1, S. 7); vgl. Cantor 1, S. 336; Tropfke, 
Gesch. 2, S. 889;- 437. Daß dieser schiefe Kegel der allgemeine eUiptische Kegel 
§ 54, (1); § 93, (8) ist, ergab sich mit der Entdeckung der Kreisschnitte der' 
letzteren § 59, 3 durch Descartes^ vgl. Cantor 4, S. 601, war aber nach Cantor 4, 
S. 465 bei Karsten 1776 noch nicht bekannt. Euler, Introd. (1748) 2, App. art 
68 definiert den schiefen Kegel als einen solchen, bei dem die zur Achse senkr. 
Schnitte Ellipsen sind (§ 64, 3), die ihren Mittelpunkt auf der Achse haben, und 
erwähnt art. 74 seine Kreisschnitte. 

Die Gleichung des Kegels ist durch ihre in x, y, z hamogene Form § 80, 
(19) charakterisiert bei Clairaut (1729) nach Cantor 3, S. 781; Euler, Introd. 2,. 
App. art. 35. 

141. Die Fokallinien des Kegels. I. Die ,^Fokallinien**^ des Kegels § 64, 
(11); (16) sind entdeckt und benannt von Magnus, Ann. de math. 16 (1826/6), 
S. 33; Aufg. 2 (1837), S. 172. Beim Asymptotenkegel des Hyperboloides sind 
sie, § 65, 9, die Asymptoten der Fokalhyperbel, vgl. H. Schröter, Oberfl., S. 671. 
Sie hängen, wie auch die beiden Paare imaginärei' Fokallinien § 118, (17) nur 
von den Differenzen der Halbachsenquadrate ab, s. Anm. 2, I. 

II. Die drei Paare von Fokallinien sind die Scheitellinien deijenigen Tan- 
gentialebenenpaare, die Rotationszylinder- Ebenenpaare § 119, (25) sind oder, was 
dasselbe ist, an denen die von dem Kegel bestimmte Involution harmonischer 
Polarebenen eine rechtwinklige ist, was Chasics, Cones (1830), S. 13 erkannt hat; 
s. Anm. 2, II und Anm. 177. 

UI. Sie sind die drei Strahlenpaare in der Schar kon fokaler Kegel § 118, (17), 
wie Anm. 2, IV. 

IV. Sie sind die Doppelstrahlen der Involutionen, in denen zwei senkrechte 
harmon. Polarebenen § 119, 9 die Hauptebenen schneiden, wie Anm. 2, V. 

142. Sphaerisohe Kegelschnitte. Die sphaerische Ellipse bei N. v, Fuß, 
De propr. quibusd. ellipseos in superf. sphaer. descriptae (1787) als Ort eines 
Punktes, für den die Summe der sphaer. Entf. von zwei festen Punkten konstant 
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ist (8. Anm. 8) nach Cantor 4, 8. 542; 1088. Der Ausdruck ,^haer, Kegelscha."' 
bei Steiner (1827) Werke 1, S. 117. Als Durchschnitt von Kegel und Kt^T 
§ 64, e bei Magnus, Aufg. 2 (1887), 8. 202; vgl. Magnus, Ann. de math. le 
(1825/6), 8. 88; Tgl. Salmon- Fiedler, Raum 8. 426. 

148. Unterarten des elliptlBolien Kegels. Der elliptische Kegel § 54, 
(14), überall mit a*>6*, wird für: I. 6* = c* der Kegel des Pappus, Pappt Col- 
lect, (ed. Hultsch) 2, S. 581; er hat einen rechtwinkligen Hauptschnitt in der 
Hauptebene der kleinsten Öffnung § 54, 8 und außerdem „zwei JEbenenbüst^l 
rechttcinkliger Schnitte*' § 116, 5, lY; vgl. über ihn Th. Meyer, Dissert. Straßburg 
1884. 

IL a'^=^c^ der Kegel des Haehette; er hat einen rechtwinkligen Hauptschnitt 
in der Hauptebene der größten Öffnung § 54, 8; seine Erzeugung als Ort eines 
Punktes, der von einer Ebene und einer Geraden gleidien Abstand hat § 128, 9,. 
letiter Satz, bei Haehette, Quetelet Coir. Bmz. 4 (1828), 8. 285; Chasles, C6ne» 
(1830), 8. 44. Der Ort derjenigen Bündelstrahlen, durch die nach § 119, (24) 
zwei rechtwinklige Tangentialebenen an den Kegel § 54, (14) gehen, nämlich 
der Kegel: 

(h' — c*)a;* + («• — c*}y* + (o* + ^^^^ = 0, 

setfäUt für den Kegel des Haehette in das reelle Ebenenpaar (a*>-5'): 

(5* — a*)x* + (a« + b*)z^ = 0; 

es gibt also „zwei Strahlbüechel rechtwinkliger Tangenticdebenen*' ; vgl. über ihn 
Th. Meyer, Dissert. Straßbnrg 1884. 

Die beiden Kegel I und ü sind im Sinne von § 71, 8 reziprok. Denn wenn 
mit 5' = c* bei dem Kegel § 54, (14) der Hauptschnitt der kleinsten Öffnung^ 
rechtwinkl. ist, so ist es bei dem Kegel §71,(22) der Hauptschn. der größten öff^. 

nung (p- > -i)- Mi* a*=a6* = c* verschmelzen die Kegel I und H in deu 

rechtto. Drehungskegel § 53, (20). Die zwei Ebenenbüschel rechtwinkliger Schnitte 
fallen in eifien durch die i; -Achse und die zwei Strahlbüschel rechtwinkliger 
Tangentialebenen in einen in der a;y-£bene zusammen. 

III. a* — 25* + c* =■ der Kegel mit rechUcinkligen FokalHnien § 64, (16); 

12 1 
rV. p- ^ 1 = ^ ^®' Kegel mit rechttc. Kreisschnittebenen % 59, (24), 

beide ebenfalls reziprok nach § 71, 9, vgl. Eeye, G. d. L. 1, S. 260. 

V. — j — rr "1" t "^ ^ ^®^ orthogonale Kegel; Scheitelerzetigende in der Haupt- 
ebene der kleinsten Öffnung auf den Kreisschnittehenen senkrecht § 64, 5 ; 

VI. 6* — a* + c*= der dual orthogonale Kegel § 82, (55); Scheitelerzeugende 
in der Hauptebene der größten Öffnung, also auch die betreffenden Scheiteltan- 
gentialebenen auf den Fokallinien senkrecht, § 54, (18); Schröter, Oberfl. S. 71; bei 
Pläcker, System (1846), 8. 303; 305 heißt dieser Kegel parabolisch, weil die zu 
einer Fokallinie senkrechten Schnitte nach § 115, 9; § 74, 2 Parabeln sind; s. 
Anm. 165. Auch die beiden Kegel Y und VI sind reziprok § 82, 16. 

VTL , + ri T ^^ ^ ^^^ gleichseitige Kegel; und reziprok: 

Vm. a« + 5* — c* = der dual gleichseitige Kegel % 71, 10, s. Anm. 164. 
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144. Die Fokalkeg^elsqhnitte. I. Die FokalkegelschnitU (Fokalkoiren, 
Brennknryen) des Ellipsoides, Hyperboloides und Paraboloides § 55, (9); §56,(7) 
wurden entdeckt von Ch, Dupin, Dävel. (1813), S. 280; sodann einschließlich des 
imaginären § 120, 9 von Magnus, Anfg. 2 (1837), S. 326; ChasUs, Aper9a (1837), 
Note XXXI, art. (7) erhalten; Chasles nennt sie coniqaes ezcentriques ou focales. 
Die Analogie der Fokalkegelschn. mit den Brennpunkten tritt schon formal in 
ihren Gleichungen hervor: 

EUipse: ^,+1^-1; Brennp: ^,?^^, = 0, x= 1 ; ^,-^^- « 1; y = . 

Ellipsoid: -! + ?^ + ^!- = 1 ; Fokalk.: - , ^— -, + -^-^ = i , a; = o ; 
a^ 0^ c^ b* — a' c^ — a^ 

z* X* x^ v* 

welche wesentlich (Anm. 2, 1) von den Differenzen der Halbachsenquadrate ab- 
hängen. 

n. Nach dem Vorgange von ÄpoUofiius, Con. I, art. 52-— 53 (Heib. 1, S. 158 ff.) 
bestimmte Dupin, Corr. polyt. 2 (1813), S. 424; Dävel. (1813), 8. 280 den einen der 
beiden Fokalkegelschn. als Ort der Spitzen der über dem andern errichteten Rota- 
tionskegel §122,8,m; §125,2; §131,3; 4; §132,2; §135,3; §136,2. Allgemeiner 
findet SUiner, J. f. Math. 1 (1826), S. 47 = Werke 1, S. 11; Mag^ius, Aufg. 2 (1837), 
8. 326 die Fokalkegelschn. als Ort der Spitzen unibe^chriebener Botationskegel § 122, 
«,I; § 125, 2, wie sie schon bei Binet, J. ec. polyt. cab. 16 (1813), S. 63 als Ort der 
Punkte mit zwei gleichen Haupttrügheitsmomenten und ähnlich bei Ampere, 
Mäm. Acad. Inst, de France 5 (1826), S. 99 sich ergeben. Die Botationskegel als 
Kegel mit zwei gleichen Halbachsenquadraten entsprechen hier dem Kreisstrahlen- 
paar der Anm. 2, II, dem Linienpaar mit zwei gleichen Halbachsenquadraten. 

ni. Berührungskogel mit drei gleichen Halbachsenquadraten (Kugelkegel), 
welche die Fläche längs einer Kurve berühren, gibt es nach § 70, 5 bei den 
dreiachs. Flächen nicht. Dagegen sind die Fokalkegelschn. § 127, 11, HI wiederum 
-der Ort der Spitzen solcher Kugelkegel, welche die Fläche in zwei Punkten be- 
rühren nach B.Ämiot, J. de math. (1) 8 (1843), S. 163; Chasles, Par. C. R. 16 
(1843), S. 831; Flücker, System (1846), S. 276; s. Anm. 177. 

rV. Als Grenzflächen (courbes limites) im konfokcdeti System §120,4; §123, 
3 erhielt Dupin, Devel. (1813), S. 277; 309 die Fokalkegelschn., und Chasles, 
Aper9u (1837), Note XXXI, art. (47) erkannte sie als Doppellinien (lignes de 
striction) § 120, 10 der umbeschriebenen Developpabeln ;' als die vier Kegelschnitte 
der Schar der Konfokalen erhalten sie ihre Gleichungen in Ebenenkoord. § 120, 
(21); § 123, (19) bei Flücker, System (1846), S. 255; 325; vgl, v. Staudt, Beitr. 
S. 383. 

V. Als Ordnungskurven in dem Polarsystem, welches eine Ebene und ihr 
zugeordneter Normalstrahl in einer Hauptebene bestimmen § 120, 14; § 123, 12, 
betrachtet die Fokalkegelschn. Chasles, A\yeT(}\i, Note XXXT, art. (1); (18); Plüeker, 
System (1846), S. 332 u. J. f. Math. 35 (1847), S. 103 = Abhandl. S. 459; Beye^ 
G. d. L. 2, S. 227. 

VI. Als ümhüUungskurven der Fokalachsen, s. Anm. 177. 

145. Hauptsohnitte. Die Hauptschnitte der Ellipsoide und Hyperboloide 
§ 65, 7 und Paraboloide § 56, 7 dienen bei Euler, Introd. 2, App. art 117; 119; 
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122; 124; 126 zur ersten Beschreibung und Unterscheidung (auch Benennnng) 
der einzelnen Flächen. Ihre verschiedene Lage gegen die Fokalkegehchnüte § 66, 
7; § 66, 7, nach Magnus, Aufg. 2 (1887), S. 327 ff., ist ebenso charakteristisch, 
wie die versch. Lage der Scheitelpunkte der Kegelschnitte gegen die Brennpunkte 
§ 1, 6. Der Ausdruck „KeMellipse'' beim einsch. Hyperboloid § 66, 8 bei CUhsch- 
lAndemann, Raum, S. 178; „ellipse de gorge** bei Amioty J. de math. (1) 8, 
(1843), S. 183. 

146. Darstellung duroh Draht- und G-ipsmodelle. Durch Herstellung 
der Hauptschnitte § 66, Fig. 131—138; § 66, Fig. 184; 186 in Droht entstehen 
die Ton H. Wiener angefertigten Modelle, bei A. W. Gay, Darmstadt, 1908. 

Gipsmodelle, entsprechend der Erzeugung § 66, 8 und § 66, 8 durch ebene 
Schnitte, sind von B, Diesel (1878) hergestellt, s. Dyek, Katalog, S. 268. 

147. Schraubenlinie und linearer Komplex« Die Schraubenlinie § 67 
1; 2 bei Pappus IV, prop. 28 (^ xbqI *vUvd(fOv IXc{) (Hultsch 1, S. 260; auch 
8, S. 1126); bei A. FaretU (1702) nach Cantor 3, S. 419; Kästner (1771) nach 
Cantor 4, S. 667 und Frezier (1738) nach Cantor 4, S. 621. Die (Geraden des Komplexes 
als Tangenten von Schraubenlinien § 67, 18 bei Plikker^ Neue Oeom. (1868), 
S. 67; die Formel § 67, (22) ebd. S. 68; die Polarebene eines Punktes als Schmie- 
gungsebene der durch ihn gehenden Schraubenlinien § 87, 8 bei Plücker, ebd. 
S. 69; in anderer Auffassung bei F. Klein, Vorl. Geom. 1, S. 186, im Keime schon 
bei Moebius, (1883), Werke 1, S. 506. Die Drehbarkeit und Verschiebbarkeit 
§ 67, 13 bei Plücker, a. a. 0. S. 88; vgl. Lie-Scheffers, Beruhrungstransf., S. 268. 

148. Tangente und Sohmiegungsebene einer Raumkurve. Ist eine 
Baumkurve in der Parameterdarstellung: 

gegeben und wird die Differentiation nach dem Parameter t durch Akzente be- 
zeichnet, so ist in laufenden Koordinaten X, F, Z die Tangente und die Schmie- 
gungsebene der Kurve im Punkte x^ y, z durch die Gleichungen dargestellt: 

X — xi Y — y.Z — z^x ly ' z' 
und bezüglich: 

I X — x Y—y Z — z =0, 

X y z 

X tf z 

S. V. Mangoldt, Encjklopaedie III D 1, 2; 29. 

149. Begriff, Name, Parameter und kanonisohe Qleiohung des Kom- 
plexes. Begriff und Name des linearen Komplexes § 86, 1 von Plücker (1866), 
Abhandl. S. 464; 478; N. Geom. (1868), S. 26; „Strahlengewindef' § 86, 1 nach 
Sturm, Liniengeom. 1 (1892), S. 6*2. Begriff und doppelte Bedeutung des Para- 
meters § 67, (20) bei Plücker, N. Geom. S. 88. Die kanonische Gleichung § 67, 
(19); § 87, (19) bei Plücker, ebd. S. 37; Ö7; die allgemeinere § 87, (17) ebd. S. 66: 
in der Form § 87, (26) schon bei Moebius (1838), Werke 1, S. 602. 

160. Kreissohnitte. I. Die Kreisschnitte des Kegels 2. 0. waren bei Apol- 
lonius, Con. lib. I, art. 6 (Heib. 1, S. 21) bekannt nach Baltzer, Geom. S. 621, später 
auch bei Greg, a St. Vincentio (1647) nach Popp, Greg. S. 106, Die beiden Systeme 
der Kreisschnitte § 69, 3 entdeckte R. Descartes (1648) nach Chasles, Cones S. 2; 
sie werden angegeben von De V Hospital und Jacquier (1766) nach Cantor 4, S. 601; 

Staude, Flftohen sweiter Ordnung. II. 62 
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nach § 115, (7); (4): 

und zerfällt nach § 118, (18) in die Gleichungen von vier Punkten: 

Die Gegenseitenpaare des yollst. Vierecks dieser Punkte sind nach § 118, (17) die 
Geraden : 



welche die Stellung der Kreisschnittebenen § 117, (17) bestimmen. 

Da nun die Gleichung (2) die Bedingung der Gleichheit der Wurzeln Z, , Z, 
der quadrat. Gl. des Hauptachsenproblems der ebenen Schnitte § 109, (11) dar- 
stellt, so scheint es, als müßten alle Ebenen, die durch eine Grerade der vier 
Strahlbüschel (2) hindurchgehen, Kreisschnittebenen sein {Stümon-Fiedler, Raum 
S. 878), während es doch nach § 117, 14 nur die sind, die durch die 6 Verbin- 
dungslinien der Scheitel der yier Strahlbüschel (2) gehen. Daß die übrigen Geraden 
der Büschel ausfdüen, hat seinen Grund darin, daß für sie die Hauptachsentran s- 
formation § 110, (11) überhaupt nicht mOglich ist. Das Hauptachsenproblem des 
Kegelschnittes, in dem die Ebene u, v, tr, 8 die Fläche schneidet, besteht näm- 
lich nach § 21, 2, n in der Auffindung eines Polzweiecks, welches das unendl. f. 
Punktepaar U^, ü^ des Kegelschnitts und das imag. Kreispunktpaar JT^, ÜT, der 
Ebene gemein haben. Ein solches gemeins. Polzweieck ist aber nur vorhanden, 
wenn entweder ü^, U^, K^^ JT, vier getrennte Punkte sind, also die unendl. f. 
Gerade u, v^ w durch keinen d^r Grundpunkte S^S^S^S^ des Büschels (1) geht; 
oder Ui = K^j ü^ = K^^ also die Gerade u^ v, w durch zwei dieser Grundpunkte 
geht; ist aber nicht vorhanden, wenn ü^ = K^ und Ü2=^K^y also die Gerade 
u, v, w durch einen dieser Grundpunkte geht. Diese drei Möglichkeiten ent- 
sprechen aber nach der Theorie der Elementarteiler gerade den drei Fällen, daß 
die quadrat. Gl. § 108, (27) erstens zwei verschiedene Wurzeln Xj=^i,, zweitens 
eine Doppel wurzel l^ = X, hat, für die alle ünterdet. § 109, (24) verschwinden, 
drittens eine Doppelwurzel, für die nicht alle diese Ünterdet. verschwinden. 

Obwohl also die eine Bedingung (2) der Doppelwurzel eine in vier Strahl- 
büschel zerfallende Kurve 4. Klasse in der unendl. f. Ebene darstellt, kann doch 
die Gleichungsform § 117, (3) der Kreisschnitte sich nur für die 6 Strahlen dieser 
Strahlbüschel einstellen, welche auch den Gl. § 117, (12) unter Elimination von 
X genügen. 

161. Die KreispmÜEte. Der Begriff der Kreispunkte ist von Monge (1796) 
eingeführt nach Baltzer, Geom. S. 469; vgl. Monge^ J. äc. polyt. cah. 2 (1796), S. 155; 
160; Applic. de Tanalyse, 4. Aufl. Paris 1809, S. 127. Ihre Koordinaten § 58, 
(22); § 60, (22); § 61, (19) bei Magnus, Aufg. 2 (1837), S. 260; 262 f. Daß sie auf 
den Fokalkegelschnitten liegen § 58, 7 ; § 60, 7 ; § 61, 7 bemerkt Dupin, Däv. (1818), 
S. 278; 821; vgl. Steiner (1825), Werke 1, S. 11; Plücker, System (1846), S. 252. 

162. Die Kartonmodelle. Die KaHonmodelle § 68, 10; § 59, 9; § 60, 9; 
§61, 9; § 62, 6 sind auf Grund einer Anregung von 0. Henrici, London 1871, 
zuerst von A. Briü (1874) hergestellt; in der beigegeb. Beschreibung findet man 

62* 
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auch die Formel § 58, (24); § 69, (28); § 60, (24); § 61, (21); § 62, (16) im wesent- 
liehen vor; s. Byck, Katalog S. 258. H. Wiener, bei B. G. Teubner 1908, ersetzt 
die Kartonblätter durch Drahtkreise mit „geschränktem Verbindang8gelenk*\ 

158. Besondere Mittelpunktsfl&ohen. I. Das EUipsoid § 58, 12 und die 
Hyperboloide § 59, 10; § 60, 10 mit rechtw. Kreisschnittebenen schließen sich an 
den Kegel Anm. 148, lY an. 

II. Daneben tritt § 58, 11 das EUipsoid mit konjugierten Hauptkreisschnitt- 
ebenen. 

m. Bei dem einschaligen Hyperboloid § 64, (1) mit a' = e* sind nach § 64, 
(3) nur die Erzeugenden in den Scheitelpunkten der kleinen xeellen Achse 25 
.ueinander eenkrecM. 

154. Besondere Faraboloide. I. Das gleichseitige hyperbolische Paraboloid 
§ 62, 7 erklärt Stdfter (1832), Werke 1, S. 380, als solches mit rechtwinkligen 
Asymptotenebenen (s. Anm. 155); die Bedingung § 62, (17) bei Magnus, Aufg. 2 
(1887), 8. 249. Infolge der Eigenschaft § 65, 17; § 116, 15 entspricht das gleichs. 
hyp. Par. dem gleichseitigen Hyperboloid, infolge der Eigenschaft, daß seine Kreis- 
schnittebenen § 117, 18, V auf einer Scheitelerzeugenden senkrecht stehen, dem 
orthogonalen Hyperboloid, nach Schröter, Oberfl. S. 220; 224. Ausführlich ist es 
nebst der Erzeugung § 100, 9 behandelt von Ä, Schoenfließ, Zeitschr. Math. Phys. 
28 (1878), S. 245; 269; Schröter, Oberfl. S. 218. 

ü. Das elliptische Paraboloid § 61, 10 entspricht dem Kegel Anm. 148, IV. 

155. Die geradlinigen Schnitte des hyperbolisohen Faraboloids. Daß 
das hyp. Farab. keine Kreisschnitte bat, s. Anm. 150, E. Indessen treten dafür 
nach Berthot' Hachette Corr. polyt. 1 (1808), S. 433 die Schnitte § 62, 3 ein, die 
ans eitler endlichen (und einer unendlich fernen Geraden bestehen § 115, (40) und 
sowohl zu den gleicJiseitig hyperboliscJien § 116, (88) als zu den Kreisschnitten 
% 117, 13, V gehören. Die Ebenen dieser Schnitte nennt Steiner (1832) Werke 1, 
S. 876 Asymptotenebenen. 

156. Gerade Linien auf der Fläohe 2. O. I. Das Botationshyperbohid 
§ 53, (18) (corpus cylindroides hyperbolicum) wurde als Linienfläche erkannt von 
Wren (1669) und A. Farent (1698) nach Ghasles, Apercu V § 46 und Cantor 8, 
S. 418. Die beiden Scharen der Erzeugenden des dreiachsigen einschal. Hyper- 
boloides § 63, 3 entdeckte Mofige, J. äc. polyt. cah. 1 (1794), S. 5; Monge- Hachette^ 
J. 6c. polyt. cah. 11 (1802), S. 159. Beim hyperbol. Faraboloid § 65, 3 entdeckte 
die eine Schar nach dem Vorgange von Clairant (1731), Frezier (1788) nach 
Cantor 3, S. 793; Braikenridge (1759) nach Cantor 4, S. 556; 1079; die beiden 
Scharen Mauduit (1763) nach Cantor 4, S. 556; 1080; endlich Monge- Hachette , 
J. ^c. polyt. cah. 11 (1802), S. 167. Die Anzahl der Bedingungen dafür, daß 
die Gerade § 63, (1) mit ihren vier Konstanten ganz auf der Fläche nter Ordnung 
liegt, ist nach dem Yerfabren § 68, 1 gerade n -|- 1. Daher enthält die Fläche 1. 
0. oo*, die Fläche 2. 0. cx)*, die Fläche 3. 0. nur noch eine begrenzte Zahl, 
die Flächen höherer 0. i. a. keine Geraden mehr. 

U. Als Schnittlinien der Fläche mit der Tangentialebene § 67, 8 erscheinen 
die Erzeugenden bei Bupin, Döv. (1813), S. 52; vgl. Moebius (1827) Werke 1, 
S. 139; die Gleichungen § 67, (26) gibt Cauchy, Ezerc. 8 (1828), S. 110; 
84 Anm. 178. 
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IIT. Als IpflexionS' oder Haupttangenten (Asymptoten der Indicatrix) § 67, 8 
betrachtet sie ebenfalls Dupitt, Däv. S. 52; 189 f. 

IV. Jede Erzeugende ist daher (§ 14, 5, III) ihre eigne konjugierte Tangente 
nach Dupin, Dev. S. 44; 61 und damit ihre eigne reziproke Polare §68, 21. 

157. Analytiscbie DarsteUuiig der Erzeugenden. I. Die Darstellung 
der Erzeugenden in gemeinen Koordinaten beim Hyperboloid § 68, (22); § 64, (19) 
gibt Cauchy, Applic. (1826), S. 228; BobiUier, Quetel. Corr. 4 (1828), S. 30; beim 
Paraboloid § 65, (9) Cauchy, ebd. S. 221. 

II. Die Darstellung in Tetraederkoordinaten § 159, (15) von Plücker, System 
(1846), S. 105. 

158. Die beiden Scharen von Erseugenden. Daß durch jeden Punkt 
der Fläche zwei Erzeugende gehen § 63, (8); (12) und in jeder Tangentialebene 
zwei liegen § 82, (29^ ergab sich bei Dupin, s. Anm. 156, UI. Daß sich zwei 
ungleichnamige schneiden und zwei gleichnamige nicht § 63, 4; § 65, 4 hebt 
Moehius (1827) Werke 1, S. 140 und Steiner (1827) Werke 1, S. 149 hervor; da« 
erstere ergibt sich auch aus der allg. Darst. § 147, 8. 

159. Metrische Beziehungen der Erzeugenden. I. Beim Hyperboloid 
sind je zwei ungleichnamige Erzeugende, die durch dennelben unendl. fernen Punkt 
gehen, parallel und einer Erz. des Asympt. Kegels parallel § 63, 5 nach Steiner 
(1827) Werke 1, S. 150 f.; r. Staudt G. d. L., S. 214; beim Paraboloid alle gleich- 
namigen einer Asympt.cbene parallel nach Monge- Hachette, J. ^c. polyt. cah. 11 
(1802), S. 167; keine zwei parallel, da durch einen unendl. f. Punkt der Fläche 
schon eine unendl. f. Erz. § 65, (11) geht, Schröter, Oberfl. S. 212. 

II. Der Ort rechtwinkliger Erzeugender für d. Hyperboloid § 64, 1; § 116, 
6 bei Plücker, System (1846), S. 207, in allgemeiner Auff. bei Bauer, Münch. 
Ber. 1881, S. 242; für d. Paraboloid § 65, 16, III; § 116, 12 bei Plücker, ebd. 
S. 208. Den Ort der Erzeugenden mit beliebig gegebenem Winkel bestimmt 
BohilUer, Quet. Corr. 4 (1828), S. 35 nach Kötter, Ber. S. 74. 

160. Faden- und Stabmodelle. I. Auf das Fadenmodell des Hyper- 
boloides § 68, 7 deutet Monge, Gäom. d^script. (1798), Ostwald's Klassiker Nr. 117, 
S. 174 hin; auch die Teilung der Ellipse § 63, Fig. 153 von Monge nach Hachette, 
Corr. polyt. 2 (1812), S. 829. Die Fadenmodelle § 63, 7; § 65, 11 stlhst sind von 
Tfi. Olivier (1830) angefertigt nach Jahrb. d. Fortschr. 1868, S. 298; F. Müller, 
Führer durch die math. Lit., S. 206, und später bei Ch. Delagrave, Paris, 
1^. Brill, Darmstadt, Winkelmann u. S., Berlin 1879 erschienen; s. Dyck, Katalog, 

S. 259. 

II. Das bewegl. Stabmodell § 63, 12, wurde von 0. Hetirici (1874) entdeckt, 

vgl. Dyck, Katalog, S. 261; F. Klein, Geom. 1, S. 50; Ä. Cayley, Mess. 8 (1879), 

S. 51; E. Lucas, Nouv. Ann. (2) 20 (1881), S. 9; Ä. Mannheim, Par. C. R. 102, 

(1886), S. 501. Eine wichtige Verbesserung zeigen die Stabmodelle von H Wiener 

mit „geschränktem Verbindungsgelenk^* bei Teubner, 1908. 

161. Farameterdarstellungen der Flächen 2. O. I. Bei der Parameter- 
darstellung der gemeinen Koord. der Punkte § 68, (25); § 65, (15) und Tangen- 
tialebenen § 82, (33); § 83, (24) der Fläche 2. 0. dienen die Erzeugenden als 
Koord.linien auf der Fläche, Gauß (1828), Werke 4, S. 224 In Tetraederkoordi- 
naten § 159, (26) nach Moehius (1827) Werke 1, S. 136 lehnt sie sich an ein 
Schmiegungstetraeder an. 
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Die zusammen gehörigen Gleichungen reziproker Kegel § 71, (1) und (22) gibt 
Steiner (1827) Werke 1, S. 117; ihre ausfOhrliche Theorie Chasles, Cönes (1830), 
S. 8; die Beziehung der Fokallinien und EreisBchnitte § 71, 9 Chasles, ebd. S. 12. 
n. Der allgemeinere Begriff ist das orthogonale Polarbiindel § 84, 6, bei dem 
jedem Strahl des Bündels die zu ihm senkrechte Ebene entspricht, v. Staudt, G. 
d. L. (1847), S. 210; Halbm. S. 36; Eeye, G.'d. L. 2, S. 97. 

170. Fajrallelepipedon, duroh drei Erzeugende bestimmt. I. Das 
Parallelepipedon beim Hyperboloid § 74, 6 und sein konstantes Volumen § 92, 
(24) bei Hachette, J. f. Math. 1 (1826), S. 846; Magnus, Aufg. 2 (1887), S. 277; 
vgl. H, Vogt, J. f. Math. 86 (1879), S. 297; a. Bauer, Mönch. Ber. 1880, S. 687; 
H. Schröter, Münch. Ber. 1881, S. 288; A. Schumann, Zeitschr. Math. Phys. 26 
(1881), S. 136. Das rechtwinJd. Parallelep. § 92, 6, dessen Ecken auf der Monge- 
sehen Kugel liegen, bei Schröter, Oberfl. S. 199 f. 

n. Das Parallelepip. beim Paraholoid § 74, 9 und § 92, (29) nach MagnuSy 
Aufg. 2 S. 279; Tgl. Moehius, Werke 1, S. 216. 

171. Gerade an drei Geraden gleitend. I. Die Erzeugung des Hyper- 
boloides § 74, 6; 7 zuerst bei Monge, G^om. descript. (1799), S. 130; Monge- 
Hachette, J. ec. polyt. cah. 11 (1802), S. 160; HacheUe, J. f. Math. 1 (1826), S. 840; 
Binet, J. äc. polyt. cah. 16 (1813), S. 321; Moebius (1827), Werke 1, S. 140. Das 
Koordinatensystem § 74, 7 und die mittlere Gl. § 74, (22) bei Steiner (1827), 
Werke 1, S. 160; Magnus, Aufg. 2 (1837), S. 277. Ein allgemeines Koordinaten- 
system benutzt Hesse, Kaum S. 113. Die Gl. § 74, (22) ist ein Spezialfall einer 
allgemeineren Form § 147, 12. 

n. Die Erzeugung des Paraboloides § 74, 11 von Frezier (1788) nach 
Cantor 3, S. 793; Braikenridge (1769) nach Cantor 4, S. 666; 1079. Das Koor- 
dinatensystem § 74, 10; 11 nach Magnus a. a. 0. S. 279. 

in. Die Bestimmung des Ortes einer Geraden, die an drei Ger. gleitet, 
fällt unter die allgemeinere Aufgabe, den Ort der gemeinsamen Strahlen von 
drei linearen Komplexen zu bestimmen § 147, 10. Die natürliche Ableitung der 
Gleichung § 147, (30); (28) aus § 147, (23) ist zuerst von Plücker (1866), Abhandl. 
S. 466, 606; N. Geom. (1868), S. 121 ff. gegeben, andere Ableitungen geben Gordan, 
Zeitschr. Math. Phys. (1) 13 (1868), S. 69; Cayley, Math. Ann. 4 (1871), S. 568; 
Pasch, J. f. Math. 75(1873), S. 131 ff.; Doehlemann, Arch. Math. Phys. (2) 17 
(1899), S. 166; Salmon- Fiedler, Raum 1, S. 142. 

172. Komplexgleiehung der allg. Fläche 2. O. Die allg. Gl. § 78, (28); 
§ 144, (2) bei Plücker, N. Geom. (1869), S. 257 ; vgl. Salmon-Fiedler, Raum U 
S. 102; Clebsch- Lindemann, Raum S. 142. Die Auffassung als geränderte Deter- 
minante § 144, (3) bei Hesse, Raum S. 179; Baltzer, Geom. S. 497; Clebsch-Linde- 
mann, a. a. 0. S. 143. 

173. Lineare Komplexe der Erzeugenden. I. Von den drei Un. Kom- 
plexen § 82, (22) geht Plücker, N. Geom. S. 129, Formel (45) zu dem Hyperboloid 
§ 82, (19) über (seiner Bez. — a, q, ri, r, s, 1; k^, k^, k^ entspricht hier jp,,, p^^^ 

P\i^ PiA^ Pi** Psa'* > hl )i ^^® Bemerkung über den Sinn der Win- 

düng § 82, 9 bei Plücker, ebd. S. 130. Der Sinn einer Regelschar bei v. Staudt, 
Beitr. S. 39 ff. Das Verfahren § 82, 6 nach Clebsch- Lindemann, Raum S. 144. 

II. Es findet seine umfassendere Bedeutung in der Aufstellung der sechs lin. 
Komplexe § 147, (17) oder (18) nach Gordan, Zeitschr. Math. Phys. (1) 18 (1868)» 
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S. 59 und der Theorie der Determinante § 147, (4) nach Voss, Math. Ann. 10 
(1876), S. 143; 13 (1878), S. 320; vgl. BäUzer, Det. S. 184; Staude, Arch. Math. 
Phys. (3) 9 (1903), S. 230. 

ni. Es vollendet sich schließlich in der Aufstellung aller linearen Komplexe^ 
denen eine Regelschar angehört § 169, 7 nach Plücker, Neue Qeom. (1868), S. 113; 
P. Gordan, Zeitschr. Math. Phys. (1) 13 (1868), S. 69. 

lY. Der Begriff der Involution zweier linearen Komplexe § 169, 8 von 
F. Klein, Math. Ann. 2 (1870), S. 201. 

174. Allgemeine Gleiobiung und Folarsystem des linearen Kom- 
plexes (Nullsystem). Die aUgem. Gleichung des linearen Komplexes in der 
aufgelösten Form § 86, (17) bei Moebius (1833), Werke 1, S. 494, in Linien- 
koordinaten § 86, (1); (2) bei Flücker, Abhandl. (1866), S. 464; 478 und Neue 
Geom. S. 26 f. 

Das Folarsystem des lin. Kompl. § 86, 6; 8^11, welches Fiücker, N. G. 
S. 28 f. behandelt, erscheint bei Moebius, Werke 1 S. 494 als involutorischer 
Sonderfall der allg. Korrelation des Baumes § 78, 14, in gleichem Sinne auch 
bei V. Staudty Geom. d. L. (1847), S. 191, wo es als „Nulhystem"' bezeichnet wird. 
Moebius hat für Pol, Polarebene, reziproke Polaren die Ausdrücke „Gegenponkt, 
Gegenebene, Gegenlinie^S Die Komplexlinien erscheinen bei ihm auf Grund des 
Satzes § 86, 10 als „Doppellinien*', Werke 1 (1838), S. 608; vgl. 3 (1837), S. 118. 
Die Sätze § 86, 12, I; II finden sich bei ihm, Werke 1, S. 609, XX und XEX. 
Er folgert aus ihnen noch unter XXI, daß zwei Paare reziproker Polaren hyper- 
boloidisch liegen. 

176. Mittelpunkt) Durchmesser^ Hauptachse und Hauptebene des 
Komplexes. Der Mittelpunkt § 87, 1 als Pol der unendl. fernen Ebene und ein 
Durchmesser § 87, 2 als eine durch diesen Pol gehende Gerade, wie beim Para- 
boloid § 78, 1. 

Die Hauptachsenrichtung und Hauptachse § 87, 1; 4 fahrt Moebius (1833), 
Werke 1, S. 601; 606 ein („Hauptlinie"); Durehmesser § 87, 2 und Hauptebenen 
(„Hauptschnitte'') § 87, 4 bei Plücker, N. Geom. (1868), S. 32; 33; Satz § 87, S 
inhaltlich schon bei Moebius, Werke S. 607, XIY. 

176. Projektion resiproker Polaren beim Komplex. Der Satz § 87, 9 
yermittelt in der graphischen Statik die Beziehung zwischen Fachwerk und Kräfte- 
plan nach L. Cremona, Le figure reciproche nella statica grafica, Milano, 1872; 
F. Schur, Math. Ann. 48 (1896), S. 191; Zeitschr. Math. Phys. 40(1896), S. 48 imd 
A. Föppl, Vorles. techn. Mechanik 2 (2. Aufl. 1903), S. 163 f. 

177. Fokalaohsen der Flächen 2. O. Wie die Brennpunkte der Kegel- 
schnitte solche Punkte sind, an denen die zugehörige Involution harmouischer 
Polaren eine rechtwinklige ist (Anm. 2, II), so sind die Fokalachsen der Flächen 
2. 0. solche Gerade, an denen die zugehörige Involution harmonischer Polar^ 
ebenen eine rechtwinklige ist. Die letztere Eigenschaft erkannte fOr die Breun- 
linien des Kegels § 119, 11 Chasles, Cönes (1830), S. 11; vgl. v. Staudt, Geom. d. 
L. (1847), S. 212; Schröter, Oberfl. S. 62; für die Tangenten der Fokalkegel- 
schnitte der Flächen 2. 0. § 122, 10 Plücker, System (1846), S. 333; für die Er- 
zeugenden aller konfokalen Flächen § 122, 10 vorbereitet bei Jacobi, J. f Math. 
12 ri834), S. 137 =n Werke 7, S. 7; über die allg. Theorie vgl. Beye, G. d. L. 2, 
S. 230. 
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Das Auftreten der Fokalachsen bei der Erzeugung des orthog. Hyperboloids 
§ 100, 11 bemerkt H, Sehröter, Berl. Monatsber. 1877, S. 594; J. f. Math. 86 
(1878), S. 67. 

Die Fokalachsen entsprechen den Brennpunkten im Sinne von § 18, 8, 11 ; 
den Komplex der Geraden, durch die, entsprechend § 18, 8, I, zwei senkrechte 
Tangentialebenen an die Fläche 2. 0. gehen, betrachtet Pamvtn, Bull scienc. 
math. 2 (1871), S. 871. 

178. Tangentialebene als schneidende Ebene. Daß die Tangential- 
ebene die Fläche 2. 0. in einem Geradenpaar schneidet, § 106, 6, bemerkt 
Duptn,D^vel. (1813), S. 61; Cauchy, AppL (1826), S. 209 f.; Steiner (1832) Werke 1, 
8. 871. Überhaupt hat die Schnittkurve einer Fläche mit einer Ebene einen 
Doppelpunkt im Berührungspunkt nach Plücker, Abh. S. 118. 

Die Ableitung der GL der Fläche in Ebenenkoordinaten aus dieser Eigen- 
schaft § 107, (7) bei Hesse, Raum S. 898. 

179. Allgemeine Darstellung der ebenen Schnitte. I. Ebene Schnitte 
der Flächen 2. 0. überhaupt betrachtete Fermat nach Cantor 2, S. 818; Kästner 
(1768) und Jacquier (1736) nach Gantor 4, S. 467 und 601 ; Bandelin nach Dingeide j 
S. 18. 

n. Die Methode der Einfuhrung eines ebenen Eoord.systems in der 
schneidenden Ebene § 108, 1; 2 bei Euler, Introd. 2, App. art. 49; 60; dann in 
Tcrbesserter Form bei Cauchy, Appl. 1, S. 268; Hesse, Raum S. 888 ff., Henrici, 
J. f. Math. 64 (1866), S. 187. 

180. Parallele Schnitte der Flächen 2. O. I. Die Ähnlichkeit und ähn- 
liche Lage paralleler Sdtnitte § 110, 6; § 112, 10; § 118, 8 wird in unvollkommener 
Weise bei Euler, Introd. 2, App. art. 30 angedeutet und von Monge-Hachette, 
J. 4c. polyt. cah. 11 (1802), S. 166 bewiesen, auch bei Klügel 3 (1808) S. 306; 
Magnus, Aufg. 2 (1837), S. 224; s. Baltzer, Geom. S. 490. Dabei gilt nach R. 
Müller, Arch. Math. Phys. (3) 2 (1902), S. 842 der weitere Begriff der Ähnlich- 
keit § 14, 10. Auch bei den Parabeln § 113, 8 genügt zur ähnl. Lage die gleiche 
Bichtung der Hauptachsen, während der Sinn der Hauptachse (beim Durchgang 
der Parabel durch ein Parallellinienpaar § 74, 2 cder eine Doppellinie) um- 
schlagen kann. 

U. Der Ort der Mittelpunkte ebener Schnitte § 111, 4 für Rotationsflächen 

bei Waring (1762) nach Cantor 4, S. 622; allg. BaÜzer, Geom. S. 616; s. Anm. 60. 

in. Die Bemerkung § 113,8, daß die in s quadratische Gleichung (§ 107, (8)): 

-^•' = (^,jM*+...+ 2^,,ur) + 2(^,,w + ... + ^,,tr)s + A,,i?« = 

die Diskriminante: 

(Ä,,u* +'•' + 2A,,Hi')Ä,,--(Ä,^u + • • • + Ai^cy 

«= A^^m'H h^Aagüii?-! = Ä(a^^u* ■] |-2cf„t7M7H ) (lAnm. 1,0(11)) 

= -^^]i(§lll,(19)) 

hat, die nach § 113, (1) verschwindet, dürfte neu sein. Sie bedeutet bei den 
eigentl. Flächen {A =4= 0) oder Kegeln {A = 0), daß unter einem System paralleler 
parabolischer Schnitte nur einer vorkommen kann, wo die Parabel in ein Paral- 
lellinienpaar oder eine Doppellinie zerfdllt. 

181. Hauptkrünunangsmittelpunkte. I. Der § 110, 8 benutzte Sats 
lautet: Bestimmt man in einem Punkte P = x, y, z der Fläche f(Xf y,z) =0 
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die positive Normale durch die Richtungskosinus: 

unter /ti/s,/*« die partiellen Differentialquotienten von /* yerstanden, so sind 
die Hauptkrümmungsradien, als relative Entfernungen q^ = PMi und q^ =» PM^ 
der beiden Hauptkrümmungsmittelpunkte M^ und M^ von P auf der positiven 
Normale, die Wurzeln der in q quadratischen Gleichung: 

f. 



F 


/;, 


/i. 


Ux 


F 


/;. 


/;. 


/;. 




/; 


u 


/; 



0. 



Cauchy, Applic. (1826), S. 844; Baiteer, Determ. S. 155. Mit 2f^g geht hieraus 
die Gleichung § 110, (22) hervor. 

IL Die Unterscheidung positiv und negativ gekr. Flächen zuerst bei Meusnier 
Par. m^m. pr^s. 10 (1776), S. 491 ff. nach Baltzer, Geom. S. 457. Das konstante 
Vorzeichen der Krümmang bei den Fl. 2. 0. § 115, 1 nach Dupin^ D^vel. (1818), 
8. 195; 205, während bei Fl. höherer Ordnung Grebiete von pos. u. neg. Kr. durch 
die Demarcationslinie getrennt sind, Dupin, a, a. 0. S. 195. 

in. Den Zusammenhang zwischen Hauptkrümmungsradien und Hauptachsen 
eines ebenen Schnittes § 110, 8 begründet Dupin, D^veL, S. 29; 206, indem er 
mittels einer affinen Transformation den gerade betrachteten Punkte der Fläche 
zu einem Scheitelpunkt macht. 

rV. Die Darstellung durch ellipt. Koord. und die Polarbeziehung § 121, 11 
von G. Scdmon nach Salmon-Fiedler, Raum 1, S. 812; R. Totcnsend, Camb. Dubl. 
J. 5 (1850), S. 177. 

182. Klassifikation der ebenen Sohnittkurven der Fläche 2. O. I. 
Ansätze zu einer vollst. Klassif. der ebenen Schnitte bei Cauchy, Appl. S. 263 ff.; 
Hesse, Baum S. 388 ff. Die hier gegebene Darstellung erreicht auf elementarem 
Wege die Herstellung aüer kanonischen Gleichungen § 114, (3), deren Vergleich 
mit § 26, (2) zugleich die kurze Bezeichnung der geränderten Determinanten 
durch den obem Index u rechtfertigen dürfte, sowie der Tabelle § 114,(20) aller 
möglichen Schnittkurven bei Annahme gem. rechtw. Koordinaten. 

II. In Tetraederkoordinaten § 153, 11 wird die Klassifikation der ebenen Schnitte 
umfassend behandelt von Gundelfinger in Hesse, Baum S. 467. Die Tabelle 
§ 153, (22) vertritt zwei Tabellen, insofern ihre Kolonnen- und Zeilenüberschriften 
nach § 155, (41) und § 156, (38) in den Summen der Hauptunterdeterminanten 
dargestellt werden können (s. Anm. 76, YU). 

UI. Der Aufbau der Tabelle § 114, (20) stützt sich auf die allgemeinen 
Tabellen § 156, (38) und § 157, (25). 

183. Besondere ebene Schnitte. I. Als Schnitte verschiedener Rotatiofis- 
kegel, senkrecht zu einer Kante geführt, wurden die drei „Kegelschnitte" (s. Anm. 
1) von Archimedes erhalten nach Tropf ke 2, S. 432, als Schnitte eines und des- 
selben elliptischen Kegels § 115, 9 bei Apollonius nach Tropf ke, Gesch. 2, S. 437. 
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n. Daß die Schnitte des hyp, Parctb. % 115, 8 niemals geschlossene Eurren 
2. 0. sein können, hebt hervor, Hachette, Corr. polyt. 1 (1808), S. 438. 

in. Die Beziehung der parabolischen Sdinitte § 74, 2 und § 115, 4; 5 zom 
Asymptotenkegel bei Steiner, Werke 1, S. 445 Anm.; Magnus, Anfg. 2 (1887)^ 
S. 247. Das Vorkommen von Faralkllinienpaaren bei Cauchy, Appl. (1826), S. 271 ; 
Steiner, Werke 1, S. 161; 371; v. Staudt, G. d. L. S. 214. 

184. Gleichseitig hyperbolische Schnitte. Die ebene Schnittkurv» 

§ 110, (11) der Fläche 2. 0. hat ein gegebenes ÄchsenverhäUnis — : — = w : — n^ 

wenn die Wurzeln Ij, X^ der quadratischen Gleichung § 109, (11) die (rational 
gemachte) Bedingung erfüllen: 

(mii+nZ^)(mX, + «li) = oder (m — n)*Xji, +mn(ii +;i,)« = 

oder nach § 109, (26): 

(w — n)«(w* 4- r« + w*)AJ^^ — mn{Ä\!iy = . 

Diese stellt, in Verbindung mit 5 = 0, einen Kegel 4. Klasse dar, den Leiikegel 
der Schnitte vom Achsenverhältnis m : — n, auf den Steiner, Syst. Entw. (1882), 
Werke 1, S. 446, Aufgabe 31, hinweist. Für m = fi zerfällt er in den doppelt 
zählenden Kegel 2. El. § 116, (11) den Leitkegel der gleichseitig hyperbolischen 
Schnitte {Steiner, a. a. 0. Aufgabe 80). Für w = — n zerfällt er in vier Strahlen 
(vier Ebenenbüschel) ö = (§ 109, (16)). Von den Ebenen dieser vier Büschel 
kommen aber nur die 6 Verbindungsebenen der vier Strahlen als Kreisschnitte 
in Betracht aus dem Anm. 150, VI dargelegten Grunde. Für m = oder n =» 
kommt er auf den Asymptotenkegel § 111, (19), den Leitkegel der parabolischen 
Schnitte (Steiner a. a. 0. S. 446, Anm.) zurück. 

Über die gleicftseitig hyperbol. Schnitte s. 0. Sehlömtlch, Zeitschr. Math. 
Phys. 6 (1861), S. 418; Beyer, Diss. Breslau 1868; H. Schröter, Oberfl. (1880), S. 76; 
195; 218; 0, Kupp, Wien, Ak. Ber., math. naturw. Kl" 86, 2 (1882), S. 909fF.; 
Gillet, Mathäsis (2) 2 (1892), S. 163; 180; 228; M, Krewer, Arch. Math. Phys. (2)^ 
12 (1894), S. 208; G. D. E. Weyer, ebd. 14 (1896), S. 189; B, Hoppe, ebd. 14, 
S. 486; W. Rulf, Monatsh. f. Math. 7 (1896), S. 93; K. Schober, ebd. S. 111; ge- 
nauere Angaben bei W, Bath, Diss. Rostock 1904; vgl. auch Steiner (1826), 
Werke 1, S. 13. 

185. Ebener Schnitt senkrecht zu einem Fokalkegelsohnitt. Daft 
ein durch einen Pankt P^ eines Fokalkegelschnittes senkrecht zu diesem gelegter 
Schnitt in P^ einen Brennpunkt hat, bemerkt für den Kegel §119,11,11 Chaslea, 
Eecherches (1829), S. 9; Cönes (1880), S. 18; Plücker, System (1846), S. 299; für 
die eigentl. Flächen § 127, 10; § 128, 8 Chasles, Aper9u (1887), Note XXXI, art. 
(28); die Schlußweise § 127, 10 bei Flacker, System (1846), S. 290; 296; die allg. 
Auffassung § 127, 12 bei SulmonFiedler, Raum S. 263. 

186. Oemeinsame Tangenten zweier konfokaler Flächen und Fokal- 
strahlen. Die Bestimmung der gemeinsaiDcn Tangenten zweier konf. FL § 122, 
(8) gibt LiouviUe, J. de math. (1) 11 (1846), S. 112; 12 (1847), S. 423; vgL 
Gundelfmger in Hesse, Raum, S. 496. 

Die gemeinsamen Transversalen der Fokalkegelschnitte heißen bei MacChtllagh 
(1848), Works S. 803, bifocal right lines. 

Ihre Konstruktion § 184, 1; § 137, 1 für § 132, Fig. 203; § 136, Fig. 211 
bei Staude, Fokaleigenschaften (1896), S. 183. 
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187. Senkreohter Schnitt der scheinbaren Umrisse. Der Satz § 122, 
«, n ffir zwei beliebige Flachen Tj und r, bei Chasles, Apercu (1837), Note XXXI, 
Art. (33); für eine Fläche r^ und einen Fokalkegelschnitt x^^^ß^y bei Chasles, 
•ebd. art. (13); für die beiden Fokalkegelschnitte § 122, 6, IE bei Chasles, Nouv. 
Mem. Acad. Brux. 5 (1829), nach Aper9u, a. a. 0. art. (14). 

188. Fokaleigenschaften der konjugierten Fokalkegelschnitte. Der 
Ausdruck „focales conjugtLeesf* § 131, 1; § 136, 1 bei Chobles, Aper9u (1837), Note 
XXXI, art. (7) Anm. Die Fokaleigenschaften der Fokalkegelschnitte § 131, 5—7 ; § 136, 
4 gibt Ch. Dupin, D^vel. (1813), S. 280; Corr. polyt. 1 (1807), S. 218; 2 (1818), 
S. 424; vgl. Dandelin, Brux. Nouv. m^m. acad. 2 (1822), S. 171; 3 (1826), S. 1; 
Ostwalds Klassiker, Nr. 117, S. 206; Jacobi (1834), Werke 7, S. 8; Chasles, Par. 
€. R. 16 (1843), S. 1108; Plücker, System (1846), S. 264; Hesse, Raum, S. 363; 
BaUzer, Geom. S. 628; SUiner- Geiser, Kegelschn. (1876) S. 176; Schröter. Oberd. 
S. 603; 606. 

189. Gleichungen 3. und 4. Grades. I. Sind x^^x^^x^ die Wurzeln der 

kubischen Gleichung: 

X* +px^ + gÄ + ^ = , 

so genügen die drei Werte: 

der unsymmetrischen Funktion yi =x^-^-x^ der Wurzeln ihrerseits der Gleichung 

(§ 137, (12)) : 

y' + 2f y* + (p» + g)y + (pg - r) = ; 

nach dem allg. Satz über unsymmetr. Funktionen der Wurzeln von Lagrange 
(1771), J. A, Serret, Höh. Algebra, deutsch von G. Weriheim 1 (2. Aufl. 1878), S. 328; 
EncyJdopädie der math. W. I, 1, S. 468, art 16 (K. Th. VaUen)-, die Gleichung 
% 137, (12) selbst von Binet, J. ^c. polyt. cah. 16 (1818), S. 62. 

n. Die Bestimmung der Wurzeln jJi, ä,, «,, x^ der hiquadrat. Gleichung: 

X* -{-px^ + qx* + ra: + 5 = 

führt auf die kubische Besolvente (§ 134, 6): 

deren Koeffizienten: 

P= — 8p* + 8g , ^ = 3p* — \6p*q + 16pr + 16g« — 64« , 

-R = -(l>'-4pg+8r)», 
und deren Wurzeln die sechs Werte 

^4= Xf ^8 1^11 ^4» ys*^ ^ ^iT'^i4"^4i tfü'^^ ^1 ^~r^~r^4 
der unsymmetr. Funktion y^ sind; Methode von Zra^ran(7e, Serret - Wertheim a.a.O. 
2 (1879), S. 396; Encyklopädie I, 1, 8. 602 (0. Holder), 

190. Die biquadratische Gleichung der gebrochenen Fokaldistanzen. 
Das Verfahren § 134, 2; 9, erst die Längen der gebr. Fokaldistanzen aus einer 
Ol. 4 Grades § 134, (14) und dann die Koordinaten x^, y^ der Knickpunktc aus 
den linearen Gl. § 134, (12) zu bestimmen, entspricht dem Verfahren des Haupt- 
achsenproblems, wo ebenfalls erst die Hauptachsenkoe/f, aus der kub. Gl. § 88, 
(17) und dann die Bichtungskosinus der Hauptachsen aus § 88, (16) bestimmt 
werden. Die Resolvente § 134, (18) der Gl. § 134, (14) ist die Definitions- 
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gleichung der ellipt. Koordinaten § 120, (10), wie auch in der Darstellung § 184, 
(28") zum Ausdruck komint. Das entsprechende gilt fär das Verfahren § 187, 2; 4. 

191. TTmbeflchriebene Vierseite. L Die erste der beiden Möglichkeiten 
des Satzes § 145, 2 findet C, J. Brianchon, M^m. lign. du 2 ordre (1817), 8. 14; 
Pancelet, Trait^ (1822), Art. 158 ; beide Möglichkeiten erkennt Th, Weddk, Cambr. 
Dubl. J. 8 (1863), S. 106; vgl. G. Bruno, Torin. Atti 17 (1882), S. 35; A. Mann- 
heim, Soc. Math. Fr. BuU. 25 (1897), S. 78. Die allgemeinere Aufgabe, wann 
n Punkte einer Fl. 2. 0. Berührungspunkte eines geschl. Tangentenpoljgons sein 
können, bei Ä. Voss, Math. Ann. 25 (1885), S. 89; 26 (1886), S. 231; ZetUhen, 
ebd. S. 247. 

n. Den Ort der Tangenten, welche zwei feste Tangenten schneiden § 145, 
4 behandelt J, Cardinaal, Nieuw Arch. 10 (1888), S. 131. 

192. Quadratische Komplexe der Srseiigenden. Während es keinen 
linearen Komplex gibt, dem gleichzeitig beide Scharen der Erzeugenden an- 
gehören § 159, 7, I, gibt es neben den speziellen quadrat. Komplexen § 146, (3) 
im allg. einen quadrat. Komplex, der beide Scharen enthält, nach F. Schur ^ 
Math. Ann. 21 (1883), S. 516; s. W. Düker, Dissert. Rostock 1910. 

193. Determinante nten Grades. I. Die Inversiofiszahl a einer 
Permuiation a = «^ «, . . . «„ der n Zahlen 12 ... n ist die Summe der 
Anzahlen kleinerer, die auf jede der Zahlen a^, a^, . . ., a^ folgen; 
z. B. a = 15342, a-0 + 3 + 1+1 +0 = 5; a- 14523, a = 4. Die 
PermutcUion heißt gerade oder ungerade, je nachdem ihre Inv.zahl ger. 
od. unger. 'ist. Baltzer, Det. (1875), S. 1. 

IL DefiniHofi der Determinante nten Grades: 



«11 «12 


. . . «1^ 


«21 «22 

• • • 


. . . Oj^ 


«nl «n2 


. . . a„^ 



\* 



wo sich die Summe entweder, bei fester Permutation a=«ai«j...a^ 
(in der Regel «== 12 . . . w), über alle «! Permutationen ß^ ß^ß^-'-ßn 
oder, bei fester Permutation ß (in der Regel /3-=12...n), über aUe 
n\ Permutationen a erstreckt, und q und b die Inyers.zahlen von a 
und ß sind. Beispiele n = 2, 3, 4, s. I Anm. 1, I, (1); H, (1); III, (1); 
BaUjser, Det., S. 5. 

III. Adjungierte Unterdeterminanten. Sind «i«2--"*^*+i'-^ii ^^^ 
ßißi ' ' • ßkßk+i "ßn ^^®^ Permutationen mit den Invers.zahlen a und b, 
so sind: 

«« V «« ^ • • • «^ V. I 

a . a . ... a -k^ii^k^i «*+i/*n 



(2)i>«^-= ^^^^ "-'^"' ''»•'*, g«.— (-l)^^^ 



<'k{^i (fkßx «kt'^k 



^n(^k + l ' ' ' "n!^H 
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zwei adjungierie Unterdeterminanten Äten (ä:= 1, 2, ..., oder n — 1) 



n(n — l)...(n — jfc + l) 



Kombinationen 



und n — Ä ten Grades. Den L j = 

a =» «1 «, . . . «^ und ( , j Kombinationen ß^ ßiß^ - - * ßk entsprechen 

(!^j ünterdet. p^^^ und zu jeder solchen gehört eine bestimmte ^--; 

z. B für n = 4 mit a = 314, ä =» 2; /J = 124, ^ = 3 oder a = 23, 
5 = 14; /5 = 24, /J = 31: 



«81 «82 «84 










«11 «12 «14 


und 0^3 oder 


«22 «24 
«82 «84 


und 


«18 «11 
«48 «41 


«41 «42 «44 











Der Faktor ( — 1)*+^ wird immer + 1, wenn man die Kombination 

€L, a und ß, ß so wählt, daß die Permutationen a^a^.,, ccj^cc^^^ ••• «• 

und ßiß2'"ßkßk+i'*'ßn beide gerade sind, wie I Anm. 1, III, (3); (10). 

rV. Enttvicklung nach Unterdeterminanien. Die Determinante (l)ist: 

WO sich die Summe entweder, bei fest bleibender Kombination a^ 
über alle yT\ Kombinationen ß oder, bei fest bleibender Kombination ß^ 

über alle (, j Kombinationen a erstreckt, und der Faktor g--^- in jedem 

Gliede die adjungierte ünterdet. von p^^ ist. Ist im ersten Falle ä 
nicht genau die „Jcamplernentäre Kombination^^ zu «, die a zu einer 
vollen Permutation ergänzt, so ist die Summe in (3) nicht Ay sondern 
0; und entsprechend im zweiten Falle; Baltger, Det. S. 30, Beispiele 
s. I Anm. 1, n, (6); III, (17); (19) und im vorl. Text § 43, (17); 
§ 107, (8); (12); femer für § 140, (12) ausgeführt: 



J^uW 



«11 «12 «18 «14 
«41 «42 «48 «44 



Wl ^2 ^8 «*4 

u[ m; w; w; 



^8 «8 



+ 



und die ersten Faktoren der 6 Glieder nach I Anm. 1, III, (19) ent- 
wickelt (§ 140, (16)): 



^uu'_2*2"*7«*5n 



und entsprechend § 140, (33); (36); (42); § 142, (40). 

V. Determinanten aus Unterdeterminanten, Bedeutet -4,^ die (ad- 
jungierte) Unterdeterminante des Elementes a,^, so ist in der Be- 
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As.keg. und As. der Fokalh3rperbel 
§ ö5, 9; — kegelgleichung der Hyper- 
boloide §74,8; —Parallelogramm der 
Hyperbel § 3, (16). 

-^1 ^kn ßkii B*ii ^ » -ß'i Bq» • • *^^ 
Abkürzungen 8. „Determinante". 

Berührungsdreieck der Kurve 2. 0., Be- 
griff § 62, 1 ; mit unendl. f. Seite § 62, 
3, entsprechende Gleicbungsform § 62, 
(3). (3'), auch § 38, (6) (5'), entspr. pro- 
jektive Erzeugung § 62, 4 , entspr. ra- 
tionale Parameterdarst. § 52, 6. 

Berührungsdreikant des Asymtotenkegels 
u. entspr. Gleichungsform von Hyper- 
boloid und Kegel § 74, 1. 

Berührungsebene s. Tangentialebenj9. 

Berührungskegel ^ Begriff u. Gleichung 
bei der allg. Fläche 2.0. § 67, 7, ebene 
Berühr.kurve § 68, 10, allg, Gleichung 
bei Kugel § 69, 8. § 100, 4, bei Ellip- 
Boid, Hyperboloid § 70, 4, bei Para- 
boloid § 70, 11, bei Kegel § 71, 6; 
Hauptachsengleichung des — bei Ellip- 
soid, Hyperboloid § 121, (18), bei Para- 
boloid § 124, (18), Brennlinien des — 
bei Ellipsoid, Hyperb. § 122, 1, bei 
Paraboloid § 126, 1 ; Ort der Scheitel 
solcher — an Ellips., Hyperb., Para- 
boloid, die ghichseitig § 100, (17). (21). 
§ 122, (13). § 125, (7); dual gleichseitig 
§ 100, (18). (22). § 122, (16). § 126, (10); 
die Kegel des Pappus oder Hachette 
Anm. 66; die RoUitionskegel § 122, 8. 
§126,2; die längs einer Kurve he- 
ruhtendQ Kugelke^el §70, 6. 12; die in 
zwei Punkten berührende Kugelkegel 
sind §127, 11. HL 

Berührungspwikt — der Tangente der Kurve 
2. O. § 10, 3; als Pol der Tangente 
§11, 17; Koordinaten bei geg, Tan- 
gente § 45, (4). (6) , Gleichung in Linien- 
koord. § 45, (20) ; — einer Geraden der 
Kurve 2. Kl. § 16, 3, Gleichung § 16, 
(12); — der Tangente der Flädie 2. 0. 
§ 67, 3, Koord. bei geg. Tang. § 144, 
(4), Gl. in Ebenenkoord. § 148, (14); 
~ der Tangentialebene der Fläche 2, 0. 
§67, 4, als Pol der Tang.eb. §68, 26, 
Koord. bei geg. Tang.eb. § 143, 2, Gl. 
in Ebenenkoord. § 148, (6); — einer 
Ebene der Fläche 2. KI. § 76, 3, Glei- 
chung § 76, (10). 



Bestimmungsstücke ^ fünf der Kurve 2. 0. 
oder 2. Kl. § 9, 9. § 16, 6, (fünf des 
Kegels 2. 0. oder 2. Kl. § 80, 1), drei 
des Kreises § 12, 12, neun der Fläche 
2. 0. oder 2. Kl. § 66, 10. § 76, 8, vier 
der Kugel § 69, 14, fünf (Strahlen) des 
linearen Komplexes § 86, (1). 
Büineare Formen /*^„ zweier Punkte 
a;i"*\ arj."* und ihre Identität für zwei 
Koordinaten § 39, (6), auch § 7, (6). § 9, 
(13). § 16, (9), für drei Koord. § 41, (6), 
auch §9,(7). §10,(9). §16,(6). §66, 
(13), für vier Koord. § 138, (6), auch 
§ 66, (7). § 67, (9). § 76, (6). Übergang 
in f^^ §39, (7). §41, (7), auch § 10, 
(8). § 16, (7). § 138, (7), auch § 67, (8). 
§ 76, (6). 
Brennkreis der Rotationsflächen § 53, 4. 
Brennkurven (Brennkegelschnitte) siehe 

Fokalkegelschnitte. 
Brennlinien der Zylinder § 53, 9. 10, der 

Kegel s. Fokallinien. 
Brennpunkte der Ellipse, Hyperbel, Pa- 
rabel, Einfuhrung § 1, 1. § 2, 1, als 
Scheitel berührenderKreisstrahlenpaare 
§ 13, 8. 16, als Scheitel rechtwinkl. In- 
volutionen harmon. Polaren § 20, 4, I. 
16, 1, als Scheitel doppelt berührender 
Kreisstrahlenpaare § 127, 11, lY, als 
Schnittpunkte der durch die im. Kreis- 
punkte gehenden Tangenten § 20, 23, 
als Punktepaare der Schar der Kon- 
fokalen § 32, 11. § 84, 10, als Doppel- 
punkte der Involution, die von senkr. 
harmon. Polaren auf einer Hauptachse 
best, wird, § 20, 6. 18, Gesch. Anm. 2 ; 
— der Rotatiansflächen % 63, 3. 6, als 
Scheitel berührender Kugelkegel § 70, 
6; — der sphärischen Kegelschnitte 
§ 54, 6 ; — der Ellipsoide, Hyperboloide, 
Paraboloide §55,6. §66,6, auf der 
Fläche liegende § 65, (12). ^13). § 56, 
(9). (10). 
Brennpunktseigenschaft der Ellipse und 
Hyperbel § 1, (9). (10), aus der Brennp.- 
Direktrixeig. abgeleitet § 4, 9, ihre 
Identität § 1, (6); — der sphärischen 
Ellipse § 130, 4. 6 s. Fokaleigensch. 
Brennpunkt'Direktrioceigenschaft der El- 
lipse und Hyperbel § 4, (18). (32). (84), 
der Parabel § 2, (6), ihre Identitäten 
§ 4, (28). § 2, (8); — des Kegels (Brenn- 
strahl. D.) § 128, 9, ihre Identität § 128, 
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(31); — der Ellipsoide, Hyperboloidf, | 
Paraboloide § 127, 7. 8. 9. § 128, 6. 7, 
ihre Identitäten § 127, (20). (23). (26). 
§ 128, (20). (23). 

Brennpunktsgleichung d.Ellipse, Hyperbel 
§4, (10), der Parabel § 2, (9), der Kegel- 
schnitte §4, (10), in Linienkoord. §31, 
(28). (31); — der Rotationsflächen § 53, 
(26), in Ebenenkoord. § 105, (31). (34). 
§ 82, (46); — der Flächen 2. 0. § 127, 
(29). 

Brennstrahlen bei der Ellipse, Hyperbel, 
Parabel, Begriff § 18, 4. 13, Winkel 
gegen Ti^ng. n. Normale § 13, 4. 18; 
8. Fokaldistanzen. 

Brennweite der Ellipse u. Hyperbel § 1, 1. 

Bündel von Flächen 2. 0. , Begriff § 86, 12. 

Büschel Von Ponktepaaren § 8, (63), von 
Kegelschnitten § 48, 6. 

Definite Form von zwei homog. Koord. 
§40, 4, Bedingung §40, (42); — von 
drei h. K. §49, 2, Bed. §49, (10); — von 
vier h. K. § 162, 6, Bed. § 162, (14). 

Determinante, des Punktepaares, Begriff 
der Det. u4 § 7, (11). § 39, (11), Inva- 
rianteneigenschaift § 39, (12), auch § 31, 
(16), Summe der Hauptelemente A' 
§ 40, (41); — der Kurve 2, 0, od, 2.KI, 
Begriff der Det. A mit C/nterdet. A^i 
§9, 6. §41,4; JB,JB^, §16, 3; E.Ej,^ 
§ 41, 4, Invar.eig. § 41, (17), auch § 22, 
(7). § 31, (6). § 106, (19), Zerfall der 
^4„ a^, in Faktoren §42, (13). (19), 
Hauptunterdet. Aj^j^ § 49, 4. 8, Summen 
der Hauptunterdet. A\ Ä' § 19, (3). 
(4); Ai, §21,(18); B\ B'\ B,, Bi, 
§ 27, (3); — der Fläche 2.0. od. 2. Kl., 
Begriff der Det. -4 mit Un^det. ^^,, 
«H» A^, §66,6. § 138,4; a^ §140, 
bei (16); 5,B^„ /J*,§75,3; B^,§102, 

6; J5,^;tP«Ai§18Ö»*» Invar.eig. §138, 
(17), auch §91, (7). §106, (4), Zerfall 
der Aj^i, ai^i, ai^i in Faktoren § 139, 
(13).(21).(27), Hauptunterdet. ^tt §162, 
6. 11. 13, Summen der Hauptunterdet. 
A\ A'\ A'" § 79, (5). (6). (7); A:,,A[\ 
§89,(6); B\B'\B'" §101,(3); 8^ 
§101,(6); Bo' §102,(19). 
Determinante, geränderte der Kurve 2. 0. , 
einfach geränderte A^, Begriff § 43, 
(6), Invarianteneigenschaft § 43, (10), 
Entwickl. nach Linienkoord. § 43, (7), 



Übergang in vollst. Quadrat § 42, (14), 
rrrUerdeterm. AJ^i § 43, (18). § 44, (26), 
Zerfall deril^**, in Faktoren §44,(33), 
Hauptunterdet. ^;i §49 bei (20), Überg. 
der Afi, in vollst. Quadrat § 45, (16), 
Summen der Hauptunterdet. A'*^ § 44, 
(38); zweifach ger. ^««', Begriff §43, 
(13), Invar.eig. §43, (16), Entwickl. nach 
Punktkoord. §43, (17), nach Linien- 
koord. §48, (19), tiberg. in v. Quadr. 
§44, (.36); - der Fläche 2. 0., einfacfh 
ger. ^^ Begriff § 107, (6). § 140, (6), 
Invar.eig. §140, (9), Entw. nach Ebenen- 
koord. § 107, (8). § 140, (7), Überg. in 
V. Quadr. § 189, (14), ühterdet. AJ^i, a^J 
§ 107, (9). (10). (11). (20). § 140, (21). 
(36). § 141, (32). (46), Entwickl. nach 
Ebenenk. § 107, (33). (86), Zerfall der 
A^i, u^i in Faktoren § 141, (38). (48), 
Hauptunterdet. ^;^jt, a^^ § 163, 4, Über- 
gang der Aj^j^, a^^^ in v. Quadr. § 143, 
(14). (18), Summen der Hauptunterdet. 
Jl'", ^"- § 107, (22). (23); i4;?§ 109, 
(10); zweifach ger. .^1«*-', Begriff § 140, 
(12), Invar.eig. § 140, (14), Entw. nach 
Linienk. § 140, (16). (17). (19), nach 
Ebenenk. § 140, (22), Überg. in vollst. 
Quadr. § 189, (22). § 141, (41), Unter- 
det. Al^i"^ § 140, (41), Entwickl. nach 
Linienk. § 142, (38), nach Ebenenk. 
§ 148, (7), Zerfall der Aj^i"^ in Faktoren 
§ 142, (31), Hauptunterdet. il/i*" § 154, 
(9), Überg. der Aj^j^' in v. Quadr. § 148, 
(9), Summen der Hauptunterdet. -4. '****' 
§142, (22); dreifach ger. ^ •'•"«", Be- 
griff § 140, (29), Invar.eig. § 140, (31), 
Entw. nach Punktk. § 140, (33), nach 
Linienk. § 140, (36). (37), nach Ebenenk. 
§ 140, (42), Überg. in v. Quadr. § 139, 
(28). §141,(49). §142,(36). 
Determinantenidentitäten, für den 2. Grad, 
unbedingte §23,(26); — für den S.Grad, 
unbedingte § 19, (7). (28), bedingte 
(^„«0) §23, (20); (Elem. von ^, 
alle 0) §23, (28); — für den 4. Grad, 
unbedingte §79,(10). §81,(17). (24), be- 
dingte (^44 = 0) §94, (29), (ünterdet 
von ^44 alle 0) § 94, (36), (Elem. von 
A^^ alle 0) § 94, (43) ; — für einfach 
geränderte 4, Grades §44, (40). § 111, 
(29). § 109, (20); — für einfach gerann 
derU 5. Grades, unbedingte § 107, (26). 
(43), bedingte (^^ = 0) §111, (17). 

63* 
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Dreiachsige, einachsige, unbestimmt- 
achsige Flächen 2. 0. § 100, 2. 

Dreieck^ ein- u. umbeschr. einer Kurve 
2. 0. § 37, 10; — mit Höhen als vollst. 
Viereck § 8, 20. 

Dreiteilung des Winkels § 38, 10. 

Dualität als Polarreziprozität in gem. 
Koord. §20, 11. §82, 13, in Dreiecks- 
u.Tetraed.koord. §46, 14. § 149,(39). (40). 

dual gleichseitiges Hyperboloid u. Kegel^ 
Begriff u. Beding, für die Halbachsen- 
quadrate§ 71,(30), Invarianteneigensch. 
der Bed. § 93, 5, allgem. Bed. § 100, 
(14); charakt. Eigensch. hergel. aus 
Theorie des Polaxtetraeders § 151, 7. 

dual orthogonales Hyperboloid u. Kegel 
§ 82, 16, allg. Bed. § 100, (;30). 

Durchmesser der Ellipse und Hyperbel 
§14,1, der Parabel §14,8; — des 
Ellipsoides und Hyperboloides § 66, 2. 
§ 72, 1, der Paraboloide § 73, 1 ; — des 
lin. Komplexes § 87, 2. 3. 

Durchmesser, konjugierte, der Ellipse u. 
Hyperbel § 14, 2, als Involution § 14, 4, 
besondere § 14, 6, Gleichung in bezug 
auf sie § 14, (11), ihre Quadratsumme 
u. ihr Parallelogramm § 14, 7, als In- 
yariantensatz § 22, 10; — ähnlicher 
Kegelschnitte § 14; 11; — u. Tangente 
der Parabel § 14, 8. 9 ; — ebener Schnitte 
einer Fläche 2. 0. § 72, 6, — einer Dia- 
wetralebene des Ellipsoides u. Hyper- 
boloides § 72, 2, mit ihr in vereinigter 
Lage § 72, 4, im Polarbündel des 
Asymptotenkegels § 84, 3 ; — zwei § 72, 
5, als konjugierte Gerade § 72, 5, IV. 
§82, 4; — drei §72,7, Gleichung in 
bezug auf sie § 72, (14), metrische Eigen- 
schafben § 72, (23), als Invariantensätze 
§92, 2, reelle und imagin. §72, 11; 
— zwei mal drei auf Kegel 2. 0. § 151, 
6; — einer Stellung beim Paraboloid 
§ 73, 2, Quadratsumme der Längen 
§ 73, 5, als Invariant^nsatz § 02, 3. 

Ebefie als Bestandteil einer Fläche 2. 0. 
§ 66, 8. 

EbenenkoordinatengleicJiung, der EUipse, 
Hyperbel, Parabel §53, 11, der allg. 
Kurve 2. KL i. Baume § 80, (23'), der 
unendl. fernen Kurve 2. Kl. § 80, (19'), 
der unendl. f. Kurve der Fläche 2. 0. 
§ 111, (19 ; — der Kugel § 69, (27), 



der EUipsoide, Hyperboloide, Para- 
boloide i. bezug auf Hauptachsen § 70, 
(10). (32), der allg. eigentl Fläche 2. 0. 
in gem. Koord. (Methode koinzidenter 
Polarelemente) § 78, (7), (Meth. zer- 
fallender Schnittkurve mit einer Ebene) 
§ 107, (8), in Tetraederk. § 143, (2); des 
eig. Kegels 2. 0. im Bündel § 80, (12); 
—en (zwei) des Kegels 2. 0. im Räume 
§71, (8). (9). §80,(20'). §143,(8). (11); 
— en (drei) des Ebenenpaares § 71, (83). 
(34). §148,(17), der Doppelebene §143, 
(18); — der Schnittkurve der Fläche 
2. 0. mit einer Ebene § 148, (8), des 
Berührungspunktes einer Tang.ebene 
§ 148, (5) ; — en (zwei) der Erzeugenden 
in einer Tang.ebene §148, (8); derBe- 
rühr.Iinie einer stat. Tang.eb. § 148, (9) ; 

— des Schnittpunktpaares mit einer 
Geraden § 148, (13), des Berühr.ponk- 
tes einer Tangente § 148, (14). 

Ebene Schnitte, s. Schnittkurve. 
Ebenenpaar im Ebenenbüschel § 7, 13, 
als Kegel 2.0. §80, 9, L, als Fläche 

2. 0. §71, (82). §81, 2. §99, (2), UI. Ko- 
lonne. § 189, 6. 

Eigentliche — Punktepaare §7,(18);— Kur- 
ven 2. 0. u. 2. Kl. , Begriff § 18, 2. § 42, 

3, Identität beider § 18, 7. §46, 8; 
Übersicht s» 26, (2), I. Kol.; — Kegel 
2. 0. u. 2. Kl § 80, 6, Identität § 80, 8; 

— Flächen 2. 0. u. 2. Kl., Begriff § 78, 
2. § 139, 8, Identität § 78, 7. § 143, 3; 
Übersicht §99,(2), I.Kolonne; — ÄcÄ/iitt- 
punktpaare der Kurve 2. 0. § 44, 6, der 
Fläche 2. 0. § 142, 7; — Schnittkurven 
der Fläche 2. 0. § 141, 7; Übersicht 
§114, (3), I.Kolonne. 

Elementarteiler, Begriff §50, 10. §155,10. 

Elliptische Koordinaten, Begriffe in der 
Ebene § 33, 1; im Bündel § 119, 1; im 
Baume §121, 1; identische Gleichungen 
zwischen gemeinen und — § 33, 3. 
§119.3. §121,3. 

Enveloppe der Schar konfokaler Ellipsen 
u. Hyperbeln § 32, 10, Parabeln §34, 9, 
Kegel § 118, 11, 6llipsoide u. Hyper- 
boloide § 120, 10, Paraboloide § 128, 9. 

Erzeugende (geradlinige), Begriff, als 
Gerade, die g^anz der Fläche angehören, 
beim Zylinder § 53, 7 , Kegel § 54, 3, 
einschal. Hyperboloid § 63, 2 , hyper- 
bolischen Paraboloid §65,2, bei d. 
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allg. Fläche 2. 0. u. 2. Kl. § 66, 9. § 76, 
7. § 142, (19); als Schnittlinien mit der 
Tang.ehene §67,8. §141,8; als zu- 
sammenfallende rez. Polaren §68,21. 
§82,6. §83,6. §146,(13). Zwei Scharen 
§63,3. §65,3, gleichnamige u. un- 
gleichn. §63,4. §65,4. §147,8, zwei 
durch jeden Punkt der Fl. § 63, 6. § 65, 
7, zwei in jed. Tang.eb. § 146, 4, Schnittp. 
u.Verb.ebene zweier — r, § 63, (25). §65, 
(15). § 82, (33). § 83, (24). § 159, 10. 11 ; 
projektive Punktreihen imd Ebenen- 
bÜBchel bei zwei ^n § 63, 10. § 65, 9. 
§ 82, 11. § 83, 11. § 159, 5. Eichtungs- 
kosinus § 63, (11). (27). § 65, (17); paral- 
lel zu den Erz. des Asympt-kegels 
beim Hyperbol. § 63, 5, zu den Erz. der 
Asympt-ebenen beim Parabol. § 65, 3, 
zwei 8enkr.— § 64,1. §65,16. §116,6. 
12, drei senkr. §64,3. §65,17. §116, 
8. 14, Entfern, zweier Punkte einer ~n 
§ 63, 11. § 65, 8. Bed.ghichungen für 
zwei Punkte od. Ebenen einer — n § 67, 
(27). §76,(13). §82,(14). §83,(13). 
§146, (7), Gleichungen der - n in gem. 
Punktkoord. (trigon. Parameter) §63, 
(8); (linearer Par.) § 63, (22). § 64, (19). 
§ 65, (9); in gem. Ebenenk. § 82, (29'). 
§ 83, (21'); Hauptachsengl. § 121, (24). 
§ 124, (24), in Tetraederk. § 159, (15), 
(16); in gem. Linienk. §82,(22). §83, 
(19), Tetr.lin.k. (quadrat.) § 146, (5), 
(linear) § 147,(17). (18), Abhängigkeit 
u. charakt. Determinante der sechs 
linearen § 147, 2—7 Parameterdarstel- 
Inng der gem. Lin.k. § 82, (27). § 83, 
(20), der Tetraederl.k. § 159, (17) 
Erzeugung, projektive, der Kurve 2. 0. 
durch allg. Strahlbüschel u. Punkt- 
reihen §38,2.4, durch anschließende 
§ 88, 5. § 52, 4, der Parabel durch ähnl. 
P.reihen § 38, 6, des Kreises und der 
gleichs. Hyperbel durch kongr. Büschel 
§ 38 , 8. 9 , durch inzidente Elemente 
eines Polarsystems § 18, 11; — derFläche 
2. 0. durch Ebenenbüschel ii. P.reihen 
§ 159, 5, des Paraboloides durch ähnl. 
P.reihen § 65, 9. 10, des orthog. Hyper- 
bol. u. Keg. durch kongr. Büschel 
§ 100, 8, durch senkr. Büschel § 64, 7; 
durch reziproke Bündel § 158, 11, durch 
inzidente Elemente eines Polarsystems 
§78,18; durch ebene Schnitte, des El- 



lipsoides, Hyperboloides, Paraboloides 
§ 55, 8. § 56, 8 ; durch Bewegung einer 
Geraden, des Zylinders § 53, 7, Kegels 
§54,3, des einschal. Hyperbol. §74, 
6, des hyp. Parabol. § 74, 10. 
Exzentrizität der Ellipse und Hyperbel 
§ 4, (3). 

/» fk* fmn^ J^» ^ky K„u «1» Abkürzungen 
s. quadrat., lineare, bilin. Formen. 

Fadenkonstruktion der Ellipse, Hyperbel 
§1,9, der Parabel §2,8, der sphaer. 
Ellipse §130,6, des Ellipsoides §134,14. 

FadenmodeU (Stabmodell) starres des 
einsch. Hyperboloids § 63, 7, des hyp. 
Parabol. § 65, 11 ; bewegliches § 63, 12. 
§ 65, 14. 

Fokal-, 8. auch Brenn-. 

Fokalachsen der Fläche 2. 0., Begriff 
§122,10, als Erzeugende der kon- 
fokalen Flächen §122,11. §125,4. 

Fokalebenen einer Erzeugenden des Ke- 
gels §119,8. 

Fokaleigenschaften der Kegelschnitte s. 
Brenn punktseigen seh.; — der konjugier- 
ten Fokalkegelschnitte einfache § 131, 
5—7. § 135, 4, zusammengesetzte § 131, 
9. § 135, 5; — des ellipt. Kegels § 130, 
4, zugeh. Identität §130,(14), — der 
sphaer. Ellipse §130,6; — der EUip- 
soide u. Hyperboloide § 134, 11, zugeh. 
Identität §134, (19), — der Paraboloide 
§ 137, 11. 12, zugeh. Identität § 137,(17). 

Fokaldistanze^i der Kegelschnitte, Dar- 
stellung als lineare Funktionen von x 
§ 4, 9 , durch ellipt. u. parabol. Koord. 
§ 33, (10). § 35, (8); der konjug. Fokal- 
kegelschnittc , Darst. als lin. F. Ton x 
§131,(8). §135,(4); — , gebrochene über 
Fokalellipse § 132, 10, über 1. Fokal- 
parabel § 136, 10, Gleich, zw. ihnen 
§ 134, (15). § 137, (10), Ungleich, zw. 
ihnen § 132, (28). §136,(27); Haupt-, 
— §138,8. §136,15; ihre biquadrat. 
Gleich, bei Ellipsoid u. Hyperbol. § 134, 
(14), ihre kubische bei Paraboloid § 137, 
(9), Bestimm, der Knickpunkte § 134, 
9. §137,4; Darstellung durch ellipt. 
u. parabol. Koord. §134,(23'). §137,(20). 

Fokalkegel eines Punktes § 122, 2. § 125, 
1. §1:^2,1. §136,1. 

Fdkalkegelschnitte der Flächen 2. 0., Ein- 
führung, Gestalt und Lage § 55, 6. 7. 
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§56,6.7; als Ort der Scheitel umbe- 
schr. Rotat.kegel §122,8. §181,4. §182, 
2. § 136, 3. § 136, 2; dopp. berührender 
Kugelkegel §127,11,111; als Kegel- 
schnitte in der Schar konfokaler Fl. 
§120,9. §128,8, als Ort der Kreis- 
punkte dieser § 68, 7. § 60, 7. § 61, 7, 
als Ordnungskurven des Polarsystems, 
in dem Tang.eb. u. Normale die 
Haupteb. schneiden § 120, 14. § 128, 
12, als umhüllt yon Fokalachsen § 122, 
11; Zentralprojektion der — § 184, 1. 
§ 137, 1. 

Fokallinien {-strahlen) des Kegels, Ein- 
führung § 64, (11). (15), als Achsen 
rechtw. Involutionen härm. Polareb. 
§ 119, 11 ; als Linienpaare in der Schar 
konfokaler Keg. § 118, 10; als Doppel- 
strahlen der Involution, in den Tang.- 
u. Norm.ebene eine Hauptebeue schnei- 
den §119,9. 

Fokallinien {-strahlen, Bifokallinien) der 
Ellipsoide, Hyperboloide, Paraboloide 
Begriff § 182, 3. § 186, 8; vier — eines 
Punktes § 122, 5. § 125, 2. § 182, 3. 
§136,3; Winkel gegen die Normalen 
§ 122, 4. § 126, 2, Verteilung der Treff- 
punkte mit den Fokalkegelschn. § 132, 
11. §186,11, als Anfangsstücke der 
gebröch. Fokaldist. § 182, 8. § 136, 8. 
§ 184, 1. § 137, 1. 

Fünfeck, einem Kegelschn. einbeschrie- 
ben § 37, 8. 

Ol 9k> ^1 (^k ^* Abkürzungen, s. quadrat. 
u. lineare Formen. 

Geradlinige «. t^icht geradh Flächen 2. O. 
als Arten §63,1. §65,1. §99, (31), II. 
u. III. Kolonne, nach dem Schnitt mit 
der Tangen tialeb. unterschieden § 115, 

1, nach der Spezies untersch. §152,9, 
nach Schnittpunkten u. Tangent.eb. 
einer Geraden untersch. § 154, 7. 

Geradlinige Schnitte {eine endl. Gerade) 
des hyperb. Paraboloides § 62, 3, Iden- 
tität der — § 62, 2, ihre Umkehr § 62, 
5, entsprech. Kartonmodell § 62, 6; 
Bedingung der — in Ebenenkoord. 
§ 115, (40). § 116, (33); vollst. Übersicht 
aller — § 117, 13, erste Gruppe V*, 
zweite Gr. IV*. 

Gestaltbeschreibung d. Ellipse, Hyperbel, 
Parabel § 1, 8. § 2, 4. 5, der Rotationsfl. 

2. O. §5:{,3 — 5, der Zylinder 2.0. 



§63,9.10, des ellipt. Kegels §54,3, 
der Ellipsoide, Hyperboloide § 66, 7, 
der Paraboloide §66,7, des linearen 
Komplexes § 67, 18. 

Gleictiseitige Hyperbel Gestalt §1,(22), 
allg. Beding. § 26, 6, Erzeug, durch 
kongr. Büschel § 88, 9, zur Dreiteilung 
des Winkels §38,10, Umkreis eines 
Polardreiecks § 48 , 4 ; entsprech. Ro- 
tationsflächen § 63, 3. 4, entsprech. hy- 
perbol. Zylinder § 58, 9. 

Gleichseitig hyperbolische Involution von 
Punkten §8,6, von Strahlen §8,18. 

Gleichseitige Hyperboloide (ein- und zwei- 
sch.) und Kegel, Begriff u. Beding, für 
die Halbachsenquadrate §64,4. §71, 
(29), Rotationskegel § 64, (9); Invarian- 
teneigensch. der Bed. §92,1. §93,4; 
allg. Bedingungen § 100, (13); die cha- 
rakterist. Eigensch. hergeleitet aus 
Theorie der gleichseitig hyperbol. 
Schnitte § 116, 9; aus der Theorie der 
Polartetraeder §151,7; erzeugt durch 
Gerade an drei Geraden gleitend § 92, 
6. 7 ; gleichs. Fluchen 2. 0. überhaupt 
§ 100, 6, Schluß. 

Gleichseitiges hyperbol. Paraboloid, Begriff 
u. Beding, für Parameter § 62, 7 (Ebe- 
nen geradliniger Schnitte senkr.), § 65, 
15, n. 16. 17 (senkr. Erzeugende), allg. 
Beding. §100,5, aus der Theorie der 
gleichs. hyperbol. Schnitte § IIG, 15; 
erzeugt durch Punkt gleichen Abstands 
von 2 Geraden § 100, 9. 

Gleichseitig hyperbolische Schnitte der 
Fläche 2. 0., allg. Begriff u. Beding. 
§ 116, 1, vier Arten § 116, (8). (10), Leit- 
kegel §116,(18); der Hyperboloide u. 
Kegel, Leitkegel § 116, 4, Arten der — 
§ 116, 5, Leitkegel u. Asympt.kegel 
§ 116,7; des hyperbol. Paraboloids, hyp. 
Zylinders u. Ebenenpaars, Leitkegel 
§ 116, 10, Arten der — § 116, 11, Leit- 
kegel u. Asympt.ebenen § 116, 13. 

Gleichseitige kubische Hyperbel, Begriff 
§ 86, 12, Projektion aus einem ihrer 
Punkte § 86, 13, Auftreten beim Nor- 
malenproblem § 85, 14, 20. 

Gleichwinklige lezi^Toke Bündel Anm. 194. 

Grenzformen der Kegelschnitte im kon- 
fokalen System §32,4. §34,3, der 
Kegel i. konf. S. § 118, 4, der Flächen 
2. 0. i. konf. S. § 120, 4. § 123, 3. 
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(22). § 103, (17). (21); — der ebenen 
Schnitte mit Mittelp. §112,(16), ohne 
M. §113,(24), allg. Form §110,(11); 
— des linearen KompUxes §87,(19). 
Hauptachsenkoeffizienten, der Kurve 2. 0. 
Begriff § 21, 1 ; charakt quadrat. Gleich. 
§21,(17), Realität der Wurzeln § 21, 
9, einf. u. Doppelwurzeln § 21, 10, pos., 
neg, verschwind. Wurzeln § 21, 11, 
quadr. Gl. für schiefw. Koord. § 22, (23); 
der Kurve 2. Kl. § 28, 1, charakt. quadr. 
Gl. § 28, (16). § 29, (12), in schiefw. 
Koord. § 31, (10); — der Fläche 2. 0., 
Begriff §88,1; charakt. kub. Gleich. 
§ 88, (17), Real, der Wurzeln § 89, 3, 
ein- u. mehrf. Wurzeln § 89, 6 — 7, ver- 
schw. Wurzeln § 89, 8, Vorzeichen der 
Wurzeln § 89, 9, kub. Gl. för schiefw. 
Koord. § 91, (19); der Fläche 2. Kl 
§ 102, 1, charakt. kub. Gl. § 102, (12). 
§ 103, (14), in schiefw. Koord. § 106, 
(15); — der ebenen Schnitte der Fläche 
2. 0. § 108, 3; charakt quadrat Gleich. 
§ 108, (27), Realität der Wurzeln § 109, 
6, einf. u. Doppelwurzeln § 109, 6, ver- 
schwind. Wurzeln § 109, 7, Vorzeichen 
der Wurzeln § 109, 8. 

Hauptachsenriehtungen, der Kurve 2. 0. 
Begriff § 21, 1, trigonometr. Gl. des 
Richtungswinkels § 21, (9), lineare Gl. 
der RichtuDgskosinus § 21, (27), vollst. 
Bestimmung § 21, 12; Beziehung zum 
unendl. f. Mittelp. § 25, 2; — der Fläche 
2. 0., Begriff § 88, 1, lineare Gl. der 
Richt.kosinus § 90, (1), Best, der 
Richt.kos. § 90, (3), (6), (7), Produkte 
der Richt.kos. § 90, (4) ; Beziehung zum 
unendl. f. Mittelp. § 97, 2; § 98, 1; — 
der ebenen Schnitte der Fl. 2. 0., Be- 
griff § 108, 3, lineare Gl. der Richt.kos. 
§ 110, (1), Best. d. Richtkos. § 110, 
(2), Produkte der Richtkos. §110,(3), 
Beziehung zum unendl. f. Mittelp. 
§113,2; — beim linearen Komplex 
§ 87, (2). 

Hauptachsentransformation des Strahlen- 
paares §21, 15; der Kurve 2. 0. §21, 
13; des Kegels 2. 0. u. 2. Kl. § 93, 2; 
der Fläche 2. 0. § 90, 7; der ebenen 
Schnitte § 110, 6. 

Hauptbrennpunkte der EUipsoide, Hyper- 
boloide, Paraboloide § 55, (4). (4') 
§ 56, (3). 



Hauptebenen der Rotationsflächen § 53, 
2. 5, der Zylinder § 53, 8, der Kegel 
(äußere, innere, der größten, kleinsten 
Öffnung) § 55, 2. 4. 7, der EUipsoide 
u. Hyperboloide § 55, 2, der Para- 
boloide § 56, 2 ; (der größten u. kleinsten 
Öffnung) § 56, 7. 9, des linearen Kom- 
plexes § 87, 4. 

Hauptdirektrixebenen des ellipt. Para- 
boloids § 137, 11. 

Hauptkreisschnittebenen des Ellipsoides 
§ 58, (21). (21'), des einschaL Hyper- 
boloids § 59, (21). (21'), des zwei- 
schaligen § 60, (21). (21'), des ellipt. 
Paraboloids § 61, (15), aller Flächen 
2. 0. § 117, 13. 

Hauptkrümmungsradien der Fläche 2. 0. 
§ 110, 8, durch ellipt. Koord. dargest. 
§ 121, (37), aus der Polarentheorie 
best. § 121, (38). 

Hauptschnitte (Scheitelkegelschnitte) der 
EUipsoide u. Hyperboloide § 55, 7, der 
Paraboloide § 56, 7. 

Hauptunterdeterminanten s. Determi- 
nanten. 

Höhenschnittpunkt im Dreieck § 8, 20. 

J'acobische Fokaleigenschaften der Kegel- 
schnitte § 36, 6. 7; der Flächen 2. 0. 
§ 129, 9. 10. 

Invarianten^ des Punktepaares bei allg. 
lin. Transf. §39,(12), bei orthog. Transf. 
§40, (41); des imag. Kreispunktpaares 
im rechtw. System (bei jeder Be- 
wegung) § 31, (7); — des Sirahlen- 
paares im gem. Koord.system; das 
Kreisstrahlenp. im rechtw. System (bei 
Drehung) § 22, (26), bei Rotation § 22, 
(27); — der Kurve 2. 0. im gem. 
System § 22,(7). (8). (16). (22), bei allg. 
lin. Transf. § 41, (17), bei orthog. 
Transf. § 50, (42); der imag. Kugel- 
kreis im gem. System (bei jeder Be- 
wegung) § 91, (23); der Kurve 2. Kl. 
im gem. Syst § 31, (5). (11). (12). (13); 
— des Kegels 2. 0. im gem. System 
§ 91, 6; der Kugelkegel im rechtw. 
System (bei Drehung) §91, (21); — 
dei' Fläche 2. 0. im gem. System § 91, 
(7). (8). (14). (15). (16). (17), bei allg. 
lin. Transf. § 188, (17), bei orthog 
Transf. § 155, 23; der Fläche 2. Kl. 
im gem. Syst. § 105, (4). (16). (17). (23); 
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— des linear. Komplexes im gem. 
System § 86, 3; s. auch Determinanten 
geränderte. 

Involutiony von Punkten^ Begriff § 8, 5, 
Arten § 8, 5. 6, Doppelpunkte § 8, 5, 
kanon. Gleich. § 8, (14)--(16), Best, 
durch zwei Paare § 8, (7), Beding, 
für drei Paare § 8, (20), auf unendl. 
f Geraden § 8, 16; — von Strahlen 
§ 8, 10, Arten § 8, 11—13, kanon. 
Gleich. § 8, (28); entsprech. rechte 
Winkel § 8, 12, Hauptachsen § 8, 11. 
12,1, Best, durch zwei Paare § 8, 14; 

— als Projekt Vertcandtsch, vereinigt 
gel. Punktreihen (Strahlbüschel) §8, 15, 
als Büschel von Paaren § 8, 21, Er- 
haltung bei persp. Abbildung § 8, 16; 
Darstellung in d. Ebene § 8, 17; Vor- 
kommen beim vollst. Viereck § 8, 18, 
bei einem Kegelschn. einbeschr. Viereck 
(Satz des Desargues) § 48, 8, III, beim 
Kegelschnittbüschel §48, 8, II; — kon- 
jugierter Durchmesser § 20, 4, konju- 
gierter Tangenten § 68, 11), — har- 
monischer Pole § 11, 6. § 68, 7, Polaren 
§ 17, 2; Polarebenen § 77, 2; — von 
zwei linearen Komplexen § 159, 8. 

Involutorische Eigenschaft harmonischer 
Pole, beim Punktepaar § 8, 2, bei der 
Kurve 2. 0. § 11, 14, bei der Flache 
2. 0. § 68, 13, — harmon. Polaren bei 
d. Kurve 2. Kl. § 17, 7, — harmon.Polar- 
eben^ bei d. Fläche 2. Kl. § 77, 7, 

— härm. Polstrahlen u. Polarebenen 
beim Kegel § 80, 3. 

Involutorische Korrelation in der Ebene 
§ 18, 12, im Räume § 78, 14. 

Ivoryscher Satz, bei d. Kwve !i. 0. § 86, 
2. 4; Identität des —es § 36, (6). (15), 
Lage entsprechender Punkte § 36, 5; 
hei der Fläche 2. 0, § 129, 2. 4, Iden- 
tität des — § 129, (6). (15), vereinigte 
Identität des — u. der Amiot-Mac Cul- 
laghschen Sätze § 127, (4). § 128, (4), 
Lage entsprechender Punkte § 129, 7. 
8, entsprechende Längen auf den Er- 
zeugenden § 129, 5. 6. I 

Kanonische Gleichungen, d. Punktepaare ! 
§ 7, (28), der Strahlenpaare § 7, (88); j 
der Kurven 2. 0. § 26, (2), 2. Kl. § 30, i 
(2), der Flächen 2. 0. § 99, (2), 2. Kl. ! 
§ 104, (2); der ebenen Schnitte der I 



Fl. 2. 0. § 114, (3); des linearen Kom- 
plexes § 87, (17). 

KartonmodeUe, des Ellipsoides § 58, 10, 
des einschal. Hyperboloides § 59, 9, des 
zweischaligen § 60, 9, des ellipt. Para- 
boloids § 61, 9, des hyperbol. § 02, 6. 

Kegel, 2, 0. u. 2. Kl, im Bündel^ allg. 
Begriff § 80, 1, Arten § 93, 3; als 
Fläche 2, 0. § 79, 3. § 139, 4, Arten 

§ 99, (2) n. (31) rv. V. 

Kegelschnitt, Entstehung aus dem Kegel 
§ 115, 9, Arten § 26, (19); als Fläclie 
2. Kl. § 79, 3. § 139, 4, Arten § 104, 
(2), II; endliche § 104, 5, unendl. ferne 
§ 104, 6. § 80, 12. 

KehleUipse beim einschal. Hyperboloid 
§ 65, 8. 

Klasse (zweite), Begriff § 15, 5. § 75, 6. 

Klassifikation, der Punktepaare, für gem. 
Koord. nach Spezies u. unendl. fern. 
Elementen § 7, (28), für Zweiecksk. 
nach Spezies § 40, (42), der Strahlen- 
paare u. Ehenenpaare § 7, (38), 18; — 
der Kurven 2. 0. für gem. rechtw. 
Koord. nach eigner Spezies u. Spezies 
des unendL f. Punktep. § 26, (19), für 
gem. schiefw. K. ebenso § 51, (38), 
Verschiedenheit d. Kriterien § 51, 18, 
für Dreieckskoord. nach Spezies § 50, 
(38) ; der Kurven 2, Kl für gem. rechtw. 
Koord. § 80, (9). (16), übereinst, der 
Kriterien für 2. 0. u. 2. Kl. § 80, 4; 
des Schnittpunktpaares einer Kurve 2, (). 
mit einer Geraden nach Spezies der 
Kurve u. Spezies des Paares § 49, (22), 
für die Kriterien in § 49, (22) auch 
die von § 51, 15; mit einer Seite des 
Koordinatendreiecks ebenso § 51,(38); 
mit unendl. f. Seite zurückkommend 
auf — der Kurve 2. 0. § 51, 18; — 
der Kegel 2. 0, im Bündel § 93, (8) ; 
— der Flächen 2. 0. für gem. rechtw. 
Koord. nach eigner Spezies u. Spezies 
der unendl. f. Kurve § 99, (31), für 
gem. schiefw. Koord. ebenso § 99, (31) 
mit den Kriterien § 156, 20; Ver- 
schiedenheit der Kriterien § 155, 22. 
§ 156, 21, für Tetraederkoord. nach 
Spezies § 155. (41); der Ifläche 2, Kl 
für gem. rechtw. Koord. § 104, (9). 
(14). (24). (31), Übereinst, der Kri- 
terien für 2. 0. u. 2. KL § 104, 4; der 
Schnittkurvc einer Fläche 2. O. mit 
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eitier Ebene für gem. rechtw. Koord. 
nach Spezies der Fläche und Spezies 
der Kurve § 114, (20), in Tetraeder- 
koord. ebenso § 153, (21), für die Kri- 
terien in § 158, (21) auch die von 
§ 156, (41) u. § 156, (88); mit einer 
Ebene des Koord.tetraeder8 § 153, (21) 
mit den Kriterien § 153, (21) u. § 156, 
(42), mit unendl. f. Ebene zurück- 
kommend auf — der Fläche 2. 0. 
§ 156, 21; des Scnnittpunktpaares der 
Fläche 2. 0, mit einer Geraden nach 
Spezies d08 Paares § 157, (21); des 
Schnitt punktpaares ein. eb. Schnittes 
der Fläche 2. 0. mit einer Ebene des 
Koord.tetraeders § 157, 15, mit einer 
unendl. f. Ebene zurückkommend auf 
die — der Schnittkurve § 157, 16. 

KonfokcU, Begriff, für Ellipsen u. Hy- 
perbeln § 32, 1, Parabeln § 84, 1, Kegel 
§ 1 18, 1, EUipsoide u. Hyperboloide § 55, 
10, Paraboloide § 56, 10. 12, doppelte 
— e Lage —er Paraboloide § 56, 11. 

Konfokales System, der Ellipsen u. Hy- 
perbeln § 82, 2, der Parabeln § 84, 1, 
Gestaltbeschr. § 32, 4. § 34, 3, Kurven 
des Systems durch einen Punkt § 32^ 5. 
§ 34, 4, Schnittp. zweier Kurven § 82, 6. 
§ 34, 5, senkr. Durchschnitt § 82, 7. 
§ 34, 6, System als Kurvenschar § 32, 8. 
§ 34, 7, gemeins. Tangenten u. Enve- 
loppe § 82, 9. 10. § 34, 8. 9, Punkte- 
paare der Schar § 32, 11. § 34, 10, 
Ort der Pole einer Geraden § 82, 12. 
§ 34, 11, gemeins. senkr. härm. Polaren 
§ 32, 13. § 34, 11 ; — der Kegel § 118, 2, 
Gestalt § 118, 3. 4, Kegel durch einen 
Strahl § 118, 5, Schnittstrahlen zweier 
Kegel § 118, 6, senkr. Durchschnitt 
§ 118, 7, Syst. als Kegelschar § 118, 9, 
gemeins. Tangentialeb. § 118, 8. 11, 
Strahlenpaare der Schar § 118, 10, Ort 
der Polstrahlen einer Ebene § 118, 12, 
gemeins. senkr. härm. Polarebenen 
§ 118, 13; — der EUipsoide u. Hyper- 
boloide, Faraboloide § 120, 2. § 123, 1, 
Gestalt § 120, 3. 4. § 123, 2. 3, Flächen 
durch einen Punkt § 120, 5. § 123, 4, 
Schnittp. dreier Flächen § 120, 6. 
§ 123, 5, senkr. Durchschnitt § 120, 7. 
§ 123, 6, Syst. als Flächenschar § 120, 8. 
§ 123, 7, gemeins. umbeschr. Develop- 
pable § 120, 10. § 123, 9, Kegelschnitte 



der Schar § 120, 9. § 123, 8, diese als 
Ort der Kreispunkte § 120, 7, bei VI. 
§ 123, 6, beiVI, Ort der Pole einer Ebene 
§ 120, 11. § 123, 10, gemeins. Achsen- 
komplex § 120, 12. § 123, 11, Gleich, 
in Linienkoord. § 120, 16. § 123, 13, 
gem. Tangenten zweier Fl. § 122, 3. 4, 
Orthogonalität der scheinbar. Umrisse 
§ 122, 6. 

KoUineare Verwandtschaft zwischen Hy- 
perbel und Kreis § 6, 4. 

Komplex, linearer (Strahlengetcinde), ge- 
bildet V. den Tangenten v. oc* Schrau- 
benlinien § 57, 13, Parameter § 57, 9. 
13. § 87, (10), pos. u. neg. gewundener 
§ 57, 9. 18, Transformation in sich 
§ 57, 18, kanon. Gleichung § 57, (19). 
§ 87, (19), allg. Gleich, in gem. Lin. 
koord. § 8ß, (1), in Tetraederk. § 147, 
(23); I § 60, (12); allg. u. spezieller 
— § 86, 4. I § 60, 5. 

Komplexgleichung s. Linienkoordinaten- 
gleichung. 

Komplexkegel, Komplexkurve des Achsen- 
komplexes § 85, 10. 11, des Tangenten- 
komplexes § 144, 9. 

Kongruente,Ebenenbü9chel beim orthogen. 
Hyperboloid § 100, 8; — Punktreihen 
auf zwei Erzeagenden des hyp. Para- 
boloide § 65, 9. II; — Strahlbüschel, 
gleichlaufende beim Kreise § 6, 9. 
§ 88, 8, uDgleichlaufende § 38, 9. 

Konjugierte Achsen, Normalebenen, Nor- 
malstrahlen, Pole s. Achsenkomplex. 

Konjugierte Durchmesser s. Durchmesser; 
konj. Ebene einer Kichtung als Ort 
der Mittelpunkte paralleler Sehnen 
§ 68^ 2, als Polarebene eines unendl. 
fernen Punktes § 68, 11, konj. Rich- 
tung einer Ebene als Ort der Mittel- 
punkte paralleler Schnitte § 111, 4; 
konj. Gerade einer Eichtung als Ort 
der Mittelp. paralleler Sehnen § 11, 2. 

Konjugierte Elemente, Punkte od. Gerade 
bei der Kurve 2, O. § 11, 20. § 17, 12, 
s. harmonische Pole u. Polaren; Ge- 
rade od. Ebene beim Kegel 2. 0. § 80, 8, 
s. härm. Polaren u. Polareb.; Punkte 
od. Ebenen bei der Flädie 2. 0. § 68, 
29. § 77, 16, s. härm. Pole u. Polar- 
ebenen, beim lin. Kompl. § 86, 8, un- 
gleichart. — § 68, 29. — Konjugierte Ge- 
rade (verschieden von reziproken Po- 
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laren) bei der Fl. 2. 0. od. 2. Kl., Be- 
griff § 68, 81. § 77, 16, Beding, in 
gem. Koord. allg. § 68, (29). § 77, (13), 
für Ellipsoid u. Hyperboloid §82,(12), 
Paraboloide § 83, (11), in Tetraeder- 
koord. allg. § 149, (7). (14), im Polartetr. 
§ 149, (37), beim lin. Komplex §86, 11. 
Sich selbst konjugierte Elemente, Punkte 
od. Gerade bei der Kurve 2. 0. § 18, 
zu (14), (14'). § 20, zu (7), (7 '). (42). (42'), 
Punkte od. Ebenen bei der Flache 2. 0. 
§ 78, zu (19), Gerade bei der Fl. 2 0. 
§ 68, 31, IV, § 78, 12, § 82, (18), § 83, 
(12), beim lin. Komplex § 86, 11. 

Konjugierte Hyperbeln § l, (28). 

Konjugierte Tangenten, Begriff § 68, 17, 
Richtungskosinua § 68, 18, Involution 
— § 68, 19, beim Ellipsoid u. Hyper- 
boloid § 70, 6, beim Paraboloid § 70, 
13, als Koord. achsen beim Paraboloid 
§ 73, 3. 

Konstruktion der Ellipse u. Hyperbel 
aus zwei Kreisen § 6, 1. 3, der Kurve 
2. 0. aus fünf Elementen § 37, 7; s. 
Erzeugung, Fadenkonstr. 

Korrelation^ allg. u. involutorische in 
Ebene § 18, 12 u. Raum § 78, 14. 

Kovariante Formen (in kollektiver Bed.), 
der Kui ve 2. 0. f, F, Begriff u. Trans- 
formation § 41, (23), als geränderte 
Determinanten § 43, (9). (17), Überg. 
in vollst. Quadrate § 42, (20). (14), im 
Polardreieck § 46, (17); — der Fläche 
2, 0, f, F, (fy ^, Begr. u. Transf. 
§ 138, (30), als ger. Det. § 140, (33). 
(8). (20), Überg. in vollst. Quadrate 
§ 139, (28). (14). (22), im Polartetraeder 
§ 149, (21). (25). (26). 

Kreis, Gleichung in kanon. Form § 1 
(21), in Normalform § 12, (1), allg. in 
Punktkoord. § 12, (20), in Linienk. 
§ 12, (27), des Umkreises § 12, (29), 
allg. Bedingungen § 26, 6, Erzeugung 
durch kongr. Büschel § 38, 8. 

Kreispunkte, imaginäre in der Ebene, 
Begriff u. Gleich, in Punktkoord. § 12, 
10, in Linienk. § 20, (60'), in schiefw. 
K. § 22, (40), Beziehung zur Kurve 
2. 0. § 26, 6, zu ihren Brennpunkten 
§ 20, 28, als Punktepaar in der Schar 
konfokaler § 82, 11. § 34, 10, Inva- 
rianteneigensch. § 31, 2, Polarentheorie 
§ 20, 22, imag. Ebenen mit zus.fallen- 



den — § 117, 14; — der Flächen 2. 0., 
des Ellipsoides in zwei Bezeichnungen 
§ 58, (22). § 55, (12), des zweischal. 
Hyperboloids § 60, (22). § 55, (13), 
des ellipt. Paraboloids § 61, (19). § 56, 
(19), als auf der Fläche liegende Brenn- 
punkte § 58, 7. § 60, 7. § 61, 7. 

Kreisparabeln § 117, 14. 

Kreisschnitte^ aus der Hauptachsengl. des 
Ellipsoides § 58, 8, des einschal, u. 
zweischal. Hyperboloids § 59, 3. § 60, 3, 
des ellipt. Paraboloids § 61, 3, des 
ellipt. Zylinders § 59, 11, des Kegels 
§ 59, 3, Ort der Mittelpunkte § 58, 4. 
§ 59, 4. § 60, 4. § 61, 5, Identität der 

- § 58,(11). § 59,(11). § 60,(11). § 61, 
(7), Gleich, der bewegl. Kreisschnitt- 
modelle § 58, (24). § 59, (23). § 60, (24). 
§ 61, (21), Beziehung zum imag. Kugel- 
kreis § 100, 2, allg. Begriff der — bei d. 
Fläche 2. 0. § 117, 1, Arten § 117, 2, 
überzähl. Beding. § 117, 3. 5, sechs 
Haupt— des Ellipsoids § 117, 6, Bezieh, 
zum Hauptachsenproblem § 117, 8. 9, 

— der drei-, ein-, unbest. achsigen 
Flächen § 117, 10, vollständige Ta- 
belle aller — §117,12. 13, Zusammen- 
hang der versch. Methoden § 117, 14. 

Kreisstrahlenpaar (Null-, Punkt-Kreis), 
Begriff § 7, (39). § 12, 8, Polarentheorie 
§ 20, 22, Invarianteneigensch. § 22, 8. 

Krümmung, pos. u. nog. § 115, 1. 

Kugel, Gleichung in Normalf. § 69, (1), 
allg. in Punktkoord. § 69, 10, in 
Ebenenk. § 69,12, inStrahlenk. § 69, 13, 
der IJmkugel § 69, 14, Tangential- u. 
Polarebene §69,6, Berühr.kegel § 69,8. 
§ 100, 4, allg. Bedingungen § 100, (8). 

Kugelkegel (Null-, Punkt- Kugel), Begriff 
§ 69, 9, Gleich, in Punkt- u. Ebenenk. 
§ 84, (9). (10), Linienk. § 84, (11), Po- 
larentheorie im Räume § 84,5, im Bün- 
del § 84,6, Invarianteneigensch. § 91,7. 

Kugelkreis, imaginärer, Begriff § 69, 11, 
Gleich, in Punktk. § 84, (10'), in 
Ebenenk. § 84, (9'), in Linienk. § 84, 
(11'). (12'), luvarianteneig. § 105, 2, 
Polaren theoiie § 84, 5. 6, Schnittpunkte 
mit der Fläche 2. 0. § 100, 1, im Sy- 
stem der Konfokalen § 120, 8. § 123, 7. 

Tjcitkegel der gleichseitig hyperbol. 
Schnitte § HG, 3, s. auch Anm. 184. 
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Leitkurve des Kegels § 54, 3, des Zylin- 
ders § 53, 7. 

Leitlinie s. Direktrix. 

Lineare (abgeleitete) Formen ftjfi'*^ mit 
zwei Veränderlichen § 39, (3). (6), auch 
§ 7, (3), § 9, (11), § 15, (7), mit drei V. 
% 41, (3). (5), auch § 9, (5). § 15, (3). 
§ 66, (11). § 75, (5), mit vier V. § 138, 
(3). (5), auch § 66, (5). § 76, (3), Über- 
gang auf nicht homogene Form gi^ § 7, 
(6). § 9, (8). § 66, (8). 

Linien'(Strahlen-)paar im Strahlbüschel^ 
Gleichungen § 7, 10. 11, Arten § 7, 12, 
als Kurve 2. 0. § 13, 20—22. § 19, 3. 
§ 26, (2), 11. Kolonne, § 42, 4, als Kegel 
2. Kl. § 80, 9, r. § 42, 9, als ebener 
Schnitt der Fl. 2. 0. § 107, 3. 

Linke u. rechte Parabeln § 2, 4. § 34, 2, 

— Paraboloide § 66, 1. § 123, 2. 
Links u. rechts (positiv u. negativ) ge- 
wundene Schraubenlinie § 67, 4, — r 
Komplex § 67, 13. § 87, 6. 

lAnienk^ordinatengleichung(inderEbene)^ 
des Kreises § 12, (27), der Ellipse, Hy- 
perbel, Parabel in bez. auf Hauptachsen 
§ 13, (18), (42), (43), in bez. auf Asym- 
ptoten § 13, (31); der allg. eigentl. Kurve 
2. 0. in gem. Koord. (Methode koin- 
zidenter Polarelemente) § 18, (6), in 
Dreiecksk. (Meth. des Schnittpunkt- 
paares mit einer Geraden) § 45, (2), 

— en (zwei) des Linienpaares § 13, 
(58'). (60'). § 19, (18). § 45, (11). (15), 
der Doppellinie § 45, 6, — des Schnitt- 
punktpaares der Kurve 2. 0. mit einer 
Geraden §45, (18), des Berühr. punktes 
einer Tangente § 45, (20). — (im Baume) 
der Kugel § 69, (28), der Ellipsoide, 
Hyperboloide, Paraboloide, § 70, 7. 14, 
der allg. Fläche 2. 0. in gem. Koord. 
(Methode koinzid. konjugierter Ele- 
mente) § 78, 12, in Tetraederkoord. 
(Meth. des Schnittpunktpaares mit 
einer Geraden) § 144, (2). des Kegels 
2. 0. § 71, (16). § 144, (2). (13), des 
Ebenenpaares § 144, (18); — en (drei) 
der Erzeugenden der eig. Fläche 2. 0. 
§ 82, (22). § 83, (19). § 146, (5). (13), 
des Kegels § 71, (20). § 146, 6, des 
Ebenenpaares § 146, 7, der Doppel- 
obene § 146, 8; — der Schnittkurve 
der Fläche 2. 0. mit einer Ebene § 148, 
(11), der Berühr.! inie einer Station. 



Tang.ebene § 148, (12), der unendl. f. 
Kurve des Kegels § 71, (19). 

Mäntel des Kegels § 54, 4. 

Meridianebene ^ -kurven der Rotations- 
flächen § 53, 2. 1. 

Minimal gerade, Anm. 60. 

Mittelpunkt des Punktpaares § 7, 6, Be- 
stimmungegleich. § 7, (22); — der 
Ellipse u. Hyperbel § 1, 5; § 13, 1, 
der Kurve 2. 0., Begriff § 11, 4, Be- 
stimm.gl. § 11, (7), als Pol der un. f. 
Geraden § 11, 12, erweiterter Begriff 
§ 23, 1,'— u. Doppelpunkt § 23, 2, An- 
zahl der — e § 23, 3, endl. u. unendl. 
ferne § 23, 1. 4, verschied. Formen 
der Bedingungen § 23, 6. 7, als Ein- 
teilungsgrund § 28, 8, — u. Haupt- 
achsenrichtung § 25, 2, — einer Sehne 
§ 11, 1. 3; der Kurve 2. hl. § 27, (12>, 
Einteilungsgrund § 27, 6; — der Botat. 
flächen § 53, 2; — der Ellipsoide u. 
Hyperboloide § 65, 2; § 70, 1, der 
Fläche 2. 0., Begriff § 68, 4, Best, 
gleich. § 68, (6), als Pol der un. f. 
Ebene § 68, 11, U, erweiterter Begriff 
§ 94, 1 , — u. Doppelp. § 94, 2 ; § 96, 
ö, Anzahl der — e § 94, 3, endl. u. 
unendl. ferne § 94, 4, verschied. Formen 
der Bed. § 94, 7—9, als Einteilungs- 
grund § 94, 10 — u. Hauptachsen- 
ricbtung § 97, 2; § 98, 1; der Fläche 
2. Kl § 101, (13), als Einteilungsgrund 
§ 101, (16); der ebenen Schnitte der 
Fl. 2. 0., Best.gleich. § 106,(26), Bezieh, 
zum — der Fläche § 111, 2, endl. u. 
un. ferne § 111, 5. 10, Einteilungsgrund 
§ 111, 12; — des linearen Komplexes 
§ 87, 1. 

Mittelpunktsachse bei der Kurve 2. 0. 
§ 23, (7); 5, beim Zylinder § 58, 8, bei 
der Fläche 2. 0. § 94, 5; § 96, 3, 
beim ebenen Schnitt § 111, 8. 

MitUlpunktsebene der Fl. 2. 0. § 94, 6; 
§ 96, (9). 

Mittelpunktsgleichung des Punkttpaares 
§ 7, (26); der Kurve 2. 0. § 24, (4), 
ihr konstantes Glied § 24, (8); (10); 
der Kurve 2. Kl § 27, (11); der Fläche 
2. 0, § 95, (3), ihr konst. Glied § 95, 
(7); (10); (13); der Fläche 2. Kl. § 101, 
(12); der ebenen Schnütkurve § 112, 
(3), ihr konst. Gl. § 112, (7); (11); (15). 
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JVamen der Kiirven u. Flächen 2. 0., Anm. 1. 

Normalen der Kurve 2. 0., Gleichung 
§ 10, 4, — Problem § 20, 9. 19, als 
senkr. harmon. Polaren § 20, 7, als 
Hauptachsen des Tang.paares im kon- 
fok. System § 38, 5. 8; § 82, 13, III; 
§ 85, 4. G, als Halbierungslinien der 
Fokal-(Brenn-)strahlen § 33,9. §86,7; 
— der Fläche 2. 0., Gleichungen § 67, 
(1 9), — Problem § 85, 14 ; 20, als Elemente 
des Achsenkomplezes § 85, 7; § 120, 
18; § 123, 11, als Hauptachsen des 
Berühr. Kegels im konfok. System 
§ 121, 4. 7; § 124, 4. 7, u. der Fokal- 
kegel § 122, 2 ; § 125, 1, als Halbierungs- 
linien der Fokalstrahlen § 122, 5; 
§ 125, 2, u. der gebrochenen Fokal- 
distanzen § 184, 18; § 187, 13; — 
der ebenen Schnittkurve § 106, 4. 

Nuükreis^ Nullkugel, s. Kreisstrahlenpaar, 
Kugelkegel. 

Nidlsystem^ s. Polarsystem des linearen 
Komplexes. 

Oeffnung (größte u. kleinste) s. Haupt- 
ebenen. 

Ordnung einer Kurve od. Fläche, Un- 
abhängigkeit vom Koord.system § 9, 
7; § 66, 7; geom. Bedeutung § 9, 8; 
§ 66, 8. 9. 

Orthogonales ein- od. zweischah Hyper- 
boloid u. Kegel, Begriff § 64, 5, Be- 
ding, für die Halbachsenquadrate 
§ 64, (16), Beziehung zum im. Kugel- 
kreis § 100, 7, allgem. Beding. § 100, 
(29); Erzeugung durch senkr. Ebenen- 
büschel § 64, 6—7, durch kongr. 
Büschel § 100, 8, durch Punkt mit 
konst. Abstandsverhältnis von zwei 
Geraden § 100, 9, diese Ger. als rezi- 
proke Polaren § 100, 10, als Fokal- 
achsen § 100, 11. 

Orthogonale Transformation, Begi'iff' für 
zwei Variable § 40, 6, für drei § 50, 

1, für vier § 155, 1; — des Punkte- 
paares § 40, 7, der Kurve 2. 0. § 50, 

2, der Fläche 2. 0. § 155, 2; charak 
teristische quadr. Gl. § 40, (32), ku- 
bische § 50, (16), biquadratische § 155, 
(16); Realität ihrer Wurzeln § 40, 9; 
§50, 7; § 155, 7; ihre Elementarteiler 
§ 40, 10. 11, § 50, 9. 10; § 155, 9. 
10; Rpptimmung der Substitut. Kooff. 



§ 40, 12; § 50, (33); § 155, (34); die 
Wurzeln als Koeff. der Quadratdarst. 
§ 40, 12; § 50, 18; § 155, 19. — des 
Schnittpunktpaares einer Geraden mit 
der Kurve 2. 0. § 51, 1, mit der Fläche 
2. 0. § 157, 1, — der Schnitikurve 
einer Ebene mit der Fl. 2. 0. § 156, 1 ; 
charakteristische quadrat. Gl. § 51 , (18) ; 
§ 157, (5), kubische § 156, (18). 

Parabel als Grenzfall zw. Ellipse u. 
Hyperbel § 8, 8. 

Parabolische Koordinaten, Begriff in der 
Ebene § 85, 1, im Räume § 124, 1 ; ident. 
Gl. zwischen gem. u. — § 85, 2; § 124,2. 

Parabolische Schnitte, der Hyperboloide 
und Kegel aus bes. Gleichungsform 
§ 74, 2 allg. Bedingungen § 114, (14); 
(20), 113, allg. Auftreten beim einschal. 
Hyperboloid § 115, 4; zweischaligen 
§ 115, 5, ellipt. Paraboloid § 115, 7, 
hyperbolischen § 115, 8 ; Kegel § 116, 9. 

Parallelehenenpaare als Flächen 2. 0. 
§ 96, (16), § 99, (29); (31), 6, VI, VII. 

Parallelepipedon beim Hyperboloid mit 
6 Erzeugenden als Kanten § 74, 5, 
rechtwinkl. beim gleichseit. Hyp. § 92, 
6, konstantes Volumen § 92, 6; beim 
hyperb. Paraboloid § 74, 9, konst. 
Volumen § 92, 8. 

Parallelkreise der Rotat.flächen § 63, 1. 

Para2lellinienpcMre als Kurven 2. 0. 
§ 24, (22); § 26, (16), (19); 8 DI, IV. 

Parallele Schnitte, elliptische u. hyper- 
bolische der EUipsoide u. Hyperboloide 
§ 72, 9, der Paraboloide § 73, 4, para- 
bolische der Hyperboloide § 74, 2; 
der allg. Fläche 2. 0., gleiche Haupt- 
achsenrichtungen und -koeffizienten 
§ 110, 6, ellipt. u. hyperbol. § 112, 10, 
parabol. § 113, 8; parallel einer Tang, 
eb. § 110, 7; § 116, 1. 

Parameter der Parabel (relativer u. ab- 
soluter) § 2, 2; § 3, 1, der Ellipse 
u. Hyperbel § 3, 1; der Paraboloide 
(erster u. zweiter) § 66, 5; des line- 
aren Komplexes, geom. Bed. § 67, 9, 
allg. Darst. § 87, (10), Bed. des Vor- 
zeichens § 87, 6. 

Parameterdarstellung, trigonometr. der 
Ellipse u. Hyperbel § 6, (1). (6), ratio- 
nale der Punkte der ElHpse u. Hyper- 
bol § G, (10.; (12), der Parabel § 6, 
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(14), der Tangenten § 18, 17; der 
Kegelschnitte in Dreieckskoord. allg. 
Form § 52, 8, im Berühr.dreieck § 52, 
5; — der gem. Koord. der Punkte 
u. Ebenen des einschal. Hyperboloids 
§ 63, (25); (26); § 82, (33), des hyper- 
bol. Paraboloids § 65, (15); § 83, (24); 
der Erzeugenden § 82, (27); § 83, (20); 
— der Tetraederkoord. der Punkte u. 
Ebenen der Fl. 2. 0. im Polarbe- 
rflhrungstetraeder § 158,(39); (40), im 
Schmiegnngstetr. § 159, (26); (27), der 
Erzeugenden § 159, (17). 

Pol, einer Geraden bei der Kurve 2. Kl.^ 
Begriff u. Konstruktion § 17, 3, — u. 
Berühr.punkt § 17, 4, — u. Tangenten- 
paar § 17, 5, Koord. u. Gleichung § 17, 
(8); (6); § 46, (S^, (ö^, - der Ge- 
raden eines Büschels % 17, S; bei der 
Kurve ^. 0. § 11. 16; teilw. Vereini- 
gung für 2. 0. u. 2. Kl. § 18, 1. — 
einer Ebene bei der Fläche 2. Kl, 
Begriff § 77, 3, — u. Berühr.punkt 
§ 77, 4, — u. Berühr.kegel § 77, 6, 
Koord. u. Gleich. § 77, (7); (5); § 149, 
(3'); (6'), — der Ebenen eines Büschels 
§ 77, 8, eines Bändels § 77, 12 ; bei 
der Fläche 2, 0. § 68, 24; teilw. Ver- 
einig, für 2. 0. u. 2. Kl. § 78, 1; — 
einer Ebene beim linearen Komplex 
§ 86, 6, Koord. bei allg Gleich. § 86, 
(20), bei kanon. § 87, (23). 

Polarbündel beim Kegel 2. 0. u. 2. Kl. 
§ 80, 8; für Hauptachsengl. § 84, 3; 
orthogonales — § 84, 6, V, als Rezi- 
prozität zweier Kegel § 71, 8; § 82, 15. 

Polarfeld, s. Polarsystem bei der Kurve 
2.0. 

Polare, eines Punktes bei der Kurve 2. 0., 
Begriff u. Konstruktion § 11, 7. 8, — 
u. Tangente § 11, 9, — u. Tang.paar 
§ 11, 10, — u. konjugierte Gerade 
§ 11, 11, — des Mittelp. § 11, 12, 
Koord. u. Gleichung § 11, (21); (16); 
§ 46, (3); (5), — der Punkte einer 
Reihe § 11, 15; bei der Kurve 2. Kl 
§ 17, 9; teilw. Vereinig, für 2. 0. u. 
2. Kl. § 18, 1; — einer Geraden bei 
der Fläche 2. 0. u. 2. Kl § 68, 15; 
§ 77, 9, s. Polaren, reziproke. 

Polarebene, eines Punktes bei der Fläche 
2. 0., Begriff § 68, 8, — u. Tang.- 
ebene § 68, 9, — u. Berühr.kegel 



§ 68, 10, — u. konjug. Eb. § 68, 11, 

— des Mittelpunktes § 68, 11, II, Koord. 
u. Gleich. § 68, (18). (14). § 149, (3). 
(6), — n der Punkte einer Reihe § 68, 
14, einer Ebene §68, (28); bei der 
Fläche 2. Kl § 77, 13; teilw. Vereinig, 
für 2. 0. u. 2. Kl. § 78, 1 ; beim Kegel 
2. 0. § 80, (6) ; beim linearen Komplex 
§86, 6, Koord. bei allg. Gleich. § 86, 
(19), bei kanon. § 87, (22), Konstr. 
mittels Schraubenlinie § 87, 8. 

Polargleichung der Kegelschnitte in bez. 
auf Mittelp. § 5, (2), in bez. auf Brenn- 
.punkt § 5,(14). 

Polaren, reziproke bei der Fläche 2. 0. 
u. 2. Kl, Begriff § 68, 15. § 77, 9, sich 
schneidende § 68, 16, zusammenfallende 
§68,21. §77,10; gem. Koordinaten 
§ 68, (22), Tetraederk. § 149, (4), Gleich, 
in gem. Linienk. § 68, (28). § 77, (11), 
in Tetraederk. §149, (7); beim Ellip- 
soid u. Hyperboloid §82, (10), Rich- 
tungskosinus § 82, (11), beim Para- 
boloid § 88, 3; ~ beim linearen Kom- 
plex, Begriff § 86, 9, Bezieh, ihrer 
Koord. § 86, (24). (26). § 87, (24), zus.- 
fallende §86, 10, gemeins. Transver- 
salen § 86, 12, Projektion auf Haupt- 
ebene § 87, 9. 

Polstrahl einer Ebene beim Kegel 2. 0. 
§ 80, (6-). 

Polardreieck (Poldr., Polaren dr.) der 
Kurve 2. 0. , Begriff § 46, 7, Konstruk- 
tion § 46, 8 , Beziehung zur Quadrat- 
darst. § 46, 9, der eig. Kegelschn. §46, 
10, der Linienpaare § 46, 11, der Dop- 
pellinie §46, 12, Lage gegen den Kegel- 
schn. §49, 5. 6, mit unendl. f. Seite 
§47, 1, des Kreispunktpaares §47, 1, 
besonderes der Stufentransformation 
§ 47,2—6; Kegelschn. durch d. Ecken 
zweier — § 48, 1. 2. 3, Umkreis eines 

— es der gleichs. Hyperbel § 48, 4, ge- 
meinsames zwei^ Kegelschn. § 50, 2 ; 

— der ebenefi Schnittkurve einer Fl. 2. 0. 
§ 149, 7, besond. d. Stufentransformation 
§ 150, 7— 10; gemeins. zweier § 156, 2. 

Polardreikant (Polarebenendreiflach, Po- 
lardreiflach) des Kegels § 149, 7. 12, 11'; 
Kegel durch die Kanten zweier — e 
§161,5. 

Polarenzweiseit des Tang.paares d. Kurve 
2. 0. § 46, 6. 
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Polarzweiflach des Tang.eb.paares der 
Flache 2. 0. § 149, 6. 

Foiartetraeder (Poltetr. , Polarebenentetr.) 
der Fläche 2. 0. , Begriflf § 149, 8, Kon- 
stmktioD § 149, 9, Beziehung zur Qua- 
dratdarst. § 149, 10, der eig. Fl. § 149, 
11, der Kegel § 149, 12, der Ebenenp. 
§ 149, 18, der Doppeleb. § 149, 14, Lage 
gegen die FlAche § 152, 8, mit unendl. 
fern. Seitenebene § 160, 1, des Kugel- 
kreises § 160, 1, besonderes der Stufen- 
transformation § 160, 2 — 6; Flächen 
durch die Ecken zweier — § 151, 2. 3, 
Kegel durch d. Kanten zweier § 151, 4; 
gemeinsames zweier Flächen § 156, 2. 

Polarsystem beim Punktepaar in gem. 
Koord. §8, 4, in Zweiecksk. § 40, 2; 
hei der eig. Kurve J2. 0. u. KL in gem. 
K. §18, ;^ — 4. 9 — 11, in Dreiecksk, 
§ 46, 4 , bei der Ellipse u. Hyperbel 
§ 20, 2. 3, Parabel §20, 14. 16; Aus- 
artung heim Linien- und l*unktepaar 
§ 19, 6. § 20, 21. § 46, 5, des Kreis- 
strahlen- u. Kreispunktepaares § 20, 
22; hei der eig. Fläche 2. 0. u. Kl. in 
gem. K. § 78, 13, in Tetraederk. §149, 
4. 16, beim Ellipsoid u. Hyperboloid 
§ 82, 2. 12; Paraboloid § 83, 2; Aus- 
artung heim Kegel u. Kegelschnitt § 79, 
4. §84,2—3. §149,5, des Kugelkegela 
u. Kugelkreises §84, 4. 5; beimEbenen- 
u. Punktepaar §81, 3. 4; heim linearen 
Komplexe § 86, 6. § 87, 7. 

polarreziprok, Begriff in der Ebene § 20, 
11, im Räume §82, 18; — e Dreiecke 
perspektiv § 48, 5, — e Tetraeder hyper- 
boloidisch § 151, 8. 

Polzweieck d. Punktepaares^ Begriff § 40, 1, 
zugeh. Gleichungsform § 40, (4), auch 
§ 8, (21), Anzahl der — e § 40, 3, beson- 
deres der Stufentransformation § 40, 6, 
gemeinsames zweier Punktep. § 40, 7 ; 
des Schnittpunktpaares einer Geraden 
mit d, Kurve 2. 0, § 46, 6, zugeh. Glei- 
chungsform § 46, (12), besonderes der 
Stufentransf. §47, 8, gemeins. zweier 
§ 51, 1; mit der Fläche 2. 0. § 149, 6, 
zugeh. Gl.f. § 149, (18), bes. d.Stufentr. 
§ 150, 11-— 13, gemeins. zweier § 157, 1. 

Potenz eines Punktes in bez. auf Kreis 
§ 12, 3, Kugel § 69, 8. 

Projektive Ehenenhiiscliel an Erzeugenden 
des Hyperboloids § 82, 11. § 159, 5; 



— Punktreihen auf Tangente d. Kurve 
2. 0. § 13, 18. § 88, 1, auf Erzeugenden 
des Hyperboloides § 68, 10. § 159, 5; 

— Strahlhüschel an Punkten d. Kurve 
2.0. §6, 8. §88, 1. 

Punkte gleicher Polare bei zwei Kurven 
2.0. § 50, 8, bei zwei ebenen Schnitten 
§ 156, 2, — Polarehene § 156, 3, -« 
Poles bei zwei Punktepaaren § 40, 8; 
bei den Schnittp.paaren einer Geraden 
mit ein. Kurve 2. 0. § 51, 2, mit einer 
Fläche 2. 0. § 167, 2. 

Punktepaar, endlicüies, auf der Punktreihe 
§ 7, 1 ; —als Kurre 2. KL § 19, 3. § 18, 
(59'). §30. 3; — als Fläche 2. KL §81, 
2. §104,7; s. unendl. fernes Punkte- 
paar, allgemeine Gleichung. 

Punktkoordinatengleichung der eig. Kurve 
2. Kl. § 18, (6'); der eig. Fläche 2. Kl, 
§ 78, (7'). 

Quadratdarstellung d. Punktepaares, allg. 
§ 40, (4), durch Stufentransf. § 40, (16), 
durch orthogen. Transf. § 40, (27) ; — der 
Kurre 2. 0., allg. § 46, (14), der kovar. 
Formen t; 46, (17), der eig. Kurven §46, 
(18). (18'), der Linienpaare § 46, (19). 
(20), der Doppellin. § 46, (21), durch 
Stufentransf. §47,(15), durch orthogen. 
Tr. § 50, 2 ; — der Fläche 2. 0. , allg. 
§ 149, (;21), der kovar. Formen § 149, 
(25), (26), der eigentl. Fl. § 149, (27). 
['2S), der Kegel § 149, (29). (80), der 
Ebenenpaare § 149, (31). (32), der Dop- 
peleb. § 149, (33), durch Stufentransf. 
§ 150, (19), durch orthog. § 165, (86); 

— des Schnittpunktpaares einer Geraden 
mit der Kurte 2. 0., allg. § 46, (12), 
durch Stufentr. §47, (32), durch orthog. 
Transf. §51, (34); des Sehn. p.p. mit der 
Fläche 2. 0., allg. § 149, (18), durch 
Stufentr. § 150, (62), durch orthog. 
§ 157, (20); der Schnittkurve einer 
Ebene mit der Fl. 2. 0., allg. § 149, 
(19), durch Stufentr. § 160, (46), durch 
orthog. § 156, (35). 

Quadratische Form f mit zwei Veränder- 
lichen, Begriff § 89, 1 ; sonstiges Vor- 
kommen § 7, (2). (88); Ä in § 9, (10); 
H in % 16, (6); — mit drei V, § 41, 1 ; 
sonst § 9, (8). § 16, (1); h in § 66, (10); 
/f in § 75, (4); — mit vier V. § 188, 1; 
sonst §66,(3). §75,(1); Euler sehe Identität 
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d, qu. F. mit zwei V. § 89, (4) ; auch § 7, 
(4). §9,(12). §16,(8); — mit drei V. 
§ 41. (4); auch § 9, (6). § 16, (4). § 66, 
(12); — mit vier F. § 138, (4); auch 
§ 66, (6). Übergang auf nicht homog. 
Fonni^§7,(l).(7).§9,(l).(9).§66,(l).(9). 

Mang des Punktepaares § 39, 7. 8, auch 
§ 7, 3, der Kurve 2 O. od. 2. Kl und 
der Fläche 2. 0. od. 2. Kl , Begrifif aus 
der Anzahl der Doppelelemente § 18, 1, 
u. bezügl. §78, 1; entsprechende geom. 
Formen § 18, 2. § 19, 3. 7 u. § 78, 2. 
§ 79, 3. § 81, 2. 6, Begriff aus der ge- 
ringsten Zahl derKoord.in d. Gleichung 
§ 42, H. 4. 7 u. § 139, 3. 4. G. 9, aus der 
Anzahl der Quadrate in d. Quadrat- 
darstellung § 46, 13 u. § 149, 15, aus 
dem Verschwinden aller Unterdeter- 
minanten bestimmten Grades (Inva- 
rianteneigenschaft) § 42, 1 u. § 139, 1; 
teilweise Abhängigkeit des — es des 
Schnittpunktpaares mit einer Geraden 
dem der Kurve 2. O. §44, 6. 10, der 
von Fläche § 142, 7; der Schnittkurve 
von dem der Fläche 2. 0. § 141, 7, 

1. 8, IL 10, m. 11, IV. 
Bangmerkmale beim Punktepaar § 39, 8; 

bei der Kurve 2. 0. , aufgelöste Form 
§ 19, (27), geschlossene Form § 19, (28); 
bei der Fläche 2. 0., aufgel. F. §81, 
(27). § 189, (29); geschl. F. § 81, (28). 
§189,(30); bei SchniUpunktpaar der 
Kurve 2. 0. mit Gerader, aufgel. F. 
§ 44, (17)-(19), geschl. § 44, (41). (43), 
mit unendl. f. Gerader, geschl. F. § 21, 
(38); bei Schniitpunktpaar der Fläche 

2, 0. mit Gerader, aufgel. F. § 142, 
(17)— (19), geschl. F. § 142, (24); bei 
Schnütkurve der Fläche 2. 0. mit Ebene, 
aufgel. F. § 141, (20)~(23), geschl. F. 
§ Ul, (24). 

Beckiwinklige Strahlenpaare § 7, (40)! 
§ 21, (40), — Drehungskegel § 63, (16). 
(20); 8. orthogonal. 

BotaÜonsflächen 2. 0., Entsteh, aus Kegel- 
scbn. § 63, 1, ihre Rot.achse § 53, 2, 
Rellipsoid verläng. § 53, (4). (13), ab- 
geplatt. § 53, (7). (17), R.hyperboloid 
iweiBchal. § 53, (4). (14), einschal. § 53, 
(7). (18), R.paraboioid § o.J, (5). (24), 
Rzylinder § 63, 9, R.kegel § 53, (15). 
(19), rechtwinkliger § 53, (16), gleich- 

8 tau de, Flttcheu zweiter Ordnung. IL 



seitiger § 64, (9); — als Reziproke der 
Kugel §82, 14; doppelte Berühr, mit 
Kugelkreis § 100, 2, allg. Bedingungen 
der Koeff. § 100, 3, allg. Gl. in Ebenen- 
koord. § 106, (31), Erzeugung durch 
gleich winkl. reziproke Bündel Anm. 1 94 . 
Reziproke — Bündel § 158, 6. 7, — 
Flächen u. Komplexe § 82, (41). (42), 
— des Ellipsoides u. Kegels § 82, 15, 
der Kugel § 82, 14; — Kegel (Rezi- 
prokalkegel) § 71, 8, ihre Kreisschnitte 
u. Fokallinien § 71, 9, als — im Polar- 
bündel § 82, 16. § 84, 6, V. 

Sattelförmig §116, 1. 

Schalen des Hyperboloides § 65, 7. 

Schar von Kurven 2. 0. § 32, (12), von 
Kegehi § 118, (16), von Flächen 2. 0. 
§ 120, (16). 

Scheitelerzeugende t des einschal. Hyper- 
boloides § 63, 7, des hyperbol. Para- 
boloides § 56, 8. § 65, (6). 

Scheitellinie (Scheiteladise) des ellipt. u. 
hyperbol. Zylinders § 63, 9 ; des para- 
bolischen Zylinders §53, 10, ihre Be- 
stimmung aus der allg. Gl. der Fläche 
2. 0. § 98, (19). (20); des Kegels § 61, 5. 

Scheitelgleichung d. KegelschnitU § 2, (12). 
§ 3, (8)— (10), der Parabel aus der allg. 
Gl der Kurve 2. 0. od. 2. Kl. hergestellt 
§26, 8. §29, 4; der parabol Schnitte 
allg. bergest. § 118, (24); des parabol. 
Zylinders § 58, (34), allg. bergest. § 98, 
(28) ; der Paraboloide § 66, (16), allg. 
bergest. § 97, (30). § 108, (17). 

Scheitelkreis der Rotationsflächen § 63, 4. 

Scheitelpunkt dei' Ellipse und Hyperbel 
§ 1, 6; der Parabel § 2, 6, seine Best, 
aus der allg. Gl. der Kurve 2. 0. § 25, 
(26), der Kurve 2. Kl. § 29, (11), der 
ebenen Schnitte der Fl. 2. 0. § 113, 
(22); — der Botationsfl. § 63, 3. 5, der 
Eüipsoide u. Hyperboloide § 55, 4 ; der 
Paraboloide § 66, 4, seine Best, aus 
der allg. Gl. d. Fläche 2. 0. § 97, (29), 
der Fläche 2. Kl. § 103, (10). 

ScheittUangentialebene § 56, 8. 

Schmiegungstetraeder , Begriff § 159, 1, 
zugehör. Gleichungsform § 159, (4), 
auch § 74, (33). 

Schnittpunktpaar einer Geraden mit der 
Kurve 2. 0., allg. Begriff § 9, 8, allg. 
Gleichung auf der Ger. in gem. Punkt- 
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Haupt — ) § 67, 8. § 144, 1, Beding, 
für Rieht, coßinus § 67, (18), für zwei 
Punkte einer — § 67, (16). § 144, 4, 
für zwei Ebenen § 144, 3, für die 
Linienkoord. § 144, 2, — (Spitzen- ' 
strahl) beim Kegel § 144, (16). § 146, ; 
(14), — (Achsentransrersale) beim 
Ebenenpaar § 144, (18), Transversal — 
zweier — n §145,4; Ort ihrer Berühr.- 
punkte § 145, 5, ihre harmon. Teilung 
§ 146, 6; gemeimame — zweier konf. 
Flächen § 122, 4; — der Fläche 2. Kl., 
Begriff § 76, 2; — der Schraubenlinie 
§ ö7, 8. 

Tangentenpaar an Kurve 2. 0. od. 2. Kl. 
§ 10, (21). (23). § 16, 1. 2, an Ellipse, 
Hyperbel, Parabel § 18, 7. 16, Haupt- 
achsen § 20, 4, n. § 32, 13, m. § 34,11, 
Hauptachsengleichung § 33, (19). § 36, 
(17), Ort der Scheitel solcher — e, die 
rechtwinklig sind § 13, 8. I. 16, 1. § 33, 
(22). § 36, (21), die Kreisstrahlenpaare 
sind § 13, 8, U. § 16, IT. § 33, (23). § 35, 
(22), die gegeb. Winkel eo bilden § 33, 
(24), System der — e an konfokales 
System § 33, 9. § 36, 7. 

Tangentialebene der Fläche 2. 0., Begriff 
§ 67, 4, Gleichung in gem. Koord. § 67, 
(16). (17). (18), in Tetraederk. § 148, 
(6), als Polarebene § 68, 9, als Ebene 
mit Doppelp. der Schnittkurve § 106, 6, 
einfache, stationäre, inzidente § 143, 1, 
als Ebene durch Erzeugende § 146, 1, 
Erzeugende in einer — § 67, 8. § 148, 
3 ; — bei Kugel § 69, 6, bei Ellipsoid, 
Hyperboloid, Paraboloid § 70, 2. 9, in 
Endp. koüjug. Durchmesser § 72, 3. 
§ 73, 2, beim Kegel § 71. 2, Spitzeneb. 
u. Station. — beim Kegel § 143, 4. 5. 
einf., stat., inzid. — beim Ebenenpaar, 
§ 148, 6. 7; — bei d. Fläche 2. Kl. 
(„Ebene der Fl. 2. Kl.") § 76, 1. 

Tangetitidlebenenpaar an Kegel 2. 0. u. 
2.Kl%ll,b.% 80, (30, Hauptebenen- 
gleichung § 119, (17), Ort d. Scheitel- 
linien solcher — e, die rechtwinkl. sind 
§ 119, (24), die von d. Gleich. 72»-f-i:«=0 
sind § 119,(25); anFläche2.Kh § 76, 1, 
Hauptebenenproblem § 122, 7. 

Tetraeder, ein- oder umbeschrieb, einer 
Fläche 2. 0. § 161, 8,11. polarreziproke 
§ 161, 8, I. 

Transformation^ allgemeine des Punkte- 



paares in gem. Koordinaten § 7, 2, in 
Zweieckskoord. § 39, 4; der Kurve 
2. 0. u. 2. Kl. von rechtw. auf schiefw. 
Koord. § 9, 7 u. § 16, 4, von einem 
Koord. dreieck auf ein neues § 41, 6. 
11, Beziehung zwischen alten u. neuen 
Koeffizienten, ihren Determin. u. ünter- 
det. § 41, (20). (25), gleichzeitige Transf. 
der ko Varianten Form § 41, (23), Über- 
gang auf gemeine Koord. § 41, 12; 
der Fläche 2. 0. u. 2. Kl. von rechtw. 
auf schiefw. Koord. § 66, 7 u. § 76, 4, 
von einem Koord.tetraeder auf ein 
neues § 138, 6. 12, Beziehung zwischen 
alten u. neuen Koeffizienten, ihren 
Determ. u. ünterdet. § 138, (-23). (32), 
gleichz. Transf. der kovar. Formen 
§ 138, (30), Überg. auf gem. Koord. 
§ 138, 18; des linearen Komplexes von 
rechtw. auf schiefw. Koord. § 86, 2. 
Transformation^ gleichzeitige von Kegel- 
schnitt u. einer oder zwei Geraden auf 
ein neues Koord.dreieck § 43, 1, Be- 
ziehung zwischen alten u. neuen ge- 
linderten Determinanten § 43, (10), (16) 
u. geränderten ünterdet. § 43, (23); von 
Fläche 2. u. einer od. mehr Ebenen 
auf ein neues Koord.tetraeder § 140, 1, 
Beziehung zwischen alten u. neuen ge- 
ränderten Det. § 140, (9). (14). (31) u. 
geränd. ünterdet. § 140, (26). (40). (46). 

Uneigentliche Kurven 2. 0. od. 2. Kl. 
§ 42, 3; — Kegel 2. 0. od. 2. Kl. 
§ 42, 9. §80,9; — Flächen 2. 0. od. 
2. Kl. § 139, 3. 

Unendlich ferne Ebene, als Tang.eb. der 
Paraboloide § 70, 10, als Einteil.grund 
der Fl. 2. Kl. § 101, (5). (16). 

Unendlich ferne Gerade, als Tangente der 
Paiabel § 2, 9. § 13, 14, als Einteil, 
grund der Kurven 2. Kl. § 27, 2. 

Unendlich fernes Punktepaar, selbstän- 
diges, Gleich, in Punktkoord. auf der 
u. f. Geraden § 7, (33), in der Ebene 
§ 13, (58), in Link. § 13, (57'), als 
Kurve 2. Kl. § 20, (55'). § 29, (18). 
§30,(16), seine Polarentheorie §20, 
21, als Fläche 2. Kl. § 71, (33). § 104, 
(31); der Ellipse, Hyperbel, Parabel 
§ 1, 7. § 2, 9; r?er Kurve 2. 0. § 9, (25), 
Arten desselben § 21, 14, als Eintei^ 
lungsgrund der Kurven 2. 0. § 26, (2) 

64* 



1000 Sachverzeichnis und Drackfehler. 

(19), ZeilonTorschriften; der eb. Schnitt- n. Polarebene beim Kegel 2. 0. § 80, 4; 

kurven der Fl. ^. O. § 114, (8). (20) von Pol u. Polarebene bei der Fläche 

Zeilenvorschr. 2. 0. § 68, 9, I. § 77, 4, I, § 78, 6, beim 

Unendlich ferne Kurve 2. 0., selhständigy linearen Komplex § 86, 6, V; von rezi- 
Qleicbung in Punkt- u. Ebenenkoord. proken Polaren bei d. Fl. 2. 0. § 68, 
§ 71, (12). (11'). § 80, (20). (19'), in 16. 21, beim lin. Kompl. § 86, 10. 
Strahlenkoord. § 71, (19), als Fläche Vorzeichen in den kanon. GL in gem. 
2. Kl. § 84, (1'). § 103, (20), Einteilung Koord. bei d. Kurve 2. 0. § 26, 2. 8, 
§ 104,(26), Polarenthcorie § 84, 8; des 2. Kl. § 80, 2. 3, bei der Fläche 2. 0. 
Kilipsoids «. Hyperboloids § 55, 9; des § 99, 2—6, 2. Kl. § 104, 2--7, bei den 
hyperbol. Farabohids § 66, (11); der ebenen Schnitten § 114, 3—4; in den 
Fläche 2, 0. in Punktk. § 66, (28), in rein quadnit. Gleichungen in Dreiecks- 
Ebenenk. §111,(19), Kegel über ihr u. Tetraederkoord. s. Spezies. 
§ 67, (26), Arten § 80, 12, als Einteil.- Viereck^ ein- od. umbeschr. beim Kegel- 
grund der Fl. 2. 0. § 99, (2). (31), schnitt § 87, 9. § 48, 8, III, vollständige« 
Zcilenvorschrift^n. mit Involutionen § 8, 18, mit recht- 

Unterarten der Linienjmare, rechtwink- winkl. Gegenseiten § 8, 20, mit harmo- 

liges § 7, (40). § 21, 15, Kreisstrahlen- nischen Polaren als Gegenseiten § 48, 7. 

paar § 7. (39). § 21, 16; der eigentl- Vierseit aus Erzeugenden des hyperbol. 

Kegelschnitte, s. Kreis, gleichseitige Paraboloides § 74, 9, umbeschriebenes 

Hyperbel, Ellipse mit a* = 2b* § 1, 10; der Fläche 2. 0. § 145, 1—2. 
der Kegel s. Anm. 143; der eigentl. 

Flächt n 2. 0. s. gleichseitiges Hyper- Zweige der Hyperbel ^J 1, 8, der sphär. 

boloid, orthogonales H., dual gleichs. Kegelschnitte § 54, 6. 

u. orthog. H. und Anm. 153. 154. Zylinder, BegriiF § 53, 7, elliptischer, 

Vereinigte Lage von zwei härm. Polen hyperbol., parabolischer § 53, 9. 10, 

beim Punktepaar § 8, 3. § 40, 2; von Gleich, in Punkt- u. Ebenenkoord. 

Pol u. Polare bei d. Kurve 2. O. § 11, § 80, 18, Abstandseigenscbaften § 126, 

9, I. § 17, 4, I. § 18, 5; von Polstrahl 3. 6, Arten § 99, (31), IV. V, 3—5. 



Druckfehler. 
Im ersten Teilband (s. auch daselbst S. 54s): 

S. 113 dritte Formel (16) lies 1 statt 0. | S. 365, Kopfüberschrift lies § 68 statt § 69. 
S 198, Z. 4 lies 8 tg <p statt 1 + 2 tg cp. S. 532, Feld EI, 3 lies .17, statt A\^. 
S. 193, Z. 6 lies — 3 tg qp -f tg « statt S. 538, vor der 3. und 4. Horizontalreihe 
— 2 tg qp + tg a — 1. der Tabelle lies A\^ 4= stiitt .4^4 4= 0. 

Im zweiten (vorliegenden) Teilband: 

S. 571, Z. 1 v.u. lies ftjij, 6i 2 statt jS5i,/Jij. S. 629, Z. 11 v. o. lies „der Kleith>eitig 
S. 578, Z. 6 V. u. nach Jl" einzuschalten: hyperbolischen Schnitte des*' statt „des 

(Vgl. §141, 4, drittletzten Absatz). gleichseitig". 

S. 579, Z. 15 V. 0. anzufügen: »»^). j S. 808, Z. 18 v. 0. anzufügen: ^" ). 

Im vorangehenden Buche des Verf.: „Analytische Geometrie des 

Punktes, der geraden Linie und der Ebene*': 

S. 170, Z. 12 V. 0. lies dieser statt dieses. 
S. 217, Z. 10 V. 0. lies § 41, 8 statt tj .10, 8. 
S. 852, Z. 8; Z. 11; Z. 12; Z. 13 v. u. 

lies y, , y,, y, statt .r, , ,r,, o*,. 
S. 410, Z 7 V. o.: lies — «is";i ^'m"*» 

statt — ''is^'is"»i"«2 



S. 23, Fig. 44 b oben lies e, statt e,. 
S. 33, Z. 11 V. u. lies tgq? = (X) statt 

tg 9 = „- • 

S. 87, Z. 14 V. o. lies Zweiseitsk. statt 
Zweieeksk. 



